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APRESENTAGAUINSTITUGIONAL

A Secretaria da Educacao do estado do Ceard, por meio da Coorde-
nadoria de Educacdao em Tempo Integral e Educacao Complementar
(COETI), apresenta as Escolas de Ensino Médio em Tempo Integral -
EEMTI essa colecdo de fasciculos que abordam componentes eletivos
que compdem a parte flexivel do curriculo.

A disponibilizacdo desse material paraas EEMTI tem como objetivos:
[. Oferecer apoio pedagdgico e didatico aos professores que lecionam
esses componentes eletivos. II. Oportunizar aos estudantes subsidios
para o desenvolvimento de competéncias e habilidades nos itinerarios
escolhidos, a partir de seu Projeto de Vida, favorecendo a aquisicao de
novos conhecimentos, aampliacao da aprendizagem e o seu crescimento
cognitivo e socioemocional.

A elaboracao desses fasciculos esta vinculada as ementas do Cata-
logo dos Componentes Eletivos de 2021. Nessa primeira tiragem,
foram selecionados alguns componentes eletivos fundantes, ou seja,
que apresentam assuntos essenciais e contextualizados, capazes de
gerar interesses de aprofundamento nos jovens, a partir das tematicas
abordadas. Esses componentes estao relacionados as quatro areas de
conhecimento da Base Nacional Comum Curricular - BNCC (Linguagens
e suas tecnologias, Matematica e suas tecnologias, Ciéncias da Natureza
e suas tecnologias e Ciéncias Humanas e Sociais Aplicadas) e a uma
unidade curricular de Formacao Profissional.

Volumel: Linguagens e suas tecnologias

Volume2: Matematica e suas tecnologias

Volume 3: Ciéncias da Natureza e suas tecnologias
Volume 4: Ciéncias Humanas e Sociais Aplicadas

Volume 5: Formacao Profissional
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MENSAGEM AU PROFESSUR

Segundo a Base Nacional Comum Curricular (BNCC), dez compe-
téncias gerais devem ser desenvolvidas pelos estudantes ao longo do
Ensino Médio. Na area de Matematica e suas Tecnologias, espera-se que
todos possam conhecer e utilizar a linguagem matematica, bem como
fazer uso dos seus codigos, simbolos, nomenclaturas e dos processos de
desenvolvimento de pesquisas cientificas e tecnologicas.

A Eletiva de GEOMETRIA I tem como objetivo o estudo da Geometria
Plana que estuda as figuras planas, iniciando-se nos conceitos primiti-
vos de ponto, reta e plano, e, com base neles, desenvolvendo-se até a
construcdo das figuras planas, com o calculo de suas respectivas areas e
perimetros, essenciais para o uso no dia a dia, para uma aprendizagem
interdisciplinar.

O fasciculo esta organizado da seguinte maneira: em primeiro lugar,
uma explicacdo (OBSERVACOES) a respeito do contetido abordado; logo
apés vém os EXERCICIOS e, para finalizar, a SOLUCAO, de acordo com
uma ou mais habilidades selecionadas da BNCC, ENEM e do SPAECE.

O fasciculo apresenta uma proposta de simulado (PROBLEMAS
PROPOSTOS) para ser realizado pelos alunos, a fim de que os contetidos
sejam amplamente revisados na eletiva. Esperamos, pois, que este fas-
ciculo contribua para enriquecer a sua pratica pedagdgica, auxiliando-o
no planejamento das suas aulas e fortalecendo os processos de ensino
e de aprendizagem.

Sucesso e boas aulas!
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MENSAGEM AU ESTUDANTE

Parabéns por ter escolhido esta Eletiva para o seu curriculo, pois
ela fara diferenca em sua vida ao lhe ajudar a ampliar seus conhe-
cimentos sobre Geometria I. Este conhecimento fez diferenca para
a Humanidade e pode fazer diferenca em sua vida ajudando, entre
outras coisas, a ampliar o dominio das opera¢des basicas, das fracoes
e a resolver problemas do cotidiano que utilizem esses conteudos.

Ressalta-se que para a escolha de uma eletiva, faz-se necessario
se autoconhecer, identificar os valores nos quais se sustentam o seu
Projeto de Vida e como esses valores podem contribuir para o seu
sucesso como pessoa e como cidadao.

Prepare-se para a viagem do conhecimento que, por meio da
Matematica, fara vocé aprender a aplicar métodos e a desenvolver
procedimentos cientificos e praticos, para além da teoria. Algumas
das experiéncias que vocé vai realizar aqui foram desenvolvidas por
grandes escritores, cientistas, matematicos e suas descobertas podem
abrir muitas portas para sua formacao profissional.

O fasciculo apresenta uma proposta de simulado (PROBLEMAS
PROPOSTOS) para ser realizado pelos alunos, a fim de que os conte-
udos sejam amplamente revisados na eletiva.

O objetivo é que este material o/a auxilie a exercer o protagonismo
de modo que vocé identifique seus potenciais, interesses e paixdes e
estabeleca estratégias e metas para alcangar seus préprios objetivos
em todas as dimensdes. Logo, o presente material deve servir de apoio
para se atingir esse objetivo.

Sucesso e boas aulas!

3. €

CIENTISTA CHEFE




C  UNIDADEI
_— Geometria plana 1
~ E Introducio 1
Z Semirreta e segmentos de reta 8
: Angulos 9
m 0 quinto axioma de Euclides 14
Triangulos 15
Desigualdades no triangulo 19
Quadrilateros 2l
Poligonos 24
Problemas propostos 29
Folha de calculos 34

HABILIDADES DESENVOLVIDAS

Ao longo dessa Eletiva vocé tera oportunidade
de desenvolver, mesmo que parcialmente, as
habilidades do campo aritmético da BNCC, do
ENEM e do SPAECE.

BNCC

(EFOTMADB). Comparar e ordenar fragdes associadas
asideias de partes de inteiros, resultado da divi-
sdo, razao e operador.

(EFOTMAD9) Utilizar, na resolugdo de problemas, a
associacdo entre razdo e fracdo, como a fragdo
2/3 para expressar a razdo de duas partes de
uma grandeza para trés partes da mesma ou trés
partes de outra grandeza.

ENEM

HT - Identificar caracteristicas de figuras planas
ou espaciais.

H8 - Resolver situagdo-problema que envolva
conhecimentos geométricos em espago e forma.
H9 - Utilizar conhecimentos geométricos em
espaco e forma na selecdo de argumentos pro-
postos como solugdo de problemas do cotidiano.

SPAECE

D49 - Resolver problemas envolvendo semelhanca
de figuras planas.

D50 - Resolver situagdo problema aplicando o
Teorema de Pitagoras ou as demais relagdes
métricas no tridngulo retangulo.

D51 - Resolver problemas usando as propriedades
dos poligonos (soma dos angulos internos,
numero de diagonais e calculo do angulo interno
de poligonos regulares).
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9 Geometria Plana

9.1 - Introducdo

A Geometria Euclidiana Plana baseia-se nos conceitos de ponto, reta e plano, os quais
sa0 o que chamamos de nogdes primitivas (em Geometria). Por serem conceitos tao
béasicos, eles sdo alguns dos raros objetos matemaéaticos para os quais néo é possivel dar
uma definicdo precisa. Devemos simplesmente aceitar que eles existem.

Por outro lado, nao é dificil imaginar situagdes que podem ser modeladas através
desses conceitos bésicos. Considere, por exemplo, um técnico de futebol que deseja
explicar suas estratégias a um grupo de jogadores: Ele pode utilizar uma folha de
papel na qual estd desenhado um retangulo com 22 pontos em seu interior, cada ponto
representado um jogador. Nesse desenho, ha também segmentos de retas representado
as linhas do campo. H4, por fim, a prépria folha de papel, que, se considerada infinita,
representa o plano.

7 9
A I

Figura 9.1: Ao fazermos um esbogo de um campo de futebol, utilizamos diversas
nogoes primitivas da Geometria.

Além das nogoes primitivas, precisamos estabelecer um conjunto de propriedades
fundamentais que todos os pontos, retas e planos devem satisfazer. Abaixo, vemos
algumas dessas propriedades, que s@o chamadas de aziomas e que foram fixadas pelo
matematico grego Euclides em sua milenar Os Elementos:

1) Por dois pontos distintos passa uma tnica reta.

2) Por trés pontos ndo colineares passa um dnico plano.

A3) Para qualquer reta, existem pontos pertencentes a ela e pontos ndo pertencentes
a ela.

(A4) Para qualquer plano, existem uma reta contida neste plano, um ponto que

pertence ao plano mas nao pertence a tal reta e um ponto que nao pertence ao

plano.

(A
(A
(

Estas afirmagdes recebem o nome de aziomas pois suas validades devem ser aceitas
como evidentes, ndo podendo ser demonstradas (isto é, justificadas) através de um
conjunto de verdades mais elementar. Em outras palavras, os axiomas sdo proposi¢oes
consideradas como um consenso inicial necessario para a construgao ou aceitacao de
uma teoria.

A seguir, derivaremos outros conceitos importantes da Geometria, utilizando como
base as no¢oes primitivas e os axiomas de Euclides.

K ©
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9.1.1 - Semirretas e segmentos de reta

Um ponto O pertencente a uma reta r a divide em duas partes, chamadas semirretas
de origem O. Se AereA=#O0, asemirreta de r que contém o ponto A é denotada

por OA.
/
o

Figura 9.2: semirreta de origem O e passando por A.

Se A e B sao dois po_nt»os Qs;tintos pertencentes a uma reta r, os pontos que
pertencem as semirretas AB e BA formam uma parte da reta chamada de segmento
de reta. Nesse caso, dizemos que os pontos A e B sdo as extremidades desse segmento.
Denotamos o segmento com extremidades A e B escrevendo AB.

-
-

/——
-
P

Figura 9.3: segmento de reta AB (em vermelho sélido), como interse¢io das semirretas
—> —
AB e BA.

Ulrn_a_b+ vez que AB é a intersecdo das semirretas AB e BA escrevemos AB =
AB N BA. Também, dizemos que os pontos pertencentes ao segmento AB e distintos
de A e de B estdo entre A e B.

Por vezes, também escreveremos AB para denotar a reta determinada por

@ dois pontos distintos A e B. A possibilidade de confusdo com o segmento AB
serd minima, pois o contexto sempre deixard claro se estaremos nos referindo
a reta AB ou ao segmento AB.

A distancia entre os pontos A e B é, por definicdo, a medida do comprimento
do segmento de reta AB. Frequentemente, o comprimento do segmento AB é repre-
sentado por AB. Porém, por vezes também utilizaremos a notacao simplificada AB
para representar essa medida.

O comprimento de um segmento AB pode ser calculado de diversas formas. A
maneira mais comum é medir o segmento AB utilizando alguma ferramenta (como uma
régua pautada), comparando-o com alguma unidade de comprimento pré-estabelecida,
como o centimetro, o metro ou o quildometro. Assim, a figura abaixo mostra um
segmento AB de 3 centimetros de comprimento.

A B

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

O ponto médio de um segmento AB é o tinico ponto que estd entre A e B e divide
o segmento AB em duas partes de comprimentos iguais, isto é, tal que AM = M B.

mﬂ

A
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I Exercicio 9.1 Se A, B e C séo pontos colineares, calcule AC, sendo AB =20 cm e

BC =12 cm.

Solugao. Como BC < BA, o ponto A nao pode estar entre os pontos B e C. Logo,
temos apenas duas opgoes:

(i) Se C estiver entre A e B, teremos que AC = AB — BC' =20 — 12 = 8 cm.
(ii) Se B estiver entre A e C, teremos que AC' = AB + BC' =20 + 12 = 32 cm.

Exercicio 9.2 Consideremos sobre uma reta r um segmento fixo AB e um ponto
mével P. Seja M o ponto médio de AP e N o ponto médio de BP. O que podemos
dizer a respeito do comprimento do segmento M N7

Solugao. Seja ¢ o comprimento do segmento AB.

Consideremos inicialmente o caso em que o ponto P estd no interior do segmento
AB. Seja x a medida (varidvel) do segmento AP. Nesse caso, BP = ¢ — z. Como M
e N sdo os pontos médios dos segmentos AP e PB, temos que MP = 3 e NP = E’T””
Como P também estd no interior do segmento M N, temos que

—x ¢

x
MN—MP+NP—§+ 5 — 3

Agora, consideremos o caso em que P estd fora do segmento AB, com PA < PB.
Sendo novamente x a medida (varidvel) do segmento AP, temos nesse caso que
BP =/{¢+x. Como M e N sdo os pontos médios dos segmentos AP e PB, temos que
MP=35eNP= “‘Tx. Como PM = %AP < %PB = PN, temos que

MNZE—I—:U 4

2 2 2

Por fim, resta analisar o caso em que P esta fora do segmento AB, com PA > PB.
FEssa situacgdo é andloga a situacio anterior, de forma que a deixamos a seu cargo.
Logo, a medida do segmento M N é constante quando variamos . |

9.1.2 - Angulos

— —
Duas semirretas OA e OB, com uma mesma origem O, dividem o plano em duas
regides, cada uma das quais é chamada de dngulo. As semirretas OA e OB sdo os
lados do angulo.

Figura 9.4: um angulo convexo e seu suplementar concavo.

Um angulo é chamado convezo se é uma regiao convexa do plano. Caso contrario, o
angulo é chamado concavo. Usaremos a notagdo ZAOB para denotar cada um desses
éﬂulos; em cada caso, o contexto deixard claro a qual dos dois &ngulos de lados OA e
OB estamos nos referindo.

K ©
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R\

B 0 A

Figura 9.5: um angulo raso.

Se os pontos A, O e B sdo colineares, o angulo ZAOB é chamado dngulo raso
(veja a Figura 9.5). Dois angulos ZAOB e ZA'O’B’ sdo ditos iguais ou congruentes,
se for possivel mover ZA’O'B’ no espago até que ele possa ser posicionado exatamente
sobre ZAOB.

Se ZAOB e ZA’O’B’ sao angulos rasos, ¢ imediato que podemos mover um deles
no espaco até fazé-lo coincidir com o outro, de sorte que dois angulos rasos quaisquer
sdo iguais. Em particular, o angulo raso marcado na Figura 9.5 é igual aquele nao
marcado, situado na parte “de baixo” da reta que passa por A e B. Portanto, uma
volta completa em torno do ponto O corresponde a dois angulos rasos.

Se os dngulos ZAOB e > ZBOC estao situados em um mesmo plano e compartilham
um lado (no caso, o lado OB) mas nao tém pontos interiores comuns, nos referiremos

ao angulo ZAOC' que contém a semirreta OB como a justaposi¢io de LZAOB e ZBOC
(veja a Figura 9.6). Para medir 4ngulos, devemos escolher um padrao, ou unidade. A

-

Figura 9.6: a justaposicao de dois dngulos.

unidade de medida de dngulos mais usada, e a mais antiga, é o grau.

Dizemos (por convengao) que um angulo ZAOB mede um grau (1°, em simbolos)
quando o angulo formado pela justaposi¢do de 180 angulos iguais a ZAOB resultar
em um angulo raso. Assim, um angulo raso mede 180° e uma volta completa em torno
de um ponto, correspondendo a dois angulos rasos, mede 360°.

Um angulo cuja medida é 90° é chamado angulo reto, e corresponde a metade de
um angulo raso. Se a medida de um angulo for menor que 90°, diremos que esse angulo
é agudo. Se a medida de um angulo for maior que 90° e menor que 180°, diremos que
esse angulo é obtuso (veja a figura a seguir).

(a) Angulo agudo. (b) dngulo reto. (c) Angulo obtuso.

Uma forma simples de visualizarmos e medirmos angulos é através do uso de um
transferidor, fazendo o centro do transferidor coincidir com o vértice do dngulo e a
marcacao zero coincidir com um dos extremos do dngulo.

3 L
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Figura 9.8: um transferidor medindo um angulo de 37°. Muitos transferidores sdo
transparentes, para poderem ser utilizandos de ambos os lados.

Em Geometria, é costume confundir um angulo, ZAO B digamos (visto como regido
do plano), com sua medida, isto é, usar ZAOB também para denotar a medida do
angulo ZAOB. Isso ndo causa confusdo, porque o contexto sempre vai deixar claro se,
ao escrevermos ZAO B, estaremos nos referindo ao angulo como regido do plano ou a

sua medida.
Voltando a Figura 9.6, olhemos novamente o dngulo ZAOC formado pela justapo-

si¢do dos angulos ZAOB e ZBOC. O uso de um transferidor deixa claro que hd uma
relacdo bastante simples entre as medidas desses angulos:

LAOC = LAOB + ZBOC.

(Observe que, na igualdade acima, ZAOC, ZAOB e ZBOC denotam as medidas dos
angulos correspondentes.)

7
! iy,
o 0 a0,
e ®

N\ Z
D 2
2

//y/////
%%

ik //////////
2%

180 170 46,

Figura 9.9: soma de dngulos com um transferidor.

Consideremos, agora, duas retas r e s concorrentes, ou seja, que se intersectam em
um tUnico ponto. Nesse caso, elas determinam quatro dngulos, dois dos quais estao
marcados em verde na figura abaixo (os outros dois correspondem as regides que niao

foram marcadas):

Figura 9.10: angulos opostos pelo vértice.

Dois angulos que possuem um mesmo vértice e cujos lados estao alinhados de
modo a determinar apenas duas retas, como na Figura 9.10, sdo chamados de dngulos

opostos pelo vértice (abreviamos OPV).
Angulos opostos pelo vértice possuem uma mesma medida (em graus), ou seja, sdo

congruentes. Esse fato pode ser demonstrado (isto é, explicado) com os conhecimentos

adquiridos até o momento.

Teorema 9.1.1 — Angulos OPV. Sejam AB e C'D duas retas concorrentes no ponto
P, situado no interior dos segmentos AB e C'D. Entdo, ZAPD = /BPC e

K ©
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] /APC = /BPD.

C B

Demonstracao. Ja sabemos que angulos rasos medem 180° e a medida da justaposigdo
de dois angulos é igual a soma das medidas dos mesmos. Assim, temos ZAPD +
/DPB =180° e /DPB + /BPC = 180°. Portanto,

LAPD+ /DPB = /DPB + /ZBPC
e, cancelando a parcela comum /D PB, obtemos
LAPD = /BPC.
De modo andlogo, ZAPC = /BPD. [ |

Nesse ponto, é conveniente dispormos de mais um pouco de terminologia: se P é
um ponto em um angulo ZAOB tal que ZAOP e ZPOB s#o iguais, dizemos que a
semirreta OP é a bissetriz do dngulo ZAOB.

A

=

Figura 9.11: a bissetriz do angulo ZAOB.

Exercitemos o material discutido até aqui em alguns exercicios simples.

Exercicio 9.3 Calcule o valor de o nos casos abaixo:

(a) (b)

4 — 2y
3z — 15° x + 35° T +y 2z — vy
o o

(a) Pelo teorema 9.1.1, temos que

Solugao.

3z —15 =24 35 = 2z =50 = z = 25°.

Logo, os dngulos verdes medem x+35° = 60°, de sorte que o = 180°—60° = 120°.

3C
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(b) Novamente pelo teorema 9.1.1, temos
r+y=2r—y=x=~2y.

Entéao, x + y = 3y, de forma que cada dngulo verde mede 3y, e (uma vez mais
pelo teorema 9.1.1) o = 4o — 2y = 4 - 2y = 2y = 6y. Por fim, usando o fato
de que a + (z + y) = 180°, temos 6y + 3y = 180°, logo y = 20°. Com isso,
a = 6y = 120°.

Exercicio 9.4 Em cada uma das figuras a seguir, O? é a bissetriz de ZAOB. Calcule
x em cada caso:

(a) (b)

—10°

T + 30°

Solugao.
(a) Como OP é bissetriz, temos 3z — 5° = 2z + 10°. Logo, z = 15°.

(b) Novamente pelo fato de O P ser bissetriz, temos £+30° = y—10°, logo, y = x+40°.
Por outro lado, como 2y + (y — 10) + (z 4+ 30) = 180°, temos

2y + (y — 10) + (z + 30) = 180 =
= 2(z +40) + (z + 30) + (= + 30) = 180
= 4x 4 140 = 180 = x = 10°.

|
Exercicio 9.5 — OBMEP 2006. Qual é a medida do menor dngulo formado pelos

ponteiros de um relégio quando ele marca 2 horas? E qual é este menor angulo
quando o relégio marca 12 horas e 30 minutos?

Solugao. Observe que o ponteiro menor leva 12 horas para dar uma volta completa,
que corresponde a 360°. Logo, em uma hora, este ponteiro terd percorrido % = 30°.
Portanto, o dngulo destacado no relégio da esquerda corresponde a dois intervalos de
30°, logo, mede 60°.

No relégio da direita, a posi¢do do ponteiro maior indica que ji se passou meia
hora apdés uma hora cheia. Neste intervalo de tempo, o ponteiro menor percorreu
% = 15°. Logo, o angulo destacado no relégio da direita mede 180° —15° = 165°. W
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9.2 - O quinto axioma de Euclides

Como vimos anteriormente, quando duas retas sdo concorrentes, elas se encontram
em um tnico ponto e formam dois pares de dngulos (opostos pelo vértice) que séo
congruentes. Por outro lado, em sua construcdo da Geometria, Euclides permitiu a
possibilidade de duas retas nao se encontrarem. Nesse caso, dizemos que tais retas sao
paralelas.

No caso de retas paralelas, Euclides postulou a seguinte afirmacao que hoje é
conhecida como o seu quinto axioma.

Quinto Axioma de Euclides
Se duas retas r e s sdo cortadas por uma terceira reta, entdo r e s sdo paralelas
se, e somente se, os angulos marcados na figura (que sdo chamados de alternos
internos) séo iguais. Ou seja,

rlsea=4.

Suponha, agora, que temos duas retas paralelas, digamos AB e C'D. Uma terceira
reta que intersecta as duas primeiras é chamada de reta transversal. Na Figura 9.12 a
reta EF é uma transversal.

F
B2 /s,
c 5o D Se AB e C'D sao paralelas,
B entao ap + B, = 180°.
Consequentemente:
041=O[2=(51=(52€
Y2
A - B Pil= =i =15t
@2/

E

Figura 9.12: duas retas paralelas e uma transversal.

Pelo Quinto Axioma, temos que «; = d1, logo,
a1+ 1= ag + (180° — 41) = 180°.

Por outro lado, a; + 72 = 180°, pois AB é uma reta. Logo, v = 180° — a3 = f1.
Como v; = y2 e 81 = B2 (pois sdo pares de angulos OPV), concluimos que os quatro
angulos em amarelo da Figura 9.12 sdo congruentes. Da mesma forma, os quatro
angulos em verde sdo congruentes entre si, de forma que, dentre os oito angulos que a
reta EF forma com AB e C'D, hé apenas (no maximo) dois valores distintos.

As letras gregas que usamos aqui foram escolhidas arbitrariamente, ou seja, nem
sempre o angulo «y estard na posicao indicada na figura. Por isso, para melhor falar
sobre estes dngulos, nos usamos o seguinte vocabulério.

Angulos que estdo de um mesmo lado da reta transversal EF sdo chamados de
colaterais (o prefixo co indica mesmo). Por exemplo, aq, 71, 51 e 01 sdo colaterais uns
aos outros. Assim como os ag, Y2, B2 € d2 sdo colaterais uns aos outros. Os dngulos
que estao entre as retas paralelas sao chamados de internos; em nosso caso, estes sao
a1, B1, 72 e d2. Por sua vez, os angulos que ndo estdo entre as paralelas sdo chamados
de externos. Por fim, dngulos que estao em lados diferentes da reta EF' sao chamados
de alternos, enquanto os angulos que estdo em uma mesma posicao relativa as retas
AB e CD sao chamados correspondentes. Combinando esse vocabuldrio, podemos nos
referir como segue a vérios dos pares de dngulos da Figura 9.12:

3 L

CIENTISTA CHEFE




Nomenclaturas de alguns dos pares de dngulos da Figura 9.12:

e «q e f31 sao colaterais internos.
e «q e dy sA0 alternos internos.
e «q e d1 sdo correspondentes.

e 9 e 07 sao alternos externos.
e o e 35 sao colaterais externos.

Organizando as ideias, chegamos a seguinte conclusao.

Em relacao a duas retas paralelas cortadas por uma transversal:

i. Angulos colaterais de um mesmo tipo (ambos internos ou ambos externos)
somam 180°.
ii. Angulos alternos de um mesmo tipo sio congruentes.
iii. Angulos correspondentes siao congruentes.

Exercicio 9.6 Em cada uma das figuras abaixo, as retas r e s sdo paralelas. Calcule
T ey.

(a) (b)

3z — 20° "

T

y+10>/

(a) Os angulos de medidas 2z e 3z — 20° sdo alternos internos, logo, congruentes.
Portanto,

Solugao.

2¢ = 3z — 20° = = = 20°.

Além disso, os dngulos de medidas y + 10° e 2z sdo correspondentes, logo, tam-
bém congruentes. Entdo, y + 10° = 22 = 40° = y = 30°.

(b) Os angulos de medidas y e 3z — 10° s@o alternos internos, logo, congruentes.
Somando todos os dngulos que estao sobre a reta r, temos:

y+90° 4+ 22 = 180° = (3z — 10°) 4+ 90° + 2z = 180°
= 5z = 100° = z = 20°.

Assim, y = 3z — 10° = 50°.

9.3 - TriGngulos

Definimos um tridngulo como um conjunto de trés pontos nao colineares A, B,
C' (que sao chamados de vértices do tridngulo) juntamente com os segmentos AB,
BC e CA (que sao chamados de lados do tridngulo). Esse tridngulo é representado
simbolicamente como AABC' e possui dngulos internos ZABC, /BCA e /ZCAB.
A regido limitada delimitada pelos lados do tridngulo serd chamada de interior do
triangulo.
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Um tridngulo pode ser classificado de duas formas: De acordo com a quantidade
de lados de medidas iguais que possui ou de acordo com as medidas de seus angulos
internos.

Classificagao de tridngulos de acordo com o nimero de lados iguais
Um tridngulo que possui:
o trés lados de medidas iguais é equilatero.

¢ dois lados de medidas iguais é isGsceles.
e os trés lados de medidas diferentes é escaleno.

(a) Equilatero. (b) Isdsceles. (c) Escaleno.

Observe que, pela definicao acima, tridngulos equilateros sao isésceles e triangulos
isosceles podem ser ou ndo equilateros. Também, veremos mais adiante que os dngulos
marcados na figura (a) sdo iguais, assim como também sdo iguais os dngulos marcados
na figura (b).

Uma nomenclatura importante relativa a tridngulos isésceles é que o terceiro lado
de um triangulo isésceles (o lado que néo é nenhum dos dois que sabemos serem iguais)
¢é chamado de base.

Antes de discutirmos a classificagio dos tridngulos quanto ao tipos de &ngulos que
possuem, é conveniente fazermos mais alguns comentarios sobre o Quinto Axioma e
provarmos um resultado muito importante. Primeiramente, pode ser mostrado que
uma maneira equivalente de formular o Quinto Axioma é a seguinte:

Axioma das Paralelas

Por um ponto fora de uma reta dada pode-se tracar uma tnica reta paralela a
esta reta.

O Axioma das Paralelas é a ferramenta de que precisamos para demonstrar o
teorema a seguir, o qual é um dos mais importantes resultados da Geometria Euclidiana.

Teorema 9.3.1 A soma dos dngulos internos de qualquer tridngulo é (sempre) igual
a 180°.

Demonstragdo. Seja ABC um triangulo qualquer. Utilizando o Axioma das Paralelas,
tracemos a (inica) reta r paralela ao lado AB e passando pelo ponto C' (cf. Figura 9.13).
Marque pontos D e E sobre a reta r, situados em semirretas distintas em relagdo a C'
conforme também mostrado na Figura 9.13.

O lado AC' é uma transversal que corta duas retas paralelas e, consequentemente,
os angulos ZBAC e ZDCA (destacados em verde) sdo congruentes, pois sdo alternos
internos. Do mesmo modo, o lado BC' corta duas retas paralelas e os dngulos ZABC
e ZBCE (destacados em amarelo) sdo congruentes, por também sdo alternos internos.
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Figura 9.13: demonstragdo do Teorema 9.3.1.

Logo,
£LBAC+ £LCBA+ LACB = /DCA+ Z/BCE+ LACB = ZDCE = 180°.

A 1ltima igualdade é valida pelo fato do angulo ZDCE ser um angulo raso, ji que os
pontos D, C' e E estdo sobre uma mesma reta (a reta r). [ ]

Uma consequéncia importante do teorema anterior é o fato de que, se em um
tridngulo ABC tivermos ZA > 90°, entao

4B+ /ZC =180° — LA < 90°.

Consequentemente, /B,ZC < 90°. Em palavras, todo tridngulo tem no mdzimo um
angulo reto ou obtuso.

Podemos finalmente enunciar a classificagdo dos tridngulos quanto a seus angulos
internos.

Classificagao de tridngulos quanto ao tipos de angulos

Um tridngulo em que:

o todos os seus agudos sao agudos é chamado de acutangulo.

e um de seus dngulos é reto é chamado de (triAngulo) retangulo. (O lado
oposto ao angulo reto é chamado de hipotenusa e os outros dois lados sao
chamados de catetos).

e um de seus angulos é obtuso é chamado de obtusangulo.

(a) Acutangulo. (b) Retangulo. (¢) Obtusangulo.

Em um triangulo, um dngulo externo é um angulo formado entre o prologamento
de um dos lados do tridngulo e com um dos seus lados adjacentes. Nas notacoes da
figura a seguir, ZABP é um angulo externo de ABC, adjacente ao angulo interno
ZABC.

A
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O Teorema 9.3.1 tem uma consequéncia muito util para a medida dos dngulos
externos de um tridngulo, conhecida como o Teorema do Angulo Externo.

Teorema 9.3.2 — do Angulo Externo. Em um tridngulo, a medida de um angulo
externo é igual a soma das medidas dos dois dngulos internos nao adjacentes a ele.

Demonstracio. Nas notagoes da figura anterior, veja que ZABP = 180° — ZABC.
Por outro lado, uma vez que a soma dos angulos internos do tridngulo é 180°, temos
LABC + £BCA+ ZCAB = 180°, logo, 180° — LABC = Z/BCA + ZCAB. Entéo,

/ABP =180° — ZABC = /BCA + ZCAB.

O proximo resultado pode ser visto como uma ligacdo entre as classificagdes de
triangulos quanto a seus lados e dngulos. Ele serd apresentado sem sua respectiva
demonstracao, por tratar-se de um fato que sera muito importante para a resolucdo de
diversos exercicios deste médulo. Assim, resolvemos antecipar sua exposigao, deixando
sua demonstragdo para o médulo seguinte de Geometria Plana, quando abordaremos
o conceito de congruéncia de triangulos.

Teorema 9.3.3 — do tridngulo isésceles. Um triangulo é isdsceles se, e somente se,
os angulos adjacentes a base sdo iguais. Em simbolos, no AABC, temos:

AB = AC & LABC = LACB.

Como consequéncia desse resultado, podemos verificar que cada dngulo de um
tridngulo equilatero é igual a 60°. De fato, todos os dngulos um tridingulo equilatero
sao iguais, pois todos os lados podem ser interpretados como base de um tridangulo
isosceles. Além disso, a soma dos trés angulos é 180°. Consequentemente, todos eles
sdo iguais a 60°.

Exercicio 9.7 — OBMEP 2014. Na figura, os pontos A, B e C estdo alinhados. Qual
é a soma dos dngulos marcados em cinza?

A B @

Solugao. A soma dos dngulos internos de um tridngulo é 180°. Por outro lado, os trés
angulos ndo marcados dos tridngulos (com vértices em B) somam 180° , j4 que A, B e
C estdo alinhados. Assim, a soma dos angulos marcados é (180° -3) — 180° = 360°. W

Exercicio 9.8 — OBM 2004. Na figura a seguir temos dois tridngulos equildteros.
Calcule o valor de .
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H G
E
75° 65°
C F

Solugao. Seja P o ponto de encontro entre os lados C'D e HF'. Note que
/ZPCF =180° — 75° — ZCDE = 105° — 60° = 45°

e que
/ZPFC =180° — 65° — ZGFH = 115° — 60° = 55°.

Como ZDPF é externo do triangulo PCF, temos que ZDPF = 45° + 55° = 100°.
Por outro lado, ZDPF também ¢ externo do tridngulo IPD. Logo,

x4+ 60° = LZDPF = z + 60° = 100° = x = 40°.

Exercicio 9.9 O tridngulo ABC é isésceles com AB = AC. Sobre o lado AB hé
um ponto P tal que AP = PC = BC'. Calcule as medidas dos angulos do tridangulo
ABC.

Solugao. Seja a = LZBAC. Como o tridngulo APC' é is6sceles de base AC, o Teorema
9.3.3 d& LPCA = a. Dai, ZBPC = 2a«, pois é angulo externo do triangulo APC.
Como BCP é isésceles de base BP, novamente pelo Teorema 9.3.3 temos ZPBC' = 2.
Como AABC é isésceles de base BC, apelando uma vez mais para o Teorema 9.3.3
obtemos /BCA = 2«. Por fim, somando todos os angulos do tridngulo ABC, temos
que

a+2a+ 2a = 180° = 5o = 180° = a = 36°.

Portanto, os dngulos do tridngulo sdo 36°, 72° e 72°. |

9.3.1 - Desigualdades no triGngulo

Nesta secao, utilizaremos o material discutido até aqui para estabelecer algumas
desigualdades importantes envolvendo os comprimentos dos lados de um tridangulo.
Comegamos com o seguinte resultado.

Teorema 9.3.4 Em qualquer tridngulo, a ordem entre dois lados coincide com a
ordem entre os angulos opostos a esses lados. Em particular, o maior lado é oposto
ao maior angulo, e vice-versa.

Demonstrag¢io. Assuma que, no tridngulo ABC, tenhamos BC' < AC. Temos de
provar que ZBAC < ZABC. Para tanto (acompanhe na figura), usando o fato de que
BC < AC, podemos marcar um ponto P sobre o lado AC tal que CP = CB.
B
at+fp

o+

Q
g
b
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Agora, se ZPAB = ace ZABP = /3, Teorema do Angulo Externo d4 ZCPB = a+§.
Mas, como ABC'P é isésceles de base BP, segue do Teorema 9.3.3 que ZCBP = a+f.
Portanto,

/ABC =a+28>a=/CAB.
|

O proéximo resultado confirma nossa intuigdo, construida no dia-a-dia, de que para
ir de um ponto a outro a melhor trajetoria possivel é seguir em linha reta. Talvez vocé
ache um tanto surpreendente o fato de que isso é um teorema, e ndo meramente uma
manifestacido de nossa intuicao.

Teorema 9.3.5 — Desigualdade Triangular. Em todo tridngulo, o maior lado é menor
do que a soma dos outros dois.

Demonstra¢do. Se AB é o maior lado do tridngulo ABC, temos de mostrar que
AB < AC + BC. Para tanto (acompanhe o raciocinio na préxima figura), marque P

um ponto sobre a semirreta @ tal que CP = CB e o ponto C esteja entre A e P.

B

(07

P C A

Uma vez que o tridngulo APCB é isésceles de base BP, temos Z/CPB = Z/CBP.
Denotando tais dngulos por « e sendo § = ZABP, temos

/ABP=a+8>a=/APB.

Portanto, aplicando o Teorema 9.3.4 ao tridngulo AP B, concluimos que AP > AB.
Mas AP = AC + CP = AC + BC, de sorte que AC' + BC > AB. |

qualquer triangulo, a medida de um dos lados serd menor do que a soma das

Note que esse resultado também pode ser declarado da seguinte forma: Em
medidas dos outros dois.

Exercicio 9.10 Trés segmentos, medindo 5, 7 e z centimetros, sdo os lados de um
tridngulo. Quais sdo os possiveis valores que = pode assumir?

Solugao. Pela desigualdade triangular, devemos ter < 5+ 7 = 12. Por outro lado,
7 < x+ 5, de sorte que 2 < z. Juntando essas duas desigualdades, temos que

2 <z <12

Exercicio 9.11 Encontre o intervalo de variacido de z, sabendo que os lados de um
tridngulo sdo expressos por = + 10, 2z + 4 e 20 — 2x.

Solucgao. Pela desigualdade triangular, temos:

6
(x+10)+(2:c+4)>20—2m:>3x+14>20—2x:>5x>6:>x>g.

26
(1‘+10)+(20—21‘)>2:L‘+4:>30—:L‘>2:L'+4:>26>3x:>?>x.
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2x+4)+(20—22) >x+10=>24> 2+ 10 = 14 > z.

Como 14> 2 , os valores que satisfazem simultaneamente a todas essas desigualdades
sdo X > ¢ > 7 |

Exercicio 9.12 Se P é um ponto no interior de um tridngulo ABC, mostre que
BP+ PC < AB + AC.

Solugao. Prolongue B? até ela encontrar AC' em um ponto Q). Aplicando a desigual-
dade triangular aos tridngulos ABQ e QPC, temos que:

BQ < AB + AQ e PC < PQ+ QC.
Somando essas duas desigualdades, obtemos
BQ+ PC < AB+ AQ+ PQ+ QC
Por outro lado, BQ = BP + PQ e AQ + QC = AC. Portanto,
(BP + PQ)+ PC < AB + AC + PQ.

Entéao, cancelando a parcela PQ que aparece dos dois lados, ficamos com

BP + PC < AB+ AC.

9.4 - Quadrilateros

Um quadrildtero ABCD é o conjunto formado por quatro pontos A, B, C' e D (seus
vértices), tal que ndo hé trés deles colineares, e pelos segmentos AB, BC, CD e DA
(os lados do quadrilatero).

Um quadrilatero é dito convexo quando a reta definida por cada um de seus
lados deixa os outros dois vértices de um mesmo lado (veja a Figura 9.14). Nesta
se¢do, vamos considerar apenas quadrilateros convexos, de forma que, daqui em diante,
omitiremos a palavra convexo.

Se ABC'D é um quadrilatero, seu interior é a interse¢do dos quatro semiplanos
definidos por cada lado e que contém os outros dois vértices. Dizemos também que
A, B, C e D sio os angulos internos de ABCD e os segmentos AD e BC' sio suas
diagonais. Note que elas estdo contidos na unido dos lados com o interior de ABCD.

Por vezes, dizemos que AB e CD sdo lados opostos de ABCD. De modo
equivalente, BD e AC também sao lados opostos.

Assim como ocorre com os tridngulos, a soma dos dngulos internos de um qua-
drilatero é invariante, ou seja, ¢ igual em todos os quadrilateros. Mas, no caso de
quadrilateros, o valor obtido é 360°.
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Figura 9.14: um quadrildtero (& esquerda) e suas diagonais (a direita).

Teorema 9.4.1 A soma dos dngulos internos de um quadrildtero é 360°.

Demonstracio. Desenhando apenas uma das diagonais, dividimos o quadrilatero em
dois tridangulos. Podemos observar facilmente que a soma dos dngulos internos do
quadrilatero € igual & soma dos dngulos internos desses dois tridngulos. Logo, a soma
dos angulos internos do quadrildtero é igual a 2 - 180°, ou seja, 360°. ]

Vamos, agora, definir alguns tipos especiais de quadrilateros, segundo seus angulos
e lados. A medida que vocé ler as defini¢oes, observe os varios tipos especiais de
quadrilateros na figura 9.15.

¢ Retangulo é um quadrilatero que possui todos os seus angulos retos.

¢ Losango é um quadrilatero que possui todos os seus lados iguais.

¢ Quadrado é um quadrildtero que possui todos os dngulos retos e todos os
lados iguais. Portanto, um quadrildtero é um quadrado se, e somente se, for
simultaneamente um retangulo e um losango.

e Paralelogramo é um quadrilatero que possui seus dois pares de lados opostos
paralelos.

o Trapézio é um quadrildtero que possui um par de lados (opostos) paralelos
(que sdo chamados de bases).

Observe que todo paralelogramo também é trapézio. Por outro lado, em um
trapézio, seus outros dois lados podem ou néo ser paralelos. Contudo, a fim de ter
uma nomenclatura que funcione em todos os casos, se ABCD for um trapézio de
bases AB e CD, diremos que AD e BC sao os lados nao paralelos do trapézio,
lembrando que eles podem vir a ser paralelos. A nomenclatura é um tanto infeliz, mas
esté consagrada pelo uso e ndo gerard confusoes, pois o contexto sempre deixard cada
situacao bastante clara.

Uma ultima definicao: se ABCD for um trapézio de bases AB e C'D, diremos que
ABCD ¢ isésceles se Z/ZBAD = ZABC. Nesse caso, é possivel usar o Teorema 9.3.3
para mostrar que AD = BC.

Analisaremos mais algumas propriedades dos tipos especiais de quadriliteros
listados acima no préximo médulo de Geometria, quando formalizarmos o conceito de
congruéncia de triangulos.

Exercicio 9.13 Na figura a seguir, ABCD é um trapézio de bases AB e CD.
Encontre z e y.
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] <> [}

losango quadrado

VeV

paralelogramo trapézio trapézio isdsceles

retdngulo

Figura 9.15: Tipos de quadrildteros.

A B

Solugao. Por paralelismo, temos 2y — x + 120° = 180° e 60° 4+ x +y = 180° ou, ainda,
2y —x =60° e x4y =120°.

Somando estas duas equagoes, chegamos a 3y = 180°. Logo, y = 60° e, conse-
quentemente, z = 60°. (Observe que, gragas a esses valores, ABC'D é um trapézio
isdsceles.) [ ]

Exercicio 9.14 Na figura a seguir, P é o ponto de encontro das bissetrizes dos
angulos ZDAB e ZABC, enquanto que @ é o ponto de encontro das bissetrizes
dos dngulos ZBCD e ZCDA. Ache o valor de ZAPB + ZCQD.

Solugao. Sejam 2a = LDAB, 26 = LABC, 20 = Z/BCD e 20 = ZCDA as medidas
dos angulo do quadrilatero ABCD. Note que

/APB=180°—a—-f e /CQD =180°—6— .
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Somando essas duas equagbes, temos que

LAPB+ ZCQD =360° — (a+ S+ 60 +9).
Por outro lado, 2a, 23, 20 e 20 s@o as medidas dos dngulos de um quadrilatero,

consequentemente, a soma desses angulos é 360°. Assim, a4+ 5+ 0 + 6 = 180° e, dai,
LAPB+ ZCQD = 360° — 180° = 180°. |

Exercicio 9.15 A figura a seguir é formada por um quadrado e um tridngulo
equilatero. Calcule a medida do angulo ZPDC.

D C

A B

Solugao. Como CD = BC e BC = CP, temos que CD = CP. Assim, ACDP é um
tridngulo is6sceles, o Teorema 9.3.3 garante que ZCDP = ZCPD = x. Por outro lado,
sendo ABC'D um quadrado e C BP um tridngulo equildtero, temos ZBCD = 90° e
/ZBCP = 60°. Logo, ZDCP = 90° + 60° = 150°. Por fim, calculando a soma dos
angulos do tridngulo ACDP, obtemos

2z +150° = 180° = 2z = 30° = = = 15°.

Generalizando triangulos e quadrildteros, definimos um poligono de n lados A1 A, ... A,
como o conjunto formado por n pontos Ay, Aa, ..., A, (seus vértices), tal que ndo
hé trés deles colineares, e pelos segmentos AjAs, AsAs, ..., Ap_14, e ApA; (08
lados do poligono).

Um poligono de n-lados também é chamado de n-agono. No entanto, em geral
usamos palavras especificas quando n varia de 3 a 10. J4 conhecemos esses nomes
quando n = 3 (tridngulos) e n = 4 (quadrildteros). A seguir, listamos os nomes usados
para 5 < n < 10, os quais sao formados pela contracdo do prefixo grego correspondente
a n (sublinhado) com a terminagdo dgono:

i. m = 5: pentagono. iv. n = 8: octdgono.
ii. m = 6: hexagono. v. n =9: enedgono.
iii. n = T7: heptdgono. vi. n = 10: decdgono.

Da mesma forma, nesses casos podemos nomear os vértices do poligono usando
as primeiras letras maitsculas do alfabeto, a partir de A. Assim, podemos falar do
pentdgono ABCDE, do octéogono ABCDEFGH, etc.

Um poligono de n lados é convexo quando a reta definida por cada um de seus
lados deixa os outros n — 2 vértices de um mesmo lado do plano. As Figuras 9.16
mostram dois exemplos de poligonos, um pentdgono ndo convexo (& esquerda) e
um hexdgono convexo (& direita). Nesta segdo, vamos considerar apenas poligonos
convexos, de forma que, daqui em diante, omitiremos a palavra convezo.
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C E C
DA
A B A B
(a) Um pentdgono nio convexo. (b) Um hexdgono convexo.

Figura 9.16: dois exemplos de poligonos.

Se A1 As ... A, é um n-dgono, seu interior ¢ a intersegdo dos n semiplanos definidos
por cada lado e que contém os outros n — 2 vértices. Dizemos também que A, Ao,
..., A, sao os angulos internos do poligono.

Definicdo 9.5.1 Um poligono regular é um poligono em que todos os lados tém
um mesmo comprimento e todos os angulos internos sao congruentes.

Na Figura 9.17, ilustramos o pentdgono regular (5 lados) e o hexdgono regular (6
lados).

D
E D
E C
F C
A B A B

(a) Pentdgono regular. (b) Hexédgono regular.

Figura 9.17

Triangulos equildteros e quadrados sao poligonos regulares. No caso dos triangulos
equildteros, recorde que (gragas ao Teorema 9.3.3) a igualdade dos lados implicava
a igualdade dos angulos. Entretanto, ja no caso dos quadrados, tivemos de exigir as
igualdades dos lados e dos angulos internos (pois ha retdngulos que ndo sao quadrados).

De maneira similar, para todo n > 4 nao é dificil esbocarmos exemplos de n-agonos
equildteros (isto é, com todos os lados iguais) ou equidngulos (isto é, com todos os
angulos iguais) mas que nao sao regulares. Por exemplo, imaginando que os lados
do pentagono regular da figura acima sdo barras de ferro conectadas por pinos nos
vértices, vemos que o conjunto das barras nao é rigido; podemos achaté-lo ou alonga-lo
e, assim fazendo, obter outros pentagonos, equilateros mas nao equidngulos. Da mesma
forma, escolha um ponto qualquer A’ no interior do pentdgono (faga uma figura para
acompanhar) e, em seguida, marque os pontos B’ sobre BC e E’ sobre DE tais que
A’ B’ seja paralela a AB e A'E’ seja paralela a AF; entao, A’B’CDE’ é um pentdgono
equiangulo, mas nao equildtero (pois B'C' < BC = CD).

Uma diagonal de um poligono é um segmento que une dois vértices ndo adjacentes
(ou seja, que nao sao extremidades de um mesmo lado). J4 sabemos que o quadrado
possui duas diagonais e, na Figura 9.18(b), ilustramos as diagonais de um heptdgono
que partem de um vértice (& esquerda), bem como todas as diagonais (& direita).

Vamos, agora, calcular a quantidade de diagonais em um poligono convexo qualquer,
em func¢do do nimero de lados.
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(a) Diagonais em um pentdgono par- (b) Um heptdgono tem 14 diagonais.
tindo de um vértice.

Figura 9.18

Teorema 9.5.1 Um poligono convexo de n lados possui n("2_3) diagonais.

Demonstracio. Ao fixar um vértice qualquer do poligono, note que o nimero de
diagonais que partem dele é igual a n — 3 (por exemplo, na Figura 9.18(a), temos
n =7Te 7— 3 =4 diagonais partindo de A). Assim, podemos contabilizar todas as
diagonais somando as contribuicdes de diagonais que partem de cada vértice, o que dé

n=3)+n-3)+...+(n—3)=n(n—-23)

n parcelas

diagonais. Contudo, o cdlculo acima tem uma redundancia: cada diagonal foi contada
duas vezes, pois liga dois vértices (e, assim, foi contada uma vez a partir de cada um

desses dois vértices). Portanto, o total de diagonais, sem repetigdes, é @ |

Vimos anteriormente que a soma dos angulos internos de um tridngulo é 180°,
enquanto que a soma dos angulos internos de um quadrildtero convexo é 360°. O
préximo resultado generaliza esses dois, calculando a soma dos dngulos internos em
qualquer n-agono convexo.

Teorema 9.5.2 A soma dos angulos internos de um poligono convexo de n lados é
180°(n — 2).

Demonstracio. Escolha um vértice do poligono e trace todas as n — 3 diagonais que
partem dele (veja a Figura 9.18(a) para o caso n = 7). Desse modo, subdividimos o
poligono em n — 2 tridngulos (7 — 2 = 5 tridngulos, na Figura 9.18(a)). Observe, agora,
que a soma dos angulos internos do poligono é igual & soma dos angulos internos de
todos esses n — 2 tridngulos. Logo, a soma total é 180°(n — 2). u

Como consequéncia imediata do resultado anterior, obtemos o

Coroldrio 9.5.3 Em um poligono regular de n lados, cada dngulo interno mede
180°(n — 2)
- .

Demonstragio. Como a soma dos angulos é 180°(n — 2) e hd n angulos, todos de

. . 180°(n—2
mesma medida, cada um deles deve medir % |
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Exercicio 9.16 Na figura a seguir, vemos um pentigono regular ABCDE e um
tridngulo equilatero CFG, unidos pelo vértice comum C'. Calcule a medida do
angulo x = ZBCF para que os lados AF e F'G estejam contidos em retas paralelas.

D G

A B

Solugao. Seja r a reta paralela a F'G e AFE passando por C, seja I o ponto de
interse¢ao dos prolongamentos dos lados CB e AE do pentdgono e marque um ponto
H sobre a reta r, conforme mostrado na figura a seguir.

Os angulos ZHCF e ZCFG sao iguais, por serem alternos internos para as retas
paralelas CH e F'G, em relagdo a transversal CF. Como o tridngulo CF'G é equilatero,
temos ZHCF = 60°.

Os angulos ZIAB e ZIBA sdo os suplementos dos dngulos internos ZEAB e
/ABC, respectivamente. Como o pentdgono é regular, temos

(5 — 3)180°

/FEAB = /ABC = = 108°;

assim,

/IAB = ZIBA = 180° — 108° = 72°.
Calculando a soma dos angulos do tridngulo AI B, segue que
LAIB 4 72°+72° = 180° = ZAIB = 180° — 144° = 36°.

Os dngulos ZAIB e Z/BCH sao iguais, pois sdo alternos internos para as retas paralelas
AFE e CH, em relagdo a transversal C'I. Logo, /ZBCH = 36°.
Por fim, x = ZBCH + ZHCF = 36° + 60° = 96°. |
Exercicio 9.17 — OBMEP 2007.

(a) Complete a tabela abaixo, lembrando que a soma de todos os 4ngulos internos
é de um poligono regular de n lados é (n — 2) - 180°.
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Soma dos dngulos internos | Angulo interno
180° 60°
360° 90°

0| O U | W[ B

Dizemos que trés ou mais poligonos regulares se encaizam se é possivel colocé-
los em torno de um vértice comum, sem sobreposicao, de modo que cada lado
que parte desse vértice é comum a dois desses poligonos. Na figura vemos
dois exemplos de poligonos que se encaixam.

(b) Um quadrado e dois octégonos regulares se encaixam? Justifique sua resposta.
(¢) Um tridngulo equildtero, um heptdgono regular e um outro poligono regular
se encaixam. Quantos lados tem esse poligono?

Solucgao.

(a) Para completar a primeira coluna da tabela basta substituir os valores n =5, 6 e 8
na férmula (n — 2) - 180°. Para completar a segunda coluna, basta (conforme visto no
Corolério 9.5.3) dividir os valores da primeira coluna pelo valor correspondente de n,

(n—2)-180°
n

ou seja, calcular . A tabela completa é dada abaixo.

n | Soma dos dngulos internos | Angulo interno
3 180° 60°
4 360° 90°
5 540° 108°
6 720° 120°
8 1080° 135°

(b) O angulo interno de um quadrado é 90° e o de um octégono regular é 135°. Para
que alguns poligonos regulares se encaixem, a soma de seus angulos internos deve
ser 360°. Como 90° + 135° 4+ 135° = 360°, segue que um quadrado e dois octégonos
regulares realmente se encaixam.

(¢) O angulo interno de um tridngulo equildtero é 60° e o de um heptdgono regular é

(7-2)-180° _ 5.180°
z =

desse poligono é

. Seja n o nimero de lados do terceiro poligono. O angulo interno
(n—2)-180°

- . Como os trés poligonos se encaixam, devemos ter

5-180°  (n—2)-180°
_|_

60°
+ 7 n

= 360°,

ou ainda, dividindo os dois lados por 60°,
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Multiplicando ambos os membros por 7n, obtemos

™+ 15n 4 21(n — 2) = 42n

de sorte que n = 42. |

9.6 — Problemas Propostos

9.6.1 - Nivel 1

Exercicio 9.18 Em cada uma das figuras a seguir, calcule AB, sendo M ponto
médio de AB:

(a) AM =3z —Te MB=x+1.

A M B

(b) AM =2, AP =5z —6¢ BP =2+ 3.

A M B P

(a) (b)

S5r—y

Exercicio 9.19 Calcule o valor de o em cada um dos itens a seguir:
2z — 50° x4 15° Tty 3z —y

Exercicio 9.20 Calcule a medida do menor angulo formado pelos ponteiros do
relégio quando este indica 3 horas e 40 minutos.

Exercicio 9.21 Calcule as medidas dos dngulos de um tridngulo, sabendo que,
quando as expressamos em graus, elas sao proporcionais a 1, 2 e 3.

Exercicio 9.22 Obtenha o intervalo de variacao de x, sabendo que os lados de um
tridngulo sao expressos por = + 20, 3x + 5 e 25 — 2x.

Exercicio 9.23 As retas r e s da figura sao paralelas. Encontre z.

130°
2x — 10°
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Exercicio 9.24 Os angulos internos de um quadrildtero convexo valem 2z + 50°,
150° — 4z, = + 40° e 4z + 90°. Calcule o valor de .

Exercicio 9.25 A figura a seguir é formada a partir de um quadrado ABC'D e um
tridangulo equildtero BC'P. Calcule a medida do dngulo ZADP.

D C

A B

Exercicio 9.26 Seja ABCDE um pentdgono regular. Calcule a medida do angulo
/BEC.

Exercicio 9.27 Seja ABCDEF um hexagono regular. Calcule as medidas dos
angulos do tridngulo ACE.

6 cm, BC =2 cm, AC =8 cm e BD = 7 cm. Nessas condigdes, uma possivel
disposicao desses pontos é:

) AD BC.

(b
(c
(d

Exercicio 9.29 — OBMEP 2014. Juntando, sem sobreposigao, quatro ladrilhos retan-
gulares de 10 cm por 45 cm e um ladrilho quadrado de lado 20 cm, Rodrigo montou
a figura abaixo. Com uma caneta vermelha ele tragou o contorno da figura. Qual é
o comprimento desse contorno?

—

I

Exercicio 9.30 — PUC SP 1983. Duas retas concorrentes sao perpendiculares se se en-
contram formando um angulo de 90°. A esse respeito, considere a seguinte sentenca:

“Num plano, se duas retas sao ..... entao toda reta ..... a uma delas é ..... a outra.”

A alternativa que preenche corretamente as lacunas:

) paralelas - perpendicular - paralela.
) perpendiculares - paralela - paralela.

‘ Exercicio 9.28 — UFMG 1992. Os pontos A, B, C, D sao colineares e tais que AB =
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(c) perpendiculares - perpendicular - perpendicular.
(d) paralelas - paralela - perpendicular.
(e) perpendiculares - paralela - perpendicular.

Exercicio 9.31 — PUC SP 1984. Em um tridngulo is6sceles, a média aritmética das
medidas de dois de seus angulos é 50°. A medida de um dos dngulos do tridngulo
pode ser:

(a) 100°.
90°.

Exercicio 9.32 Mostre que todas as diagonais de um pentdgono regular tém a
mesma medida.

Exercicio 9.33 Seja P um ponto no interior do tridngulo ABC. Explique por que
/BPC > /BAC.

angulo .

Exercicio 9.35 — UFMG 1992. Sobre figuras planas, é correto afirmar que:

um quadrilatero convexo é um retangulo se os lados opostos tém comprimentos
1guais.

um quadrildtero que tem suas diagonais perpendiculares é um quadrado.
um trapézio que tem dois dngulos consecutivos congruentes é isosceles.

um tridangulo equilatero é também isosceles.

um tridngulo retangulo é aquele cujos angulos sdo retos.

(b)
(c)
(d)
(e)

(S

Exercicio 9.36 — ENEM 2004. Um fabricante planeja colocar no mercado duas
linhas de cerdmicas para revestimento de pisos. Diversas formas possiveis para as
ceramicas foram apresentadas e decidiu-se que o conjunto P de formas possiveis
seria composto apenas por figuras poligonais regulares.

Duas formas geométricas que podem fazer parte de P sdo:

(a) tridngulo e pentdgono.
tridngulo e hexagono.
tridngulo e octégono.
hexagono e heptagono.

e) hexdagono e octégono.

‘ Exercicio 9.34 Na figura a seguir, as retas r e s sdo paralelas. Calcule a medida do

(b
(c
(d
(

)
)
)
)
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Exercicio 9.37 — UNICAMP 1987. O poligono convexo cuja soma dos dngulos inter-

nos mede 1440° tem, exatamente:

(a) 15 diagonais.
(b) 20 diagonais.
(c¢) 25 diagonais.
(d) 30 diagonais.
(e) 35 diagonais.

Exercicio 9.38 Um quadrado é dividido em sete retangulos, como mostrado na
figura abaixo. Se o perimetro de cada um desses retangulos é 32cm, qual o perimetro

do quadrado?

menores, alguns deles com seus perimetros indicados na figura. Se o perimetro do
retAngulo ABC'D é 54cm, qual o perimetro do retangulo cinza?

16 cm

14 cm

26 cm

B

Exercicio 9.40 — UERJ 2019. No desenho a seguir, estéd ilustrada uma estrela de
trés pontas iguais, com lados AB = BC' = CD = DE = EF = F'A, inscrita no
tridngulo equildtero ACE. Se ZABC = 150°, os dngulos Z/FAB, /BCD e ZDEF

medem:

Exercicio 9.41 — OBM 2004. Na figura, quanto vale x?

3 L

CIENTISTA CHEFE

Exercicio 9.39 — OBMEP 2016. O retangulo ABCD foi dividido em nove retdngulos
A
18cm
D




3x 2
6x
4x

Exercicio 9.42 Calcule a soma dos cinco angulos da estrela ABCDE.

Qual é a medida do dngulo indicado?

Exercicio 9.44 Seja ABC'DEFG um heptagono regular. Qual é a medida do angulo
formado pelos prolongamentos dos lados AB e DE?

Exercicio 9.45 Em um poligono convexo, A, B e C sdo trés vértices consecutivos. O
angulo externo do poligono em B é o dngulo formado entre o prolongamento do
lado AB (prolongado de A para B) e o lado BC (faga uma figura para garantir que
entendeu a defini¢ao). Gragas ao Teorema 9.1.1, poderfamos ter definido o angulo
externo do poligono em B como o angulo formado entre o prolongamento do lado
BC (prolongado de C para B) e o lado AB. Prove que a soma dos angulos externos
de um poligono convexo qualquer (um angulo externo por vértice) é sempre igual a
360°.

Exercicio 9.46 Qual é o nimero maximo de regides em que trés retas podem dividir
o plano? E se forem 10 retas?

‘ Exercicio 9.43 — OBMEP 2009. A figura é formada por 5 trapézios isésceles iguais.
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