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Roteiros de Uso

Roteiros de Uso

Este caderno retoma e confere novos usos e significados as operagoes
aritméticas com ntmeros naturais e nimeros inteiros, justificando os
algoritmos e tornando-os mais plausiveis e transparentes: nossa estra-
tégia é explicid-los detalhadamente, a partir de exemplos, em termos
do sistema posicional decimal e do uso das propriedades operatorias,
como comutatividade, associatividade e distributividade com respeito
a multiplicacdo. Essas propriedades deixam de ser apenas enunciados
formais aos quais os alunos sdo apresentados sem qualquer motivacao
ou finalidade aparente e passam a ser vistas como fatos fundamen-
tais que tornam os cdlculos aritméticos factiveis. Enfatizamos que é
exatamente essa combinagdo das propriedades das operagoes e de um
sistema de numeracao posicional que permite criar ou utilizar algorit-
mos alternativos, por vezes mais eficientes, para efetuar as operacoes.
Finalmente, demonstramos, em algumas atividades, a relevancia do
cilculo mental e a necessidade pratica de lidar com estimativas e
arredondamentos na Aritmética.

As duas primeiras sec¢bes, 1 e 2, portanto, dizem respeito a opera-
¢Oes aritméticas com nimeros naturais e inteiros. Ja a terceira secao,
3, trabalha conceitos iniciais sobre nimeros racionais, ainda expressos,
nesta parte do estudo, em termos de suas representacoes fracionarias.
Na sequéncia dos materiais, estudaremos também a representacao
decimal dos niimeros racionais e explicitaremos as equivaléncias dessas
diversas representagoes. Fragoes e niimeros decimais representam al-
guns dos temas de maior dificuldade nas varias etapas de aprendizagem.
Nao sdo apenas as operagoes aritméticas com fragoes que sdo pontos
criticos na formagao dos alunos, mas elementos ainda mais basicos
como o entendimento de que as diversas acepgoes do conceito de fracao
sdo todas equivalentes. Ha uma verdadeira confusdo conceitual sobre
fragdes, como aponta o Professor Hung-Hsi Wu em seu livro Unders-
tanding Numbers in Elementary School Mathematics. De fato, ora
apresentamos fragoes como a parte de um todo ou um fator multipli-
cador; ora como a expressao de uma divisdo ou, ainda, uma razao ou
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comparacao entre duas quantidades, além de sua interpretagdo como
(sub)multiplo de uma unidade de medida. Essa aparente profusdo de
significados contribui para aprofundar imprecisdes e vicios conceituais
comuns entre professores e alunos e replicados em muitos livros-texto.
Soma-se a esta “babel” conceitual o uso de modelos concretos de fra-
¢oOes, como barras, “pizzas” e afins como sendo as proprias fragoes! Por
fim, aspectos realmente sutis, como a equivaléncia de fragoes (ou seja,
o fato muito refinado, do ponto de vista cognitivo, de que um mesmo
objeto matematico é representado por diferentes expressdoes numéricas
ou gréficas), ndo sdo devidamente compreendidos ou trabalhados em
ambiente escolar ou nos materiais de suporte ao aluno e ao professor.

Deste modo, ocupamos boa parte do estudo na Secdo 3 para, par-
tindo de modelos concretos usuais, apresentarmos gradativamente a
ideia de fracGes como representacoes de nimeros racionais associados
a pontos da reta numeérica. Nesta parte preliminar, ndo apresentamos
formalmente o conjunto dos niimeros racionais, mas preparamos o
caminho para familiarizar o aluno com a ideia de que fraces equiva-
lentes representam um mesmo ponto na reta numérica. Um ponto da
forma 7%, onde m,n sdo naturais, com n # 0, corresponde a m vezes o
comprimento de um intervalo que particiona o intervalo de 0 a 1 em n
partes iguais. Motivamos e ilustramos essa defini¢do unificadora (que
fixa a linguagem) por meio de problemas e exemplos, sempre estabele-
cendo as equivaléncias com os tradicionais modelos de pizzas, barras,
etc. Atentamos, ainda, para o estudo da comparacio e localizacdo de
fragoes, outro tépico que encerra muitas dificuldades de aprendizagem,
como demonstram os resultados em avaliagoes de larga escala, em que
este assunto é contemplado em descritores especificos.

Nossa abordagem aos conceitos iniciais na defini¢do, equivaléncia,
ordem, comparagao e localizagdo de fracoes serd naturalmente inte-
grada ao estudo posterior de niimeros decimais, niimeros racionais,
razoes e proporgoes, estruturando a grande ideia da proporcionali-
dade desde seus fundamentos a sua manifestacdo mais adiante nas
fungbes afins ou no estudo da reta em Geometria Analitica. Como
exemplo disso, remetemos a nossa apresentacdo da equivaléncia e
comparacao de duas fragoes, quando explicamos o fundamento do
procedimento, corriqueiro mas assaz incompreendido, do “produto dos
meios pelos extremos”.
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P 3 Roteiros de Uso

Percursos Curriculares

O caderno subsidia o trabalho com o pré-requisito Aritmética de
Numeros Racionais presente na Matriz dos Conhecimentos Béasicos
de Matemadtica. Partindo desse pré-requisito, o(a) professor(a) pode
conduzir diversos percursos curriculares, modulados de acordo com as
necessidades da turma ou mesmo de grupo de alunos em uma mesma
turma. As avaliacOes diagnésticas revelam que é preciso suprir lacunas
ou, ainda mais relevante, trazer concepgoes e praticas da Aritmética
que explicitem seus fundamentos, expliquem os procedimentos uti-
lizados e conectem a recuperagao de conhecimentos béasicos ao
desenvolvimento de competéncias complexas. Para isso, nédo
propomos ume mera revisdo esquematica e linear da Aritmética Bé-
sica, realizada em um momento didatico apartado do planejamento
curricular dos contetidos da série. A proposta, ao contrario, é que esta
retomada da Aritmética seja natural e organicamente inserida ao longo
do estudo dos objetos de conhecimento do Ensino Médio. Esta insercao
deve ser realizada de modo suave, integrada em sequéncias didaticas
que combinem o pré-requisito e os objetos de conhecimento
almejados.

A seguir, apresentamos alguns exemplos de tais possibilidades
de integracao a determinados objetos de conhecimento previstos na
Matriz.

Operagoes aritméticas sdo extensamente utilizadas na Estatistica
Descritiva, particularmente no calculo de médias e variancias e de
outras medidas de tendéncia central e de dispersdao. Ordenar dados nu-
méricos ou disp6-los em eixos ou planos coordenados, graficos de barras
ou graficos de setores sdo habilidades que mobilizardo conhecimentos
relacionados & Aritmética. Convém propor tarefas de avaliacdo forma-
tiva em que os alunos fardo uso inteligente e refletido dos conceitos e
algoritmos estudados neste caderno no ambito da Estatistica.

Tarefas e problemas de contagem em Combinatéria e Probabili-
dade sao outros momentos naturais para uma inser¢ao harmoniosa de
retomada da Aritmética Basica no ambiente curricular do Ensino Mé-
dio. Probabilidades, quando expressas em termos de fracGes, ensejam
uma prolifica discussao sobre equivaléncia, localizacdo, representagao
e operagOes com numeros racionais em forma fracionaria. O bonus
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da integrar o uso do caderno ao estudo das probabilidades é que as
fragoes ganham um novo alcance em termos de usos e significados, ao
tornarem-se modelos numéricos de uma medida de aleatoriedade (ou
de frequéncia relativa, se combinarmos aqui a Estatistica Descritiva).

Ha&, ainda, muitas possibilidades metodolégicas de uso do caderno
e suas atividades alinhado ao estudo da reta numérica e do plano
cartesiano, necessarias ao trabalho com fungdes na primeira série,
com equagoes lineares e matrizes na segunda série ou com a Geo-
metria Analitica na terceira série, segundo as orientagdes da Matriz
de Conhecimentos Bésicos. As operagdes com matrizes, por exemplo,
dependem da familiaridade com as operacoes aritméticas entre ntime-
ros. Portanto, encontra-se aqui um 6timo ponto de contato para uma
retomada da Aritmética Bésica em problemas, por exemplo, relacio-
nados ao produto de matrizes e a resolugdo de sistemas lineares 2x2,
por exemplo. Tanto no caso da representacao geométrica de equacoes
lineares quanto no estudo de fungoes afins ou da equacio cartesiana
da reta, podem ser propostas sequéncias de tarefas, em progressao
didatica, que demandem o uso eficiente e reflexivo de aritmética de
numeros inteiros e de fracoes.

Sequéncias de tarefas

As tarefas nas sequéncias de 1 a 4 sdo organizadas, tipicamente, em um
crescendo de complexidade tanto ao longo de uma sequéncia quanto
de uma sequéncia para a outra. Apresentamos, a seguir, as sequéncias
de modo esquematico.

A sequéncia 1 inicia por exercicios de fixagdo da linguagem e da técnica,
com questoes que direcionam ao uso correto de conceitos e de procedi-
mentos, ilustrado em exercicios resolvidos ou exemplos discutidos nas
secoes “tedricas”. Gradualmente, a sequéncia 1 avanca para questoes
presentes em vestibulares, ENEM, exames e olimpiadas que podem ser
resolvidas usando aspectos bastante basicos dos temas estudados. Essa
é uma sequéncia indicada particularmente aos alunos com lacunas
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mais explicitas em seus conhecimentos béasicos. Recomenda-se seu
uso, portanto, em sequéncias didaticas em que o(a) professor(a) recua
com maior profundidade no pré-requisito antes de associa-lo ao objeto
de conhecimento cujo estudo esta previsto em seu planejamento. Em
resumo, a sequéncia permite recuar mais no resgate das aprendiza-
gens e avangar mais lentamente de modo a permitir que os alunos
efetivamente consolidem os conhecimentos e habilidades estruturais
em Aritmética.

A sequéncia 2 também inicia por exercicios de fixacdo similares aos da
sequéncia 1, mas segue mais rapidamente para questdes presentes em
vestibulares, ENEM, exames e olimpiadas. Essas questoes também
envolvem apenas aspectos bastante basicos dos temas estudados, mas,
desta vez, em contextos de maior complexidade. As questdes nao
sdo tecnicamente dficeis, por ndo exigirem destreza ou conhecimentos
técnicos mais elaborados. No entanto, ji requerem um maior dominio
conceitual do pré-requisito. Em algumas delas, o uso da Aritmética
Bésica nao se restringe & mera aplicacdo automatica de um proce-
dimento, posto que o contexto ndo é tao explicito ou direto. Kssa
é uma sequéncia indicada particularmente aos alunos com dificulda-
des na transferéncia dos conhecimentos béasicos para uma situagio
menos corriqueira e de maior complexidade, embora tecnicamente
facil. Recomenda-se seu uso, portanto, em sequéncias didaticas em
que o(a) professor(a) parte dos conhecimentos bésicos estruturais
do pré-requisito e tenta transpo-los e articula-los na resolugao de
problemas mais proximos ao objeto de conhecimento cujo estudo esta
previsto em seu planejamento. Em suma, o(a) professor(a) pode ela-
borar sequéncias de atividades, baseadas nos problemas, em que os
conhecimentos béasicos sdo retomados ao mesmo tempo em que ja sdo
aplicados nos tépicos do Ensino Médio.
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A sequéncia 3 é composta de atividades que, no inicio, retomam e
aprofundam os conhecimentos béasicos do pré-requisito ja em pro-
blemas de bancos como os vestibulares, ENEM, exames e olimpiadas.
Gradualmente, avancamos em usos mais complexos e mais técni-
cos da linguagem e dos procedimentos do pré-requisito em diversas
tematicas e problemas do Ensino Médio. Portanto, temos uma maior
amplitude de possibilidades de uso do material no caderno, visto
que as questOes nessa sequéncia exigem aplicagoes criativas, flexiveis,
reflexivas e “desautomatizadas” dos conhecimentos basicos de Aritmé-
tica Basica. Ressaltamos que os problemas ndo envolvem métodos ou
técnicas que ndo estejam contempladas no caderno. No entanto, visam
consolidar, nos alunos, o dominio conceitual e procedimental da Arit-
mética Béasica necessario para que possam transferir esse repertério
bésico na lida com situac¢des complexas que representam habilidades
esperadas para a etapa de aprendizagem e o pleno uso do pensamento
e conhecimento aritméticos.

A sequéncia 4 permite aprofundamento na Aritmética Bésica em
tarefas que conectam rapidamente os alunos ao uso dos conhecimen-
tos bésicos em situacoes complexas. Além disso, os problemas nessa
sequéncia abrem possibilidades de uso da linguagem basica em outros
dominios da Matematica e das Ciéncias, permitindo ao(a) professor(a)
estruturar sequéncias que ramifiquem para itinerdrios formativos ou
atividades como circulos olimpicos, eletivas para ENEM e vestibulares,
clubes de Matemadtica, entre outros percursos convidativos e acessiveis
aos alunos que, tendo superado limitacdes na aquisi¢cao, consolidagao,
mobilizacao e transferéncia dos conhecimentos béasicos, passam a ex-
perimentar novos dominios cognitivos e académicos de exploragao da
Aritmética Bésica.
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Saberes, habilidades e descritores Impactados

Os conhecimentos e habilidades desenvolvidos ou mobilizados com o
estudo deste caderno envolvem

e habilidades da BNCC, enumeradas por competéncias especificas:

— EM13MAT102, EM13MAT103, EM13MAT104,
— EM13MAT313, EM13MAT314,

— EM13MAT405,

— EMI13MAT507.

o Habilidades do ENEM na competéncia de area 1 - construir
significados para os niimeros naturais, inteiros, racionais e reais:
H1, H2, H3, H4 e H5

o Habilidades do ENEM na competéncia de area 3 - construir
nocoes de grandezas e medidas para a compreensao da realidade
e a solucao de problemas do cotidiano: H10, H11, H12, H13.

e Descritores na Matriz de Referéncia do SAEB do nono ano do
Ensino Fundamental: D16 a D23.

e Descritores na Matriz de Referéncia do SAEB da terceira série
do Ensino Médio: D14.

A BNCC pode ser lida em hipertexto no link!. Também estao
disponiveis em sitios oficiais na internet as Matrizes de Referéncia do
ENEM? e do SAEB?.

http://basenacionalcomum.mec.gov.br/abase/
’https://download.inep.gov.br/download/enem/matriz_referencia.pdf
3http://portal.inep.gov.br/educacao-basica/saeb/matrizes-e-escalas/
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https://download.inep.gov.br/download/enem/matriz_referencia.pdf
http://portal.inep.gov.br/educacao-basica/saeb/matrizes-e-escalas/
http://basenacionalcomum.mec.gov.br/abase/
https://download.inep.gov.br/download/enem/matriz_referencia.pdf
http://portal.inep.gov.br/educacao-basica/saeb/matrizes-e-escalas/
http://basenacionalcomum.mec.gov.br/abase/
https://download.inep.gov.br/download/enem/matriz_referencia.pdf
http://portal.inep.gov.br/educacao-basica/saeb/matrizes-e-escalas/
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1 Adicao e Subtracao

Desde cedo em nossas vidas, nos habituamos as operacoes da aritmé-
tica elementar (adi¢do, subtragdo, multiplicacao e divisdo), quando
realizamos pagamentos, preparamos listas de compras, controlamos
o tempo, comparamos e estimamos medidas, etc. Nossa habilidade
em efetuar essas operagoes vem, muitas vezes, de situacoes cotidianas,
quando nao pensamos muito sobre a maneira como nos ensinaram a
fazer as contas e as realizamos automaticamente. Contudo, todos nés
podemos ter dificuldade com aritmética bésica se nao entendermos
como funcionam as operacoes. Assim, vamos buscar entender os
métodos para efetuar a adi¢do e a subtragdo, deixando a multiplicacao
e a divisdo para a secao seguinte.

1.1 - Representacdo e adicdo de nimeros naturais

Comegamos nosso roteiro com um probleminha.
| Problema 1 Quanto é 99 + 999 + 9.9997

Antes de resolvermos esse problema, devemos lembrar que niimeros
como 90, 999 ou 9.999 sdo niimeros naturais. Damos este nome
a esses numeros por que aparecem, naturalmente, quando contamos
objetos em uma colecdo. Logo, niimeros naturais expressam quantidade
(cardinalidade seria a palavra mais precisa).

Observacao 1.1 — Nota ao professor. A BNCC menciona os di-
ferentes usos e significados de nimeros naturais na expressao de
cardinalidade, ordem e cédigos. Aqui, enfatizamos o uso dos ni-
meros naturais para expressar cardinalidade. E recomenddvel que
o(a) professor(a) possa explorar a cardinalidade a partir da nogao
de equivaléncia entre conjuntos com quantidades finitas ou enu-
meraveis de elementos entre os quais possa ser estabelecida uma
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bijecao. Esta linguagem formal tem sua base na nog¢ao intuitiva,
mas profundamente abstrata, do niimero comum de elementos em
conjuntos de diferentes naturezas, mas que podem ser comparados
por uma correspondéncia entre pares. Nao recomendamos, a este
respeito, que o(a) professor(a) aborde os nimeros naturais de modo
formal ou pretensamente rigoroso, incorrendo nos excessos da cha-
mada Matematica Moderna, mas julgamos relevante uma reflexao
sobre o ntimero cardinal como uma propriedade comum atribuida a
conjuntos diversos.

Observacdo 1.2 — Nota ao professor. Cabe, ainda, propor questi-
onamentos e atividades sobre a infinidade dos niimeros naturais e a
natureza indutiva de sua construgdo, em que possam ser elaboradas
as perguntas usuais dos alunos sobre “qual niimero vem depois?”,
“existe um nimero maior que todos”? e outras questoes do tipo.
As orientagoes curriculares normalmente apresentam o estudo dos
nimeros naturais por avancos graduais nas ordens, nos anos iniciais
do Ensino Fundamental. Embora possa ser fundamentado pedago-
gica e cognitivamente, esse avanco gradual, que recorta os nimeros
naturais em ordens, pode induzir concepgoes erréneas sobre a ideia
da sucessao numeérica e sobre a adicao, visto que o(a) professor(a)
pode ficar limitado(a), por exemplo, a apresentar apenas somas
“validas” pela quantidade de classes e ordens admitidas para aquele
determinado ano escolar.

Para expressar os nimeros naturais, usamos um sistema de nume-
racao posicional e decimal. O que significa isso, afinal?

Dizemos que o sistema é decimal por utilizar apenas dez simbolos
para representar os infinitos niimeros naturais. Esses simbolos sdo os
algarismos hindu-arabicos que todos conhecemos

012 3 456 7 809

Imaginem se, para cada quantidade que quiséssemos expressar, ti-
véssemos que utilizar um simbolo diferente! O escritor Jorge Luis
Borges escreveu um conto sobre um sujeito chamado Funes que tinha
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___ R se600 1.1

uma memoria perfeita e infinita e conseguia associar a cada nimero
um nome e simbolo diferentes. Faca uma pesquisa sobre as formas
de contar e representar niimeros usados por povos antigos, alguns
dos quais baseados em associar nimeros a partes do corpo, como
os dedos dos pés e das maos. Em sua busca, veja também como o
sistema binario, em que usamos apenas os algarismos 0 e 1, esta na
base da Computagdo. Recomendamos os videos da série da BBC
inglesa sobre os niimeros' e a série “The Code”?.

B The Code:*
Ty

O problema que surge é: como expressar infinitos nimeros usando
apenas dez simbolos ou algarismos? A solucdo engenhosa para isso
é que a quantidade representada por um algarismo, 9, por exemplo,
depende de sua posi¢cdo no ntmero.

Por exemplo, em 99, o primeiro algarismo 9, da esquerda para a
direita, representa, na verdade, 90 e ndo apenas 9. Por isso, dizemos
que o sistema é posicional. Este niimero, noventa e nove, consiste em
9 dezenas e 9 unidades, ou seja, ele é decomposto da seguinte forma

9=90+9 ou 9x10+9.

De modo similar, o nimero 999, ou novecentos e noventa e nove, é
formado por trés algarismos 9: o primeiro, da esquerda para a direita,
expressa 9 centenas; o segundo corresponde a 9 dezenas; e o terceiro,
a 9 unidades. Logo, decompomos esse niimero como

999 =900 +90+9 ou 9x100+ 9x10+ 9.

Quando um ndmero possui muitos digitos, podemos expressar as
decomposicoes acima de forma mais compacta usando poténcias

"https://www.youtube.com/watch?v=Kgt3UggJ70k
’https://www.netflix.com/br-en/title/80063658
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https://www.netflix.com/br-en/title/80063658
https://www.youtube.com/watch?v=Kgt3UggJ70k
https://www.netflix.com/br-en/title/80063658
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Secdo 1.1

de 10, em que, por convengao,

100 =1,

10! = 10,

10% = 10x10 = 100,

10 = 10x10x10 = 1.000,

10% = 10x10x10x10 = 10.000,

10° = 10x10x10x10x10 = 100.000,

e assim por diante.

Observe que 10x10% = 10%, 102x103 = 10° e assim por diante.

A seguir, destacamos os elementos da operacao de potenciagao.

expoente
—
104 =10.000
— ~—
base poténcia

Com esta notagao, podemos escrever, por exemplo,

96.427 = 9x10.000 + 6x1.000 + 4x100 + 2x10 + 7x1
= 9x10% + 6x10° + 4x10% + 2x10* + 7x10°.

nimero formado por 9 dezenas de milhares, 6 milhares, 4 centenas,
2 dezenas e 7 unidades.

Para facilitar a leitura de numerais grandes, eles sdo divididos
em classes de trés algarismos que, da direita para a esquerda, sdo
denominadas de classes das unidades, milhares, milhdes, bilhoes, e
assim por diante. Por sua vez, cada classe é dividida em trés ordens:
unidades, dezenas e centenas. Assim, o numeral

23.145.207

corresponde a duas dezenas de milhdo, trés unidades de milhdo, uma
centena de milhar, quatro dezenas de milhar, cinco unidades de milhar,
duas centenas e sete unidades.

<) AVALIAGAO
DIAGNOSTICA
| po ensino mepio

\ Ko
\ CIENTISTA CHEFE

v%.SISEDU fomegopseees



P13 Secdo 1.1

Observacao 1.3 — Nota ao professor. Neste ponto, cabe propor
aos alunos projetos para aprofundar o entendimento do papel do 0 e
dos mecanismos dos sistemas de numeracao posicionais. Poderia ser
proposto que os alunos criem um sistema de numeragao alternativo,
por exemplo, trocando os quantidades denotadas pelos algarismos
ou admitindo novos algarismos ao sistema decimal. Cabe uma
reflexdo sobre a conveniéncia de um sistema, como o posicional
decimal, que ja embute a adicdo e reserva ao 0 um papel especial.
O livro Alex no Pais dos Numeros, de Alex Bellos, traz muitas
curiosidades historicas sobre sistemas nao-decimais, como o sistema
duodecimal. Uma visdo da Psicologia Cognitiva sobre o senso
numeérico e sua formagao nos aprendizes pode ser encontrado na
bela obra de Stanislas Dehaene, The Number Sense.

Exercicio 1.1 Em qual dos niimeros nas alternativas abaixo o alga-
rismo 5 tem o valor de 500 unidades?

. Solucdo. Percorrendo os algarismos de um ntimero da direita
para a esquerda, o algarismo 5 tem o valor de 5 unidades quando
estd na primeira posicdo, de 50 unidades quando ocupa a segunda
posicao, de 500 unidades quando se encontra na terceira posicao, e
assim por diante. Logo, a alternativa que apresenta um ntmero em
que o algarismo 5 vale 500 unidades é a de letra (c). |

Observe que, no numero 20.501, o algarismo 2 corresponde a 20.000
unidades ou 2.000 dezenas ou 200 centenas ou 20 milhares ou 2 de-
zenas de milhares.

Exercicio 1.2 — OBMEP A - 2018 (adaptado). Qual é o valor de
2.018 +8.012 7
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» Solucdo. Os nimeros que devemos somar sdo decompostos como

2.018 = 2x10° 4+ 0x102 + 1x10" + 8x10°,
8.012 = 8x10° + 0x102% + 1x10" + 2x10°.

Portanto, somando esses dois ntimeros, podemos agrupar as poténcias
de dez em suas decomposigoes, obtendo

2.018 + 8.012 = (2 + 8)x10% + (0 + 0)x10% + (1 + 1)x10* + (8 + 2)x10°.
Portanto,

2.018 4 8.012 = 10x10% + 0x10% + 2x10 + 10x1
=10" 420+ 10
= 10.000 + 30
= 10.030.

Observe que os calculos que fizemos nesse exercicio justificam a
“regra do vai um” que usamos na escola:

1
2018
+8012
10030

Note que o algarismo 1 que “vai” para a ordem das dezenas corres-
ponde a soma de 8 e 2. J4 o 1 que “vai” para a ordem das dezenas
de milhares corresponde & soma de 2.000 = 2x103 e 8.000 = 8x103.
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O algarismo 0 tem um papel especial no sistema posicional decimal:
veja, por exemplo, a diferenca entre

10.003 = 1x10* + 3x10°,
10.030 = 1x10* + 3x10*,
10.300 = 1x10* + 3x102.

Agora, podemos resolver o Problema 1 que propusemos no inicio
desta secdo. Calculamos, segundo o “vai um”,

222

9999

999
+ 99
11097

Quando efetuamos a soma desta maneira, comegamos somando os
nameros na ordem das unidades, obtendo 9+ 9+ 9 = 27 =20+ 7.
Assim, “fica” o 7 na ordem das unidades e “vai” o 2 para a ordem
das dezenas. De fato, o algarismo 2, representado como o primeiro da
direita para a esquerda na primeira linha, corresponde a 20 unidades
ou 2 dezenas. Agora, somando os nimeros na ordem das dezenas,
temos 20 + 90 4+ 90 4+ 90 = 290 = 200 + 90, obtendo 2 centenas e 9
dezenas. Logo, “fica” o 9 na ordem das centenas e “vai” o 2 para a
ordem das centenas. Na sequéncia, somamos os nimeros na ordem
das centenas, obtendo 200 4+ 900 + 900 = 2.000, ou seja, 2 unidades
de milhar. Logo, “vai” o 2 para a ordem das unidades de milhar e
colocamos um algarismo 0 para ocupar o lugar na ordem das centenas.
O préximo passo é somar os numeros na ordem das unidades de milhar,
obtendo 2.000 + 9.000 = 11.000, ou seja, 11 unidades de milhar ou 1
dezena de milhar e 1 unidade de milhar.

Acabamos de descrever em palavras um algoritmo da adigao
que usamos desde criancas. Além de sabermos usa-lo, é ainda mais
importante entender por que funciona e se, de fato, funcional!

Um algoritmo é uma sequéncia finita de instrugoes, isto é, uma
receita, que visa obter uma solugdo para um problema. Aqui, nosso
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problema é simplesmente calcular a soma de dois nimeros naturais
e a receita deve funcionar para quaisquer dois naturais.

Neste exercicio, as parcelas da soma tém a seguinte decomposicao
em poténcias de 10:

9.999 = 9x10° + 9x10% + 9x10" + 9x10°
999 = 9x10? 4+ 9x10" + 9x10°
99 = 9x10' + 9x10°.

Portanto,

9.999 4 999 4 99
= 9x10° + (94 9)x10% + (9 4+ 9 + 9)x10" + (9 + 9 + 9)x10°
= 9x10% + (9 4 9)x10% 4 (20 + 7)x10 + (20 + 7)

= 9x10% + 18x10% 4 200 4 70 + 20 4+ 7

= 9x103 + (18 + 2)x10% 4 (7 + 2)x10 + 7

= 9x10% 4 20x10% + 9x10 4 7

= (9+2)x10° +9x10 + 7

= 11x10% + 9x10 + 7 = 11.097.

Nesta sequéncia de operagoes, justificamos o uso do “vai” 1: o alga-
rismo 2 que “vai” para a ordem das dezenas representa, na verdade, as
2 dezenas que sao somadas as 7 dezenas na quinta linha, de cima para
baixo; ja o algarismo 2 que “vai” para a ordem das centenas representa,
de fato, as 2 centenas que sdo somadas as 18 centenas na quinta linha,
cujo resultado sdo as 20 centenas na sexta linha. O algarismo 2 que
“vai” para a ordem dos unidades de milhar representa as 20 centenas
ou 2 unidades de milhar na sétima linha. Essas 2 unidades de milhar
sao somadas as 9 ja existentes, o que resulta nas 11 unidades de milhar
na oitava linha.

Apresentamos, agora, uma solucdo mais rapida do Problema 1.
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Observe que

99 + 1 = 100,
999 + 1 = 1.000,
9.999 + 1 = 10.000.

Somando as parcelas dos lados esquerdos e as parcelas dos lados
direitos e reagrupando os termos, temos

9.999+999+99+1+1+1=10.000 + 1.000 + 100.

Logo,
9.999 + 999 4 99 + 3 = 11.100.

Subtraindo 3 dos dois lados da igualdade, obtemos

9.999 +999 + 99 = 11.100 — 3 = 11.097.

Essa solugdo do problema da uma ideia sobre a importancia de
usarmos as propriedades operatoérias da adicdo, como a comutativi-
dade e a associatividade. A comutatividade implica que as somas 1+ 99
e 99 + 1 sdo iguais, ou seja, que a mudanca da ordem das parcelas,
da esquerda para a direita, ndo altera a soma. Ja a associatividade
assegura que obtemos a mesma soma se

e somarmos as parcelas 999 + 99 e, em seguida, somarmos 1 ao
resultado, isto é, se fizermos os calculos na ordem (999 +99) + 1,
e ou se somarmos 99 + 1 primeiro e, apds, somarmos 999 ao
resultado, isto é, se fizemos os calculos na ordem 999 + (99 + 1).

Daqui por diante, as operacoes entre parénteses sao efetuadas pri-
meiro. De fato, temos uma convengdo na Matemaética para indicar
a ordem em que as operagoes sao efetuadas, como veremos adiante.
O que a associatividade diz é que a ordem em que efetuamos as
adicoes nao afeta o resultado. No entanto, a escolha de uma certa
ordem pode simplificar as contas!

Logo, usando a comutatividade e a associatividade, temos

999 + 1+ 99 =999 + (99 + 1) =999 + 100 = 1.099.
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ou, ainda,
999 4+ 1499 = (999 + 1) + 99 = 1.000 + 99 = 1.099.

Estes sdo exemplos simples de como podemos usar essas propriedades
até para calcular somas sem lapis e papel (e sem calculadora :))!

Observacdo 1.4 — Nota ao professor. Algo que nao fica evidente
quando aprendemos ou ensinamos as operacoes aritméticas é o
papel fundamental das propriedades operatorias e sua utilidade
pratica para facilitar os calculos, permitindo e justificando o uso de
estratégias mais eficientes, algumas das quais veremos abaixo com
o uso do calculo mental.

O que passamos a discutir, agora, sdo algumas estratégias e exemplos
de cdlculo mental, isto é, técnicas para realizar adigoes e subtracoes
com muito mais rapidez do que fazendo as contas & méao. Mas, vocé
pode perguntar, porque fazer isso, se dispomos de calculadoras?
Ora, o exercicio de manipular nimeros mentalmente facilita a apren-
dizagem das relagoes entre eles e, assim, da Matemética como um
todo; também serve para desenvolver em vocé uma intuicio sobre
ordens de grandeza indispensavel & vida no mundo moderno. A ideia
é que vocé fortalega seu senso numérico!

Por exemplo, para somar 63 com 32, comecamos escrevendo 32
como 30 + 2; em seguida, calculamos (mentalmente, nao esquegal)
63+30 = 93 e, depois, juntamos o 2 que separamos, obtendo 9342 = 95.
Em resumo, fazemos mentalmente o seguinte:

634+32=634+(30+2)=(63+30)+2=93+2=95.
Note que usamos a propriedade de associatividade nestas contas,

quando efetuamos 63 + 30 primeiro ao invés de 30 + 2.

Para outro exemplo, podemos somar mentalmente 87 com 52
primeiro escrevendo 87 = 80 4+ 7 e 52 = 50 + 2, depois calculamos
80+50=130e 7+ 2 =9 e, por fim, fazemos 130 + 9 = 139. Em
resumo:

87452 = (804 7) + (50 + 2) = (80 + 50) + (7 +2) = 130 + 9 = 139.
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Mais um exemplo: quanto é 37+ 957 Nesse caso, podemos comegar
fazendo 37+ 90 =30+ 90+ 7 = 120 + 7 = 127; em seguida, somamos
o 5 que foi separado, obtendo 127 +5 =120+ 745 =120+ 12 = 132.
Novamente resumindo:

37495 =37+ (90 +5) = (37 +90) + 5 = 127 + 5 = 132.

Agora, calculemos a soma 628 + 337 em trés etapas: primeiro,
escrevemos (mentalmente!) 337 = 300 4 30 + 7; em seguida, somamos
sucessivamente 628 + 300 = 928, 928 + 30 = 958, 958 + 7 = 965. Na
sua mente, essa solu¢do deve soar assim:

628 mais 300 € 928, mais 30 € 958, mais 7 € 965.
Analogamente, somamos 206 com 528 “dizendo” mentalmente:

206 mats 500 ¢ 706, mais 20 é 726, mais 8 € 734.

Observacao 1.5 — Nota ao professor. Estimar e arrendondar sao
recursos importantes para o calculo mental e, em geral, para o
uso das operacoes aritméticas no cotidiano e em varios contextos.
Vejamos alguns exemplos.

Exercicio 1.3 Arredonde os nimeros 7.370 e 8.640 para a centena
mais préxima.

.
Z\

“» Solucdo. O ntmero 7.370 = 7.300 + 70 é maior que 7.300 e
menor que 7.400, como representado na reta numérica abaixo:

| \ \ \ \ \ \ | \ \ |
7.300 7.370 7.400

Vemos, portanto, que 7.370 esta entre 7.300 e 7.400, mas mais
préximo de 7.400.
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Da mesma forma, o nimero 8.640 = 8.600 + 40 é maior que 8.600
e menor que 8.700, estando mais préximo de 8.600 do que de 8.700,
como ilustrado na seguinte reta numérica:

| \ \ \ | \ \ \ \ \ |
8.600 8.640 8.700

Concluimos que 7.370 é arredondado para 7.400 ou 74 centenas e
8.640 é arredondado para 8.600 ou 86 centenas. |

Observacado 1.6 — Nota ao professor. A partir de exemplos como
esse, discuta a nocao de ordem dos niimeros naturais, representando-
a na reta numérica e observando que o nimero natural n + 1 é
maior que o numero natural n. Em geral, n + m é maior que n,
seja qual for o nimero natural m. Explique geometricamente o
efeito da soma n + m como uma translacio para a direita de m
unidades a partir do ponto que representa o nimero n. Por fim, ao
usar a reta numérica como nos exemplos acima, determine pontos
igualmente espagados, representando acréscimos de 1 unidade, 1
dezena ou 1 centena e assim por diante, conforme o caso que estiver
exemplificando.

Observacao 1.7 — Nota ao professor. Ilustre a relacdo de ordem
n < N geometricamente, mostrando que, nesse caso, o ponto
que representa N na reta numérica estd a direita do ponto que
representa n. Da mesma forma, pode interpretar a relagdo de ordem
m < n < N dizendo que n esta entre m e N.

Exercicio 1.4 Estime a soma 7.370 + 8.640 para a centena mais
proxima.

P
Z\

“» Solucdo. Como vimos arredondamos 7.370 para 7.400 e 8.640
para 8.600. Dai, a soma é estimada para

7.400 + 8.600 = 15.000 + 1.000 = 16.000,
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ou seja, 160 centenas. Para determinar o erro desta estimativa, veja
que o valor exato da soma é 16.010. Logo, o erro é de 10 unidades. H

Finalizamos com mais exemplos dos processos de arredondamento
e estimativa.

Exercicio 1.5 Arredonde os ntimeros 56.894 e 79.882 para as unida-
des de milhar mais préximas.

@4 Solucdo. O niimero 56.894 = 56.000 + 894 fica entre os niimeros

56.000 e 57.000. Todavia, fica mais préximo de 57.000 do que de

56.000. Logo, arredondamos 56.894 para 57 unidades de milhar.

Da mesma forma, o namero 79.882 = 79.000 4 882 fica entre os
nimeros 79.000 e 80.000, estando mais préximo de 80.000 do que de
79.000. Portanto, arredondamos 79.882 para 80 unidades de milhar.

|

Exercicio 1.6 Estime a soma 56.894 + 79.882 para a unidade de
milhar mais préximas.

\\\\\

“» Solucdo. Usando os arrendondamentos do exercicio anterior, es-
tlmamos a soma 56.894 + 79.882 pela soma 57.000 4+ 80.000, obtendo
137.000, ou seja, 137 unidades de milhar, como estimativa para a soma
exata. Para determinar o erro desta estimativa, veja que o valor exato
da soma ¢ 136.776. Logo, o erro ¢é igual a 224 unidades. |

I Exercicio 1.7 Estime a soma 75.667 + 23.913 + 67.485.

/

“» Solucdo. Iniciamos com uma estimativa mais grosseira: arredon-
damos 75.667 para 75.000, assim como 23.913 para 23.000 e 67.485
para 67.000, estimando a soma por

75.000 + 23.000 + 67.000 = 75.000 + 90.000 = 165.000.

Para melhorar esta estimativa, arredondamos 667 por 700, 913 por
900 e 485 por 500, somando a seguinte corre¢do ao resultado anterior:

700 + 900 + 500 = 2.100.
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Como estimativa mais préxima da soma exata, obtemos
165.000 4 2.100 = 167.100.

Observe que a soma exata é 167.065. Logo, o erro de nossa estimativa
¢é de 35 unidades a mais. [ ]

Observacao 1.8 — Nota ao professor. Nesta parte de nosso estudo,
ficamos mais concentrados em entender os algoritmos e utiliza-
los com eficiéncia e flexibilidade. No final de nossa apresentacao,
comecamos a introduzir a no¢ao de ordem e a representagdo geo-
métrica dos nimeros naturais na reta numeérica. Recomendamos
que o(a) professor(a) possa retomar esses aspectos, construindo
representagoes geométricas da sucessao, ordem e adigdo de nimeros
naturais com o auxilio de retas numéricas graduadas em unidades,
dezenas, centenas, e assim por diante, conforme o caso. O uso da
reta numérica, em particular para representacgao e localizacao
dos ntimeros sera retomada no estudo dos ntimeros inteiros e dos
nimeros racionais.

Observacdo 1.9 — Nota ao professor. A nocao de algoritmo, en-
fatizada nas passagens anteriores, pode ser explorada por conta
das conexoes com o Pensamento Computacional, despertando o
interesse dos alunos, que poderiam ser motivados a escrever pseudo-
codigos dos algoritmos aritméticos que explicaremos ao longo de
nosso estudo da Aritmética. A proposito disso, recomendamos, por
exemplo, as atividades na pagina da OBI®.

O o83
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Observacado 1.10 — Nota ao professor. As poténcias de dez no sis-
tema posicional decimal representam ordens de grandeza na ex-
pressdo de quantidades. H4 varios materiais de divulgacao cientifica
interessantes explorando as escalas, do microcosmo ao macrocosmo,
expressas por diferentes poténcias de dez. Materiais deste tipo
podem ilustrar, de modo visual e atrativo, um dos elementos da
BNCC relativos a compreensao do uso do sistema decimal. Por
exemplo, veja o seguinte video®.

O Saiba mais

1.2 - Subtracdo de nimeros naturais C ] I

A subtragéo, depois da adico, é a segunda operagao aritmética que
estudaremos. Esta operacdo estd associada a problemas da seguinte
forma

Problema 2 Quanto dinheiro falta a Joao para comprar uma moto-
neta no valor de R$ 10.590,00, sabendo que ele j& conseguiu poupar
R$ 6.380,007

Problema 3 Para pagar uma reforma urgente em casa, Joao gastou
R$ 1.190,00 de sua poupanca de R$ 6.380,00. Com quanto ficou?

Problema 4 Joao decidiu financiar a compra da motoneta em 24
parcelas mensais de R$ 256,00. Quanto restaria de sua renda mensal
de R$ 2.130,00 apds o pagamento da parcela do més?

‘https://www.youtube.com/watch?v=44cv416bKP4
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O Problema 2 consiste em resolver a equagdo
6.380 4+ quantia que falta = 10.590.

Para encontrar a quantia que falta, a incégnita desta equagao, calcula-
mos a diferenca
10.590 — 6.380

entre o valor da motoneta e a quantia que Joao tem atualmente.
Decompondo as parcelas e reagrupando os componentes, calculamos

10.590 — 6.380 = 10.000 + 500 + 90 — 6.000 — 300 — 80
= 10.000 — 6.000 + 500 — 300 + 90 — 80
=4.000 + 200 + 10
= 4.210.

Numa subtragdo, um certo nimero (o subtraendo) é retirado de um
ndmero maior (o minuendo), deixando um resto ou diferenga:

minuendo — subtraendo = resto ou diferenca.

Para visualizar e organizar melhor essas manipulagoes, as escrevemos
da seguinte forma, que vemos na escola:

10590
— 6380
4210

Observe que, somando a quantia que falta ao que Joao ja poupou,
obtemos a quantia total desejada, ou seja, o valor da motoneta, isto é,

6.380 + 4.210 = 10.590,

ou seja
subtraendo + resto ou diferenca = minuendo.

Neste exemplo, subtraimos unidades das unidades, dezenas das dezenas,
centenas das centenas, e assim por diante. No caso da solucao do
Problema 3, temos uma situacao diferente: para resolver este problema,
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precisamos subtrair ou retirar 1.190 reais dos 6.380 reais que Joao ja
poupara, isto é,

6.380 — 1.190,

obtendo o valor que resta na poupanca de Jodo apds estas despesas com
a reforma. “Armando” a conta como aprendemos na escola, temos:

|
Ul = >
I B
©|© oo 5
oo o

O método que usamos é o de decomposi¢do e reagrupamento do minu-
endo, ou seja, da parcela 6.380: como temos apenas 8 dezenas em 6.380
e 9 dezenas no subtraendo, isto é, em 1.190, “tomamos emprestado” 1
centena (ou seja, 10 dezenas) da ordem das centenas de 6.380. Com
isto, ficamos com 2 centenas das 3 que tinhamos em 6.380 antes do
“empréstimo”. Subtraindo 9 dezenas das 10+ 8 = 9 dezenas que “temos
agora”, obtemos 9 dezenas como diferenga. Subtraindo 1 centena
das 2 centenas que “temos agora”, obtemos 1 centena como diferenca.
Portanto, obtemos o niimero 5.190 como diferenca de 6.380 e 1.190.

Para fixar ideias, calculemos a diferenca entre 6.380 e 1.590. Desta
vez, temos menos centenas e menos dezenas no minuendo que no
subtraendo. Assim, precisamos “pedir emprestado”, ou seja, reagrupar
1 centena (10 dezenas) na ordem das dezenas; e reagrupar 1 milhar (10
centenas) na ordem das centenas. Com estes “empréstimos”, ficamos
com 10 + 8 = 18 dezenas, 10 4+ 2 = 12 centenas e 5 milhares, como
vemos na continha “armada” a seguir:

5 12 18

& 3 8 0
- 15 90

47 90

Para entender por que esse método de “tomar emprestado” funciona,
reescrevamos os calculos usando as decomposicées do minuendo e do
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subtraendo em poténcias de 10. Temos

6.380 — 1.590 = 6.000 + 300 + 80 — 1.000 — 500 — 90
= 6.000 + 200 + 100 + 80 — 1.000 — 500 — 90
= 6.000 + 200 — 1.000 — 500 + 180 — 90
= 6.000 + 200 — 1.000 — 500 + 90

Nesta sequéncia de passos do algoritmo, decompusemos as 3 centenas
(300 unidades) em 200 unidades e 100 unidades. Somamos 100 dessas
unidades as 80 que havia no minuendo, obtendo 180 unidades. Em
seguida, subtraimos 90 unidades dessas 180, ficando com 90 unidades.
Note que restaram 6 milhares, 2 centenas e 9 dezenas. Precisamos,
agora, continuar com os préximos passos da subtracio:

6.380 — 1.590 = 6.000 4 200 — 1.000 — 500 + 90
= 5.000 + 1.000 4 200 — 1.000 — 500 + 90
= 5.000 — 1.000 + 1.000 + 200 — 500 + 90
= 5.000 — 1.000 4 700 4 90
= 4.000 + 700 4 90 = 4.790.

Portanto, esta sequéncia de decomposicoes e reagrupamentos fica to-
talmente explicada com o uso do sistema posicional decimal: nao sao
“regras” para serem memorizadas e usadas, apenas, mas para serem
compreendidas!

Note que, nesses cédlculos, “tomamos emprestado” mais do que era
preciso! Poderfamos ter reagrupado apenas mais 1 dezena na ordem
das dezenas, ficando com 30 — 1 = 29 dezenas. Agora, reagrupando
apenas 3 centenas da ordem dos milhares para a ordem das centenas,
ficariamos com 29 + 30 = 59 dezenas. Portanto, subtraindo, 5
centenas (ou 50 dezenas), terfamos uma diferenca de 9 dezenas.
Portanto, a diferenga final seria igual a 60 — 3 = 57 centenas e 9
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dezenas. Explicamos esse algoritmo da seguinte forma:

6.380 — 1.590 = 6.000 + 300 + 80 — 1.000 — 500 — 90
= 6.000 + 29x10 + M + 8Q — 1.000 — 500 — 9Q
= 570%x10 + 30x10 4 29x10 — 1.000 — 50x10
= 570%10 + 9x10 — 1.000
= 5.000 + 700 + 90 — 1.000 = 4.790.

Como vemos, é possivel pensar e testar diferentes algoritmos para
efetuar subtragoes (e adi¢des). Para finalizar, apresentamos o método
de composicao e compensacao, também visto na escola e nos livros.
Por exemplo, usando este método, efetuamos a subtragdo do Problema
3 do seguinte modo:

6'3'8 0
-'1'590
4790

Neste algoritmo, somamos 10 dezenas (1 centena) ao minuendo e
também ao subtraendo, o que néo altera o resultado da subtracao: o
algarismo 1 ao lado esquerdo do 8 (respectivamente, 5) na ordem das
dezenas (respectivamente, centenas) no minuendo (respectivamente,
subtraendo) significa que passamos a ter 10 + 8 = 18 dezenas no minu-
endo (respectivamente, 1+5 = 6 centenas no subtraendo). Em seguida,
somamos 10 centenas (1 milhar) ao minuendo e também ao subtraendo,
o que nao modifica a diferenca dos niimeros: o algarismo 1 ao lado
esquerdo do 3 (respectivamente, 1) na ordem das centenas (respectiva-
mente, milhares) no minuendo (respectivamente, subtraendo) significa
que passamos a ter 10+3 = 13 centenas no minuendo (respectivamente,
1 + 1 = 2 milhares no subtraendo). Subtraindo dezenas de dezenas,
centenas de centenas, milhares de milhares, obtemos a diferenca, ou
seja, chegamos mais uma vez ao resultado 4.790. Novamente, devemos
explicar e justificar este método em termos de representacoes decimais.
Iniciamos adicionando 100 unidades ao minuendo e 100 unidades ao
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subtraendo:

6.380 — 1.590 = 6.000 + 300 + 80 — 1.000 — 500 — 90
= 6.000 + 300 + 100 + 80 — 1.000 — 500 — 100 — 90
= 6.000 + 300 + 180 — 1.000 — 600 — 90
= 6.000 + 300 — 1.000 — 600 + 90

Prosseguindo, adicionamos 1.000 unidades ao minuendo e 1.000 unida-
des ao subtraendo:

6.380 — 1.590 = 6.000 + 1.000 + 300 — 1.000 — 1.000 — 600 + 90
= 6.000 + 1.300 — 2.000 — 600 + 90
= 6.000 — 2.000 + 700 + 90 = 4.790.

Finalmente, para resolver o Problema 4, vamos usar estratégias de
céalculo mental, isto é, tentar efetuar as contas apenas mentalmente!
Este problema resume-se a calcular a diferenca

2.130 — 256.

Podemos decompor o minuendo e o subtraendo, mentalmente, da
seguinte forma

2.130 — 256 = 1.900 + T6Q + 16Q + 30 — 260 — 56
= 1.900 + 30 — 56
= 1.840 + 60 + 30 — 56
= 1.840 + 30 + 4
= 1.870 + 4 = 1.874.

Concluimos mostrando de que modo podemos usar subtragdes para
ajudar no calculo mental de adigbes. Por exemplo, para efetuar 1.874 +
256, podemos “escrever mentalmente”

1.874 + 256 = (1.880 — 6) + (260 — 4) = (1.880 + 260) — (6 + 4)
= [(1.900 — 20) + (300 — 40)] — (6 + 4)
= [(1900 + 300) — (20 + 40)] — 10
= 2.200 — 60 — 10 = 2.200 — 70 = 2.130.
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Observacao 1.11 — Nota ao professor. Recomendamos que, neste
ponto, o(a) professor(a) possa trabalhar com o uso de diferentes
algoritmos para o cdlculo de somas e diferencas. Recomendamos
também que faga uso de atividades de cdlculo mental, arredonda-
mentos e estimativas.

Observacdo 1.12 — Nota ao professor. Sugerimos, ainda, que possa
retomar as nocoes de sucessao e ordem, mostrando que N — n ex-
pressa o quanto /N é maior que n no caso em que n < V.

1.3 - Adicdo e subtracdo de numeros inteiros @J I

Os ntimeros naturais formam um subconjunto do conjunto de nimeros
inteiros. Denotamos o conjunto de niimeros naturais por N e o conjunto
de nimeros inteiros por Z. Dito de modo simples, os nimeros naturais

N=1{0,1,2,3,...}

sdo os numeros inteiros positivos. Reunimos a estes os ndmeros
inteiros negativos {...,—3, -2, —1}, obtendo

Z={..,-3,-2-1,0123,..}

Os ntumeros inteiros podem ser representados geometricamente na
reta numeérica: o numero 0 marca um ponto de referéncia na reta,
chamado de origem: os nimeros inteiros positivos sao representados por
pontos marcados a direita da origem; os nlimeros inteiros negativos sdo
representados por pontos marcados & esquerda da origem. A distancia
entre pontos representando dois niimeros consecutivos (por exemplo, 3
e 4; ou —4 e —3) é sempre igual a 1 (os pontos estao espagados por
intervalos de mesmo comprimento na figura).

<} 4 4 4 4 1 4 4 4 4 1 4 4 4 4 1 4 4 4 4
<+ T T T T T T T T T T T T T T T T T T T >

-9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 ( 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Figura 1.1: inteiros sobre a reta.

Dizemos que os pares de nimeros —1 e 1, —2 e 2, etc., sdo opostos
ou simétricos. O simétrico de 0 é o préprio 0. O walor absoluto ou
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mddulo de um nimero inteiro n, denotado |n|, é definido da seguinte
forma

e |n| é o oposto de n, se n é um numero inteiro negativo (por
exemplo, | — 3| = 3)

e |n| é o préprio nimero n, se é um nimero inteiro positivo (por
exemplo, [3| = 3).

Resumindo, ntimeros opostos tém o mesmo mddulo, que pode ser
interpretado como a distancia ndo orientada da origem aos pontos que
0s representam: ou seja, 0os pontos que representam os nimeros 3 e —3
estdo a mesma distdncia da origem. Podemos representar o niimero
oposto a um dado niimero n como sua reflexdo em torno do 0, isto é,
em torno da origem da reta numérica, como na figura a seguir

2

YN
L 4

T T T T

1
T
-9 -8 -7 -6 —_5 -4 -3 -2 -1 ( 1 2 3 4 5 6 7 8 9

! -
<} 4 4 4 4 1 4 YA ;
< T T T T T T T+

Figura 1.2: nimeros opostos obtidos por reflexao

A adicdo de numeros inteiros pode ser visualizada por meio de
translacoes & esquerda e a direita na reta numeérica: por exemplo, a
soma dos numeros inteiros positivos 2 e 3 pode ser representada do
seguinte modo:

e partimos do ponto 2 e transladamos 3 unidades para a direita,
ou

e partimos do ponto 3 e transladamos 2 unidades também para a
direita.

Agora, a soma do niimero inteiro positivo 3 e do nimero inteiro negativo
—2 pode ser representada geometricamente das seguintes formas:

e partimos do ponto 3 e transladamos 2 unidades para a es-
querda,
e partimos do ponto —2 e transladamos 3 unidades para a direita.
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<} 4 4 4 4 1 4 4 4 4 1 4 4
<+ T T T T T T T T T T T T

,
T
-9 -8 -7 -6 _5 -4 -3 -2 -1 9 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Figura 1.3: interpretacdo geométrica de 3+ 2 =2+ 3 = 5. Ambas as
setas terminam no ponto 5.

Deste modo, justificamos geometricamente o seguinte resultado

34+ (=2)=(-2)+3=1.
—2
[—
<1 + + + + t + + + + t + + + + t + + + + —>
-9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 ( 1 2 3 4 5 6 7 8 9
——s
+3

Figura 1.4: interpretagdo geométrica de 3 + (—2) = (—2)+3 =1.

Observe, geometricamente, que o oposto do oposto de um nimero
inteiro é o préprio niimero, isto é,

—(=n) =mn,

Y

o que justifica a “regra” de “menos com menos d4 mais”, como
vimos na escola.

De modo similar, podemos justificar e interpretar, usando transla-
coes, a soma

2+ (~3)=(-3)+2=—1
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-3
[fe———H

<} 4 4 4 4 1 4 4 4 4 4 4 4 4 1 4 4 4 4 [
<+ T T T T T T T T T T

1
T
-9 -8 -7 -6 —5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

——
+2

T T T T

Figura 1.5: interpretagdo geométrica de 2+ (—3) = (—3) +2 = —1.

Desta vez, para calcular a soma dos dois niimeros inteiros negativos
—3 e —2, podemos realizar um dos seguintes procedimentos:

e partimos do ponto —3 e transladamos 2 unidades para a es-

querda,
e partimos do ponto —2 e transladamos 3 unidades para a es-

querda,

o que justifica, a partir da figura, o seguinte resultado

—34(=2)=—2+(-3)=—5

-2
e—

<} 4 4 4 4 1 4 4 4 4
| T T T T T T T T T T T

-9 -8 -7 -6 _5 -4 -3 -2 -1 9 1 2 3 4 5 6 7 8 9

-3

Figura 1.6: interpretagdo geométrica de (—3) + (=2) = (=2) + (=3) =
—5.

Os nimeros inteiros negativos como —2 e —3 sdo colocados entre
parénteses nessas expressoes para nao confundirmos o sinal +, que
representa a operacgao de adicdo, e o sinal —, que faz parte do
proprio nimero! A duavida que vocé deve ter, naturalmente, é: qual
a relacao do sinal “—” em “—2” com o sinal de subtracao que vimos
anteriormente? Vamos esclarecer este ponto logo adiante.

Para tornar mais aceitdveis essas regras de sinais da adicao de nu-
meros inteiros, podemos usar um exemplo com valores monetarios:
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receitas (ganhos, lucros, poupancas) sao representadas por nimeros
inteiros positivos; despesas (gastos, prejuizos ou dividas) séo repre-
sentadas por nimeros inteiros negativos. Assim sendo, observemos
que

(i) quem tem 30 reais e ganha 20 reais, passa a ter 30 4+ 20 = 50
reais;

(ii) quem tem 30 reais e gasta 20 reais, passa a ter 30 + (—20) = 10
reais, ou

(iii) quem deve 20 reais e ganha 30 reais, pode pagar sua divida e
ficar com (—20) + 30 = 10 reais;

(iv) quem tem 20 reais e gasta 30 reais, contrai uma divida: 20 +
(=30) = —10, ou seja, 10 reais de divida, por isso, 10 reais
“negativos”; ou

(v) quem deve 30 reais e ganha 20 reais, pode diminuir sua divida
de 30 para 10 reais: (—30) + 20 = —10;

(vi) quem deve 30 reais e gasta mais 20 reais, aumenta sua divida
para (—30) 4+ (—20) = —50 reais “negativos”, isto ¢é, 50 reais de
dividas.

Nos exemplos acima, percebemos que quando somamos um numero
inteiro negativo a um ntmero inteiro positivo, estamos, de fato, efetu-
ando uma subtragao. Por exemplo

30 + (—20)

é, de fato, igual a
30 — 20 = 10.

Da mesma forma,
(—20) + 30 = 30 — 20 = 10.

Na escola, normalmente, isto é ensinado como uma “regra” em que
“mais com menos dd menos”. Podemos resumir esta observacao defi-
nindo a subtracao de dois ntimeros inteiros:

A diferenca de dois nimeros inteiros m e n, nesta ordem, é
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definida como a soma de m com o oposto de n, isto é,

m—n=m+ (—n).

Como exemplos, temos

e 4—3=4+4(-3) =1 (partindo de 4, transladamos 3 unidades
para a esquerda. Ou: tenho 4 reais e gasto 3, ficando com 1
real);

e 3—4=3+(—4) = —1 (partindo de 3, transladamos 4 unidades
para a esquerda. Ou: tenho 3 reais e gasto 4, ficando com 1
real de divida).

e 3—(—4) =34 (—(—4)) =3+ 4 = 7 (lembre que o oposto do
oposto de 4 é o préprio 4, ou seja —(—4) = 4).

1.3.1 - Algoritmos da adicdo e subiracdo de ndmeros intei-

ros

Como vimos, tanto a adicdo quanto a subtragao foram estendidos
dos nimeros naturais para os nimeros inteiros. As propriedades de
comutatividade e associatividade continuam véalidas e serdo muito tteis
para efetuarmos os calculos aritméticos e aplicarmos algoritmos. Por
exemplo, usando esta extensdo da subtragdo para niimeros naturais,
podemos calcular

6.380 — 1.590 = 6.000 + 300 + 80 — 1.000 — 500 — 90
= 5.000 — 200 — 10
= 4.800 — 10 = 4.790.

De modo similar, temos

1.590 — 6.380 = 1.000 + 500 4 90 — 6.000 — 300 — 80
= —5.000 + 200 + 10
= —4.800 4+ 10 = —4.790.

Percebemos que admitindo niimeros inteiros positivos e negativos, os
célculos e algoritmos ficam muito mais rapidos e simples.
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Observacdo 1.13 — Nota ao professor. O estudo pode ser esten-
dido a partir daqui explorando as propriedades operatérias da adi¢ao
(e subtracdo) de nimeros inteiros, tais como comutatividade e as-
sociatividade. Sugerimos utilizar a reta numérica para representar
geometricamente essas operacoes. Por exemplo, a comutatividade
da adi¢ao (que diz que a + b = b + a para quaisquer inteiros a e b).
Tratamos acima varias casos, a depender dos sinais de a e b, usando
translagdes. Em geral, para nimeros positivos a adi¢do pode ser
justificada por:

\

Y
\

Y

Y

b+ a

A associatividade da adicdo, que diz que (m-+n)+p = m+(n+p)
para quaiquer inteiros, m, n e p, no caso de inteiros positivos pode
ser representada por:

m+n+p

Y

m-+n p
m n—+p

\
\

Y

m n p

Y
Y
Y

Observacado 1.14 — Nota ao professor. Enfatizamos que as proprie-
dades operatorias sdo as que tornam os algoritmos validos. Explorar
inteligentemente essas propriedades pode tornar os cdlculos menos
laboriosos.
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I @) 1.4 - Exercicios resolvidos e propostos

Exercicio 1.8 Separe os nimeros abaixo em dois grupos, de modo
que os numeros em cada grupo tenham a mesma soma:

11, 15, 19, 23

Exercicio 1.9 Que ntimero torna a igualdade abaixo correta?
37456 =48 + %
@ Solucdo. Note que
37456 = 30+7+50+6 = 30+104+7+14+40+5 = 40+8+40+5 = 48+45.

Logo = 45. |

Exercicio 1.10 Calcule as seguintes somas:

(a) 795+ 538

(b) 989 + 799

(c) 859 + 947 + 638
(d) 6.385+9.725

2. Soluc@o. Em a), temos
795 4 538 = 700 + 90 + 5 + 500 4+ 30 + 8 = 1.200 + 120 + 13 = 1.333.
Para efetuar a adigdo em b), calculamos
989+ 799 =990 - 1+4+800—-1=1.790 — 2 = 1.788.
Quanto a soma em c), temos

859 + 947 + 638 = 800 + 900 + 600 +50 +40 +30+9+ 7+ 38
= 2.300 + 120 + 24 = 2.444.
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Por fim, calculamos, em d):

6.385 + 9.725 = 6.300 + 85 + 9.700 + 25 = 15.000 + 1.000 + 110
= 16.110.

Exercicio 1.11 Qual das alternativas abaixo melhor aproxima o
resultado da adigao 587.622 + 421.2567

) 1.001.000.
) 1.010.000
) 1.100.000
) 1.000.010
(e) 1.000.100

(a
(b
(c
(d
Escreva por extenso o nimero na alternativa escolhida.

Exercicio 1.12 Calcule as seguintes diferencas:

(a) 1.333 — 538
(b) 1.333 — 795
(c) 1.768 — 989
)
)

(d) 10.010 — 8.999
(e) 110.010 — 101.111

2. Solucdo. Calculamos a diferenca em a) da seguinte forma
1.333 — 538 = 1.300 + 33 — 500 — 38 = 1.300 — 500 — 38 + 33
=800 — 5 = 795.

Quanto as operagoes em b), temos, usando o “método do reagrupa-
mento” (ou da decomposigdo):

1.333 — 795 = 1.300 + 30 + 3 — 700 — 90 — 5
=1.3004+20+ 13 —-700—-90 -5
= 1.200 4+ 100 420 — 700 — 90 + 8
= 1.200 4+ 120 — 700 — 90 + 8
= 1.200 — 700 + 30 + 8 = 500 + 30 + & = 538.
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Observe que as contas em a) e b) comprovam que 795+ 538 = 1.333 =
538 + 795, como ja sabiamos do exercicio anterior.

Passando ao célculo da diferenca em c), podemos usar o “método
da compensacao” (ou da composigao):

1.768 — 989 = 1.700 + 60 + 8 — 900 — 80 — 9
=1.700+60+104+8—-900-80—-10—-9
= 1.700 4 60 + 9 — 900 — 80 — 10
= 1.700 4 100 + 60 + 9 — 900 — 100 — 90
= 1.700 4+ 70 + 9 — 900 — 100
= 1.700 — 1.000 + 70 + 9 = 779.

Agora, a diferenca em d) pode ser mais facilmente calculada com a
seguinte estratégia:

10.010 — 8.999 = 10.010 — 9.000 + 1 = 10.000 + 10 — 9000 + 1
=1.000 + 11 = 1.011.

Finalmente, calculamos

110.010 — 101.111 = T66-6800. + 10.000 + 10 — T66-600. — 1.000 — 111
= 9.000 + 10 — 100 — 11 = 8.900 + 10 — 11 = 8.900 — 1 = 8.899.

Observacdo 1.15 — Nota ao professor. Encorajamos o(a) profes-
sor(a), neste ponto, a propor varias possiveis estratégias, utilizando
ou nao os algoritmos corriqueiros de subtragdo. Por exemplo, para
efetuar a subtracdo em a), podemos recorrer a “tomada de emprés-
timo”, calculando

1.333 — 538 = 1.300 + 33 — 500 — 38 = 1.290 4 10 + 33 — 500 — 38
= 1.200 — 500 + 90 + 43 — 38 = 1.200 — 500 + 90 + 5
=700+ 90 + 5 = 795.
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Esta conta pode ser visualizada da forma tradicional como

—_
| ot
Olw W T
ol oo w

J4 nas contas em c), hd varias possibilidades de “compensacao”,
por adicdo de um valor ao subtraendo e diminui¢do do mesmo valor
(que néo precisa ser multiplo de 10, de 100, etc.) no minuendo. Por
exemplo, podemos proceder da seguinte forma:

1.768 — 989 = 1.700 + 60 + 8 — 900 — 80 — 9
=1.700+60+1+8-900-80—-1-9
=1.700 + 60 — 900 — 80 — 1
= 1.700 4 30 + 60 — 900 — 30 — 81
= 1.700 + 9 — 930
=700 + 1.000 — 930 +9 = 700 + 70 + 9 = 779.

Exercicio 1.13 Qual dos niimeros nas alternativas seguintes melhor
aproxima a diferenca 986.553 — 885.5127

(a) 101.010
(b) 110.100
(¢) 100.001
(d) 101.101
(e) 100.111

Exercicio 1.14 Resolva as seguintes expressoes numéricas:

(a) 4 (26+38)
(b) 57+ (—21) — (—64)

(c) —43—|—86 31
(d)1+2+3+4+ 49410
() 1—2+3—4+...49-10
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Exercicio 1.15 Carlos, que tem um telefone celular com memoria
total interna de 128 Gigabytes (GB), comprou um cartdo de me-
moéria de 64 GB. Quando Carlos inserir esse cartdo no seu telefone,
qual passara a ser a nova memoria total interna?

Exercicio 1.16 Jodo foi a uma loja e comprou um computador, um
telefone celular e um relégio digital. Sabendo que estes itens custa-
ram, respectivamente, R$ 4566,00, R$2733,00 e R$ 589,00, quanto
Joao gastou nesta compra?

(a) R$6778,00

(b) R$6788,00

(c) R$6888,00
(d) R 7888,00

Exercicio 1.17 Um vendedor ambulante chegou ao final do dia e
resolveu conferir suas vendas. Em dinheiro, ele recebeu R$ 1243,00
e, no cartao, recebeu R$985,00. Levando em conta tudo o que ele
recebeu, qual seu total das vendas?

R$ 1985,00
$2085,00
$2143,00
$2185,00
$2228,00

(a)
(b)
(¢)
(d)
()

&P oo

Exercicio 1.18 — ENEM 2017. As empresas que possuem Servico de
Atendimento ao Cliente (SAC), geralmente informam ao cliente que
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utilizam o servico um nimero de protocolo de atendimento. Esse
nimero resguarda o cliente para eventuais reclamagoes e é gerado
consecutivamente, de acordo com os atendimentos executados. Ao
término do més de janeiro de 2012, uma empresa registrou como
ultimo protocolo do SAC o ntimero 390.978.467. Do inicio do més
de fevereiro até o final do més de dezembro de 2012, foram abertos
22.580 novos numeros de protocolos. O algarismo que aparece na
posicao da dezena de milhar do tltimo ntimero de protocolo de
atendimento registrado pela empresa em 2012 é:

(a) 0. (b) 2. (c) 4. (d) 6. (e) 8.

2\

“» Solucdo. Note que
390.978.467 4 22.580 = 391.001.047.

Assim, a posicao referente a dezena de milhar (10.000) no ntimero
391.001.047, que é a quinta posicdo da direita para a esquerda, é
ocupada pelo algarismo 0. Logo, a alternativa correta é a de letra (a).

|

Exercicio 1.19 Roberto nasceu em 1972. Escolha a alternativa que
corresponde a quantos anos ele completou no ano de 2017.

(a)

(b) 55 anos
(c) 64 anos
(d) 108 anos

Exercicio 1.20 Segundo o Censo do IBGE, a populagao residente
em Fortaleza era de 2.452.185 habitantes em 2010. Estima-se que
até 2020 essa populagdo tenha um aumento de aproximadamente
250.000 habitantes. Assim, espera-se que o ntimero de habitantes
de Fortaleza em 2020 seja de, aproximadamente:
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(a) 2.377.215.
(b) 2.477.435.
(c) 2.479.685.
(d) 2.522.185.
(e) 2.700.000.

Exercicio 1.21 Um automével passou pelo quilémetro 585 de uma
rodovia. Ele deve chegar a seu destino no quilometro 883. Quantos
quilémetros de estrada ainda deve percorrer para chegar a seu
destino?

Exercicio 1.22 — ENEM 2014 - PPL. Uma loja decide premiar seus
clientes. Cada cliente receberd um dos seis possiveis brindes dis-
poniveis, conforme sua ordem de chegada na loja. Os brindes a
serem distribuidos sdo: uma bola, um chaveiro, uma caneta, um
refrigerante, um sorvete e um CD, nessa ordem. O primeiro cliente
da loja recebe uma bola, o segundo recebe um chaveiro, o terceiro
recebe uma caneta, o quarto recebe um refrigerante, o quinto recebe
um sorvete, o sexto recebe um CD, o sétimo recebe uma bola, o
oitavo recebe um chaveiro, e assim sucessivamente, segundo a ordem
dos brindes.
O milésimo cliente recebera de brinde um(a)

) bola.

) caneta.

(c) refrigerante.
) sorvete.

) CD.

&

“» Solucdo. Precisamos identificar quantos grupos de seis clientes

podemos formar com os 1.000 primeiros clientes. Comecando com
o primeiro cliente, cada grupo de 6 clientes recebe os prémios na
sequéncia definida no enunciado. O tltimo grupo completo de seis
clientes sdo os de ntmeros 991,992,993,994,995 e 996. Logo ap0ds,
teremos
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o cliente 997: bola

o cliente 998: chaveiro

o cliente 999: caneta

e cliente 1.000: refrigerante.

Concluimos que a alternativa correta é a de letra (c). |

Exercicio 1.23 Semana passada consegui ler um livro do inicio da
pagina 185 até o final da pagina 437. Que nimero de paginas desse
livro consegui ler naquela semana?

(a) 623 (b) 438 (c) 348 (d) 338 (e) 253

Exercicio 1.24 Efetue as seguintes operagoes, usando diferentes
estratégias:

(a) 89.477 + 20.633

(b) 369 + 936 + 693

(c) 120.121 — 21.111

(d) 120.121 — 99.010

(e) 9.999 — 11.111

@ Soluc@o. Em a), calculamos

89.477 + 20.633 = 90.000 — 1.000 + 20.000 + 400 + 600 + 77 + 33
= 110.000 — 1.000 + 1.000 + 100 + 10 = 110.110.

Efetuamos a adigdo em b) como segue

369 + 936 + 693 = 300 + 30 + 3 + 600 + 60 + 6 + 900 + 90 + 9
= 333 4 666 + 999 = 999 + 999 = 2.000 — 2 = 1.998.

Quanto a diferenca em c), calculamos
120.121-99.010 = 120.000+121—-99.000—10 = 21.000+111 = 21.111
Finalmente, em e), temos 9.999—11.111 = 10.000—11.112 =1.112. W
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Observacdao 1.16 — Nota ao professor. Explore exercicios desse
tipo para usar arredondamentos e estimar, mais do que calcu-
lar exatamente, os resultados das operagoes, a exemplo do que
apresentamos na parte final do nosso estudo sobre a adigao.

Exercicio 1.25 Localize os ntimeros inteiros —15, —12, 12 e 15 na
reta numérica.

Observacdao 1.17 — Nota ao professor. Explore as nogoes de or-
dem para comparar nimeros naturais dados com dezenas, centenas,
milhares, e assim por diante, mais préximos. O arredondamento
é uma estratégia util, combinada ao uso da reta numérica, para
determinar a localizacdo, ainda que aproximada, de niimeros natu-
rais numa reta graduada em unidades, dezenas ou centenas, por
exemplo.

xima e minima (em graus Celsius) registradas em 2020 em quatro
localidades do planeta.

Localidades | Temperatura minima | Temperatura maxima
Toronto —-7°C 27° C
Vladivostok —21°C 26°C
Marrakesh 5°C 36°C
Bariloche —1°C 24°C

Em qual dessas localidades houve maior amplitude térmica, isto é,
maior diferenca entre as temperaturas minima e maxima?

Exercicio 1.27 Felipe entrou numa loja de eletronicos com R$ 5000,00
e comprou um smartphone e um relégio digital. Sabendo que esses
itens custaram, respectivamente, R$3187,00 e R$ 839,00, quanto
do dinheiro de Felipe sobrou?

‘ Exercicio 1.26 A tabela abaixo representa as temperaturas mé-

N
ZSISEDU

\ S A
nlep\ CIENTISTA CHEFE

uuuuuu

<) AVALIAGAO
|| DIAGNGSTICA.
| po ensino mepio



) R$974,00.
) R$ 1813,00.
¢) R$1974,00.
) RS
) R$

2974,00. &
4161,00.

Solucdo. Efetuando a soma dos valores, em reais, dos itens que
Fehpe comprou, obtemos

2\

111
3187
+ 839
4026

Portanto, Felipe gastou R$4026,00 na compra. Visto que ele tinha
R$5000,00, a subtracao

5000 — 4026 = 5000 — (4025 + 1) =975 — 1 =974

nos dé o valor, em reais, do restante do dinheiro de Felipe. Assim, a
alternativa (a) é a correta. [ |

Exercicio 1.28 Um fazendeiro mediu sua terra, de formato retangu-
lar, para cercé-la inteiramente com uma cerca de madeira. Quantos
metros de cerca ele devera fazer, se sua fazenda possui 1500 metros
de largura por 2789 metros de comprimento?

(a)
(b) 4289 metros.
¢) 8000 metros.
)
)

3000 metros.

(
(d) 8578 metros.
(e) 9000 metros.

e, N |

/

Solucdo. Antes de resolver o problema, devemos observar que
um retangulo possui 4 lados. Os lados da frente e do fundo medem
1500 metros, pois essa ¢ a medida da largura do retangulo que forma o
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terreno. Entao, esses dois lados medem, ao todo, 1500 4+ 1500 = 3000
metros. Os dois lados da lateral do retangulo medem 2789 metros, que
¢é a largura do terreno. Seu comprimento total é 5578 metros, pois

111
2789

+2789
5578

Assim, a metragem total da cerca que o comerciante deverd comprar
¢ de 3000 + 5578 = 8578 metros:

3000
+5578
8578

A alternativa correta é a de letra (d). [ |

Exercicio 1.29 Certa escola organizou uma gincana de Matemética
que foi disputada por 3 equipes, formadas por 2 alunos cada uma.
Ao final da gincana, foi construido um grafico com os resultados
obtidos por cada equipe. Os alunos, A, B, C, D, E, F conseguiram
as pontuagoes indicadas no grafico abaixo. Sabendo que a equipe
azul era formada pelos alunos A e B, a equipe amarela pelos alunos
C e D e a equipe vermelha pelos alunos E e F, pergunta-se: quantos
pontos fez a equipe vencedora?

Gincana de Matem:tica

(a) 131 pOIltOS Resultado por equipes
(b) 97 pontos Respostas
(c) 71 pontos 100 2z
(d) 35 pontos sof
(e) 29 pontos ol 57
“I 24 29
20 14 6
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Exercicio 1.30 A conta de Vivian tinha um saldo positivo igual
a R$850,00 e este saldo nao poderia ficar negativo. Vivian teve
de pagar R$ 142,00 da conta de dgua, R$ 198,00 da conta de luz,
R$ 48,00 da conta do celular, R$ 100,00 das compras de mercado e
R$ 35,00 de transporte. Qual o novo saldo da conta de Vivian?

R$ 525,00
$ 469,00
$ 427,00
$375,00
$327,00

(a)
(b) R
(c) R
(d) R
(e) R
Exercicio 1.31 Um marido é 10 anos mais velho que sua esposa.
Esta, por sua vez, tinha 22 anos quando o filho deles nasceu. O
filho do casal tinha 8 anos quando sua irma nasceu. Esta tltima

fez 6 anos ontem. Qual é a idade do marido?
(a) 42 anos. (b) 44 anos. (c) 46 anos. (d) 48 anos.

“» Solucdo. Uma vez que a filha completou 6 anos de idade, o filho
tem, agora, 8 + 6 = 14 anos. Logo, a esposa tem 22 4 14 = 36 anos e
0 esposo 36 + 10 = 46 anos. A alternativa (c) é a correta. [

Exercicio 1.32 Certo asteroide é visivel da Terra a olho nu a cada
67 anos, tendo sido visto pela tltima vez no ano de 1954. Qual é o
primeiro ano de nosso século em que ele tornaré a ser visto a olho
nu de nosso planeta?
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Exercicio 1.33 — PUC-RJ 2007. Um taxista trocou uma nota de 50
reais por notas de 2 reais e 5 reais num total de 19 notas. Quantas
notas de cada valor o taxista recebeu?

(a) 9 notas de 5 reais e 10 notas de 2 reais.
(b) 4 notas de 5 reais e 15 notas de 2 reais.
(c) 15 notas de 5 reais e 4 notas de 2 reais.
(d) 12 notas de 5 reais e 7 notas de 2 reais.
(e) 7 notas de 5 reais e 12 notas de 2 reais.

2. Solucdo. O valor recebido em notas de 2 reais é, por definicdo,
um namero par. Subtraindo esse valor de 50, obtemos também um
nimero par. Esse nimero par deve ser um multiplo de 5, pois é recebido
apenas em notas de 5 reais. As possibilidades sao 10, 20, 30, 40 reais
com, respectivamente, 2,4,6 ou 8 notas de 5 reais. Com 4 notas de 5
reais, ou seja, 20 reais, ficam 30 reais em 15 notas de 2. Logo, deste
modo, o taxista recebe 4 notas de 5 reais e 15 notas de 2 reais, em um
total de 10 notas. A alternativa correta é a de letra (b). |

Observacao 1.18 — Nota ao professor. Exercicios dessa natureza
podem ser resolvidos com o uso de sistemas de equagoes lineares.
No entanto, o interesse aqui é por solucoes inteiras dessas equacoes
que, neste contexto, sdo exemplos de equagdes diofantinas. A
este respeito, recomendamos ao professor a leitura de materiais
como https://rpm.org.br/cdrpm/19/9.htm

Exercicio 1.34 — ENEM 2018. Um edificio tem a numeragao dos an-
dares iniciando no térreo (T'), e continuando com primeiro, segundo,
terceiro, ..., até o ultimo andar. Uma crianga entrou no elevador
e, tocando no painel, seguiu uma sequéncia de andares, parando,
abrindo e fechando a porta em diversos andares. A partir de onde
entrou a crianga, o elevador subiu sete andares, em seguida desceu
dez, desceu mais treze, subiu nove, desceu quatro e parou no quinto
andar, finalizando a sequéncia. Considere que, no trajeto seguido
pela crianca, o elevador parou uma vez no ultimo andar do edificio.
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De acordo com as informagdes dadas, o tltimo andar do edificio
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Exercicio 1.35 — UERJ 2014 - adaptado. Cientistas da Nasa re-
calculam idade da estrela mais velha ja descoberta.

Cientistas da agéncia espacial americana (Nasa) recalcularam a
idade da estrela mais velha ja descoberta, conhecida como “Estrela
Matusalém” ou HD 140283. Eles estimam que a estrela possua
14.500 milhoes de anos, com margem de erro de 800 milhGes para
menos ou para mais, o que significa que ela pode ter de x a y anos.

Adaptado de gl.globo.com, 11/03/2013.

De acordo com as informagdes do texto, a soma x + y € igual a:

Observacao 1.19 — Nota ao professor. Esse exercicio permite a(ao)
professora(or) enveredar pelo tema da notagao cientifica, ordens de
grandeza, algarismos significativos e erros: ao mesmo tempo, envolve
habilidades previstas na BNCC, retoma operagoes aritméticas e o
sistema posicional decimal no contexto de questoes de vestibulares
e, nao menos importante, abre uma excelente oportunidade para
discutir instigantes contextos cientificos da Astronomia, Cosmologia
e exploracdo espacial. Uma atividade de avaliagdo formativa seria,
por exemplo, propor projetos que envolvessem a montagem de linhas
do tempo como o famoso Calenddrio Cosmico da série Cosmos de
Carl Sagan Wikipedia®.
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Exercicio 1.36 — Canguru 2016 - Prova J. Em oito cartoes foram
escritos exatamente um dos nimeros 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128 e
colocados numa caixa. Eva tirou alguns desses cartoes sem olhar e
Alice ficou com o resto dos cartées. Ambas somaram os nimeros
de seus cartoes, verificando que a soma de Eva era a de Alice mais
31. Quantos cartdes tirou Eva?

Exercicio 1.37 — Canguru 2014. No ntimero do ano 2014, os alga-
rismos sao diferentes e o ultimo algarismo é maior do que a soma
dos outros trés algarismos.

Antes de 2014, ha quantos anos isto aconteceu pela tltima vez?

(a
(b
(c) 30
(d) 39
(e) 485.

1
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Exercicio 1.38 Num jogo de futebol americano, os “Cagadores” ven-
ceram os “Gladiadores” por uma diferenca de 59 pontos. Se os
“Cagadores” fizeram 163 pontos, quantos pontos fizeram os “Gladia-
dores”?

(a) 59 pontos.
(b) 63 pontos.
(c) 80 pontos.
(d) 104 pontos.
)

(e) 222 pontos.

Exercicio 1.39 — UFRGS. O dispensador de dinheiro do caixa ele-
tromnico de um banco foi abastecido apenas com cédulas de R$ 5,00
e de R$20,00. Um cliente, ao realizar um saque, constatou que o
dispensador liberou 6 cédulas, dentre as quais havia pelo menos
uma de cada valor. Com base nesses dados, é correto afirmar que a
Unica alternativa que apresenta uma quantia que poderia ter sido
sacada pelo cliente é:

Exercicio 1.40 No Dia dos Pais, numa promoc¢ao, uma camisa e
uma calga custavam, juntas, R$190,00. Sabendo que a camisa
custava R$ 30,00 a mais que a calca, qual era o preco da camisa?

R$ 190,00.

R$110,00.

(a
(b

)
)
(c) R$80,00.
(d) R$30,00.
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. Solucdo. Se os dois objetos tivessem o mesmo preco, cada um

custaria R$ 95,00, pois 95+95 = 180+ 10 = 190. No entanto, para que
a diferenca entre os precos fosse de R$ 30,00, precisariamos aumentar
R$ 15,00 no preco de um e diminuir R$ 15,00 no prego do outro. Ou
seja, o preco da camisa deveria ser 95 4 15 = 110 reais e o prego da
calga deveria ser 95 — 15 = 80 reais. A alternativa correta é a de letra

(b). n

@

Exercicio 1.41 A soma de dois niimeros é 104 e sua diferenca é 32.
Qual é o valor do maior desses dois ntimeros?

Observacdao 1.20 — Nota ao professor. Use este tipo de exercicio
como uma introducdo ao pensamento algébrico sem, contudo, ne-
cessariamente modelar o problema em termos de equacoes lineares
e tentar resolvé-lo unicamente pelos métodos corriqueiros (e.g.,
eliminagdo ou substitui¢do). Importante desenvolver estratégias
baseadas em raciocinio légico, como o método da “falsa posicao” que
usamos no exercicio anterior. Sobre o método da falsa posicgao,
veja https://en.wikipedia.org/wiki/Regula_falsi

Exercicio 1.42 — UFSJ 2004. Entre os niimeros abaixo discriminados,
o UNICO que pode ser escrito como a soma de trés ntimeros inteiros
consecutivos é

) —30522.
) 28613.

(c) —34811.
) 25432.

oA
&)

> Solucdo. Podemos representar os trés nimeros inteiros como
n —1,n,n+ 1. Somando estes niimeros, temos

(n—1)+n+(n+1)=n+n+n=3xn.

Portanto, a soma desses trés nimeros deve ser um maultiplo de 3. O
Unico nimero, nas alternativas, com esta propriedade é —30.522. De
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fato, temos
—30.522 = —10.174 — 10.174 — 10.174.

Logo,
—30.522 = —-10.173 — 10.174 — 10.175

Exercicio 1.43 — ENEM 2010 - PPL. Nos tltimos anos, a corrida de
rua cresce no Brasil. Nunca se falou tanto no assunto como hoje, e
a quantidade de adeptos aumenta progressivamente, afinal, correr
traz inimeros beneficios para a saude fisica e mental, além de ser
um esporte que nao exige um alto investimento financeiro.

Disponivel em: http://www.webrun.com.br. Acesso em: 28 abr. 2010.

Um corredor estipulou um plano de treinamento diario, correndo
3 quilémetros no primeiro dia e aumentando 500 metros por dia,
a partir do segundo. Contudo, seu médico cardiologista autorizou
essa atividade até que o corredor atingisse, no maximo, 10 km de
corrida em um mesmo dia de treino.

Se o atleta cumprir a recomendagao médica e praticar o trei-
namento estipulado corretamente em dias consecutivos, pode-se
afirmar que esse planejamento de treino sé poderd ser executado
em, exatamente,

(a) 12 dias.
(b) 13 dias.
(c) 14 dias.
(d) 15 dias.
(e) 16 dias.

o

“» Solucdo. Segundo o plano de treinamento didrio, a cada dia o
corredor percorre 500 metros a mais. Portanto, corre 500+ 500 = 1.000
metros ou 1 quilémetro a mais a cada 2 dias. Portanto, comegando
com 3 quilémetros por dia, chega a 10 quilémetros por dia, ou seja,
7 quilémetros a mais, por aumentos progressivos em 7x2 = 14 dias
depois do primeiro dia. Portanto, todo o treinamento deve durar 15
dias, o que corresponde a alternativa (d). [
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Exercicio 1.44 Calcule a soma
1+2+34+...4+98+99 + 100

dos 100 primeiros nimeros naturais.

D)

~» Solucdo. Somando os ntimeros naturais de 1 a 100 duas vezes,

Q)

&

uma em ordem crescente, outra em ordem decrescente, temos

1 +2 +3 +...4+98 +99 +100
+100+99 +98 +...+3 +2 +1
1014101 +101+...4+ 101+ 101+ 101,

ou seja, duas vezes a soma dos nimeros naturais de 1 a 100 equivale
a 100 vezes o nimero 101. Logo, a soma ¢é dada por

101 +101 41014 ...+ 101+ 101 + 101

50 vezes

Concluimos que a soma dos nimeros naturais de 1 a 100 é igual a
5.050. [

Observacdo 1.21 O raciocinio que usamos para resolver este pro-
blema se aplica ao calculo da soma dos niimeros naturais de 1 a n,
para um dado n > 1. Duas vezes esta soma equivale a n somas de
1 e n. Portanto, a soma é dada por

%XnX(n—i—l). (1.1)

Calculamos, deste modo, a soma dos 200 primeiros nimeros naturais
como sendo

1
5 <200%(200 + 1) = 100x201 = 20.100

Observacdo 1.22 — Nota ao professor. A discussao deste problema
e de sua generalizacao para n € N qualquer parece um ponto ideal
para trabalhar a nocdo de demonstracdo. Em particular, pode ser
um momento para apresentar a construcao indutiva dos nimeros
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naturais e o Principio da Inducao Finita. Note que “o passo da
induc¢do” na demonstracao da expressio acima para a soma dos n
primeiros niimeros naturais é dado apenas observando que

1 1
éan(n—i- D4+ (n+1)= §(n+ 1)x(n+2).

Exercicio 1.45 — ENEM 2014 - PPL. Um ciclista participard de uma
competicdo e treinard alguns dias da seguinte maneira: no primeiro
dia, pedalard 60 km; no segundo dia, a mesma distancia do primeiro
mais r km; no terceiro dia, a mesma distancia do segundo mais r
km; e assim sucessivamente, sempre pedalando a mesma distancia
do dia anterior mais 7 km. No tltimo dia, ele devera percorrer 180
km, completando o treinamento com um total de 1 560 km.

A distancia r que o ciclista deverd pedalar a mais a cada dia,
em km, é

(a) 3. (b) 7. () 10. (d) 13. () 20.

2\

“» Solucdo. A soma das distancias percorridas nesses d dias pelo
ciclista é igual a 1560 quilometros e é dada por

60+ (60+7)+(60+r+7r)+...+(60+7r+...4+7),
~—_———

d—1 vezes

expressdo em que o numero 60 aparece d vezes. Rearranjando as
parcelas (gragas a comutatividade e associatividade da adi¢ao), temos

1.560 =60+ ... +60+r +2xr+ ...+ (d—1)xr
~—_————

dvezes

Usando a expressao na Observagdo 1.21 para n = d — 1, temos

1.560 = 60xd + rx(1+2+...+ (d—1))
1
= 60Xd+rX§X(d— 1)x(d—1+1)

1
= 60xd + §><r><(d — 1)xd.
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Agora, considere a informagao de que, no ultimo dia, o ciclista percorreu
180 quilémetros. Portanto,

60+7+...+7r =060+ rx(d—1) = 180.
N————

d—1vezes

Logo, rx(d — 1) = 180 — 60 = 120. Substituindo este dado nas
expressoes anteriores, obtemos

1
1.560 = 60xd + 5120Xd
= 60d + 60d = 120d.

Concluimos que d = 13 e r = 10, o que corresponde a alternativa de
letra (c). [ |

Observacdo 1.23 — Nota ao professor. A solugao tornou-se mais
longa porque embutimos na discussao a demonstracao da expressao
da soma dos n primeiros termos de uma progressao aritmética. De
modo geral, se uma progressdo aritmética tem primeiro termo dado
por a e uma razao r, a soma dos seus n € N primeiros termos pode
ser deduzida a partir da expressao da soma dos n primeiros nimeros
naturais:

at+(a+r)+...+a+(n—Dr]=nxa+rx[l+...4+ (n—1)]
1
=nxa+§X(n—1)X(n—1+1)xr
1
:nxa+§n(n—1)r

= %n[a-l—a—I— (n —1)xr]

Exercicio 1.46 — Canguru 2016 - Prova J. O pequeno Lucas inven-
tou seu préprio meio de representar nimeros negativos antes de
aprender a usar o sinal de menos. Contando de tras para a frente, ele
escreve: ...,3,2,1,0,00,000,0000,... Dessa forma, se ele calcular
a soma 000 4 0000, que nimero ele escrevera com sua notacao?
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(a) 1.

(b) 00000.
(c) 000000
(d) 0000000
(e) 00000000

2\

©» Solucdo. Observe que 00 representa o nimero —1, 000 representa
o numero —2, 0000 representa o nimero —3, e assim por diante. Logo,
000 4 0000 equivale a —2 + (—3) = —5. O ntimero —5 é representado
por uma sequéncia de 6 zeros, isto é, por 000000, o que corresponde a
alternativa (c). [

Exercicio 1.47 — FUVEST 2006. Um numero natural N tem trés
algarismos. Quando dele subtraimos 396 resulta o niimero que é
obtido invertendo-se a ordem dos algarismos de N. Se, além disso,
a soma do algarismo das centenas e do algarismo das unidades de
N ¢ igual a 8, entdo o algarismo das centenas de N ¢é

a
b
¢

d
e

I~ N
S e N N
o N & & >

2. Soluc@o. Como o nimero N tem trés algarismos, pode ser de-
composto como
N = 100xa + 10xb + ¢,

onde a, b e ¢ sdo algarismos (de 0 a 9, sendo que a ndo é 0). Subtraindo
396 de N, obtemos, de acordo com o enunciado, o nimero

M = 100xc 4 10xb + a.
Portanto, subtraindo M de N, obtemos 396:
100xa 4 10xb + ¢ — (100xc + 10xb + a) = 396

Logo,
99a — 99¢ = 396.
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Mas 396 = 99x4. Deduzimos que a—c = 4. Como a soma do algarismo
das centenas a e do algarismo das unidades c é igual a 8, temos a+c¢ = 8
e, portanto

a—c=4,
a+c=2_8.

Concluimos que a = 6 e ¢ = 2. A resposta correta é a alternativa de
letra (c).
|

Exercicio 1.48 — Canguru 2016 - Prova J. As faces de um dado sao
numeradas de 1 a 6, de modo que a soma dos nimeros em faces
opostas é a mesma. Os numerais impares 1, 3 e 5 sdo transformados
nos impares —1, —3 e —5 , com o acréscimo do sinal de menos. Se
langarmos dois dados iguais a esse, qual dos nimeros a seguir nao
pode ser a soma dos dois resultados?

Exercicio 1.49 — KangoTreino (adaptado).

Geraldinho quer apagar nimeros do quadro ao 1

lado de modo que sempre que ele apaga um i
<

algarismo dever remover todas as cépias do
mesmo. Ele quer deixar apenas trés algarismos
distintos de forma que a soma deles seja a
menor possivel. Qual é a soma dos valores dos
numeros que ele deverd apagar?

(2) 10. (b) 34. (c) 36. (d) 38. () 40.

~» Solucdo. Vamos primeiro reorganizar os niimeros do quadro, do

D

menor para o maior, considerando as repetigoes:
0,0,1,1,2,2,3,3,4,5,6,6,7.
A soma de todos eles ¢é igual a:

O+0+1+1+2+2+3+3+4+5+6+6+7=40.
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e A soma dos ‘0’s do quadro é 0.
e A soma dos ‘1’s do quadro é 2.
e A soma dos ‘2’s do quadro é 4.
e A soma dos ‘3’s do quadro é 6.
e A soma dos ‘4’s do quadro é 4.
e A soma dos ‘5’s do quadro é 5.
e A soma dos ‘6’s do quadro é 12.
e A soma dos ‘7’s do quadro é 7.

As trés menores somas possiveis sdo 0, 2 e 4 e elas somam um total
de 0+ 24+ 4 = 6. Tal soma pode ser obtida deixando no quadro os
nameros 0, 0, 1, 1, 2 e 2, ou deixando os niimeros 0, 0, 1, 1 e 4. Em
todo caso, a soma dos algarismos que foram apagados é:

40 — 6 = 34.
Assim, a alternativa correta é a de letra (b).

Exercicio 1.50 — Circulos Matemdticos de Moscou. Joao e Can-
dido estdo usando uma balanca de mola para pesar suas mochilas.

Quando pesadas separadamente, a balanga mostra 3 kg e 2 kg;
quando sdo pesadas juntas, a balanca mostra 6 kg.

— “Isto nao pode estar certo”, disse Candido. “Dois malis trés
nao é igual a seis!”

— “Vocé nao estd vendo?”, respondeu Joao. “O ponteiro da
balanga nao esta no zero.”
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Quanto as mochilas pesam de fato?

-
@\

2+ Solucdo. Se X é o valor exibido na balanga quando nenhum peso
estd sobre ela, entao as informacdes apresentadas podem ser expressas
assim:

e Quando a mochila de Jodo é pesada, a balanca mostra seu peso
real somado a X (veja que, se X for negativo, entdo isso significa
que a balanga mostra menos que o peso real). Portanto, o peso
real da mochila de Jodo é 3 — X.

¢ Quando a mochila de Candido é pesada, a balanca mostra seu
peso real somado a X (novamente aqui, se X for negativo, entdo
isso significa que a balanga mostra menos que o peso real).
Portanto, o peso real da mochila de Candido é 2 — X.

e Quando as duas mochilas sdo pesada juntas, a balanca mostra a
soma de seus pesos reais acrescida de X. Portanto, a soma dos
pesos reais das mochilas é 6 — X.

Assim,
6—-X=B-X)+(2—-X)=5-2X,

oquenos da 2X — X =5—6, isto é, X = —1. Portanto, as mochilas de
Jodo e Candido pesam, efetivamente, 3—(—1) = 4kg e 2—(—1) = 3kg,
respectivamente. A alternativa correta é (c). [ |

Exercicio 1.51 O visor das calculadoras comuns possui espaco mé-
ximo para oito algarismos. Se digitarmos nela o maior nimero
possivel e, em seguida, subtrairmos dele o maior nlimero par possi-
vel, a que resultado chegaremos?
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Exercicio 1.52 — OBMEP (adaptada). Numa adicao de 7 parcelas
foram adicionadas 3 unidades a cada uma das parcelas. Na nova
operagao, 0 que ocorre com a soma original das parcelas?

(a
(b) E acrescida de 3 unidades.

) Nao se altera.

)
(c) E acrescida de 7 unidades.
(d)

)

d) E acrescida de 21 unidades.
(e) E acrescida de 3 parcelas.

2) = X ox
“» Solucdo. Como nao sao informadas as 7 parcelas (e tampouco
precisaremos dessa informagao), escrevemos a soma delas como

A+B+C+D+E+F+CG.

Somando 3 unidades a cada parcela e usando a comutatividade e
associatividade da adicdo, calculamos

(A+3)+(B+3)+(C+3)+(D+3)+(E+3)+ (F+3)+(G+3)
=(A+B+C+D+E+F+G)+(3+3+3+3+3+3+3)
=(A+B+C+D+E+F+G)+21.

Logo, a soma inicial é acrescida, isto é, aumentada, em 21 unidades.
A alternativa correta é a de letra (d). [ |

Exercicio 1.53 —FGV-RJ 2016. O nuimero 2016 pode ser decomposto

como a soma de dois nimeros naturais impares de varias maneiras.

Por exemplo, 1+ 2015 e 13 4 2003 sao duas dessas decomposicoes.

Considere que as decomposicoes 1 + 2015 e 2015 + 1 sejam iguais.
O nimero de decomposigoes diferentes é

(a) 505.  (b) 504. (c) 507.  (d) 506. (e) 503.

Exercicio 1.54 — UECE 2015. No Brasil, os veiculos de pequeno,
médio e grande porte que se movimentam sobre quatro ou mais
pneus sao identificados com placas alfanuméricas que possuem sete
digitos, dos quais trés sao letras do alfabeto portugués e quatro sao
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algarismos de 0 a 9, inclusive estes. Quantos desses veiculos podem
ser emplacados utilizando somente letras vogais e algarismos pares?

(a) 78625 (b) 78125. (c) 80626 (d) 80125

Exercicio 1.55 — UECE 2020.2. Se forem listados, em ordem cres-
cente, todos os nimeros de cinco digitos distintos obtidos com os
algarismos 2, 3, 4, 6 e 7, é correto dizer que o ntimero 62.437 ocupa
a posi¢ao (ordem) de niimero

(a) 8. (b) 10. (c) 7. (d) 9.

Exercicio 1.56 Para pagar uma conta, Débora apresentou ao caixa
uma nota de 50 reais. Contudo, ele lhe disse que o dinheiro néo
era suficiente, e entao Débora lhe deu outra nota de R$50,00. O
caixa devolveu-lhe um troco de R$ 27,00, mas Débora percebeu que
ainda faltavam 9,00 reais de troco. Qual foi o valor da compra que
Débora efetuou?

Exercicio 1.57 — Canguru 2018 - Prova J. Considere as duas distan-
cias verticais indicadas na figura. Os gatos sdo do mesmo tamanho.
Qual é a altura da mesa, em centimetros?

(a) 110.
(b) 120.
(c) 130.
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(d) 140.
(e) 150.

©

> Solucdo. Olhando para a figura, concluimos que

altura do gato em pé + altura da mesa — altura do gato deitado = 150

e
altura do gato deitado + altura da mesa — altura do gato em pé = 110

Portanto, somando os lados esquerdo e direito das duas equacgoes,

temos

W—i— altura da mesa — altura deitado
+ altura eitado + altura da mesa — W

= 150 + 110 = 260.

Concluimos que

altura da mesa = 130 centimetros.

A alternativa correta é a de letra (c) [ |

Exercicio 1.58 — UEL. O caixa de um banco trocou a ordem dos dois
algarismos do valor da conta a ser paga por um cliente, cobrando
R$ 27,00 a mais. Sendo 11 a soma dos algarismos, o valor correto a
ser pago pelo cliente era de:

“» Solucdo. O niimero, de dois algarismos, pode ser decomposto
como 10a + b, onde a e b sdo algarismos de 0 a 9, com a diferente
de 0. Trocando a ordem dos algarismos, obtém-se o niimero cuja
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decomposicao decimal é 10b + a. A diferenga entre os dois valores é
igual a 27 reais. Portanto,

106+ a — (10a + b) = 27,
ou seja
96 — 9a = 27,

o que implica que b —a = 3. Como os algarismos tém soma igual a 11,
isto é, b+ a = 11, concluimos que b =7 e a = 4. Logo, o valor correto
a ser pago ¢ R$47,00. A alternativa correta é a de letra (c). |

Exercicio 1.59 — OBMEP 2016. Janaina escreveu no quadro-negro
dois nimeros cuja soma ¢é igual a 1357. Ela observou que um desses
numeros poderia ser obtido apagando o algarismo das unidades do
outro. Qual é esse algarismo?

(a) 4 (b) 5 (c) 6 (d) 7 (e) 8

P
2

Solucdo. Comecamos observando que o maior desses dois niimeros
deve ser da forma

1.000 4+ 100xA + 10xB + C,

onde A, B e C sao algarismos (de 0 a 9, portanto). Logo, o niimero
menor é da forma
100 + 10xA + B.

Somando os dois nimeros obtemos

1.000 4 100x A 4 10xB + C + (100 + 10x A + B)
=1.000 + 100 + (100 + 10)x A + (10 + 1)xB + C
—1.100 + 110xA + 11xB + C.

Por outro lado, podemos decompor o resultado da soma, 1.357, como
1.357 =1.100 + 220 4+ 33 + 4

Comparando as decomposigoes, concluimos que A =2, B=3e¢ C =4.
Portanto, o algarismo apagado é 4. A alternativa correta é a de letra
(a). [ |
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Exercicio 1.60 — Canguru 2016. Usando cada algarismo de 1 a
9 exatamente uma vez, podemos escrever trés nimeros de trés
algarismos. Qual dos niimeros a seguir nao pode ser a soma desses
trés nimeros?

se formar varios nimeros de trés algarismos distintos. Qual é a
soma de todos esses niimeros?

Exercicio 1.62 — OBMEP 2012. Ana escreveu cinco nimeros em uma
folha de papel. Escondendo cada um deles e somando os outros
quatro, ela obteve os seguintes resultados: 29, 32, 35, 39 e 41. Qual
é a soma do maior com o menor dos nimeros que Ana escreveu?

1

=

a
b
¢

d

[§]

—~ —~
— —
go &N

S N N N N
o —
S 0

—_—~ N~

Observacdao 1.24 No sistema de numeracao binério, ou de base 2,
um numero natural é escrito como somas de poténcias de 2. Por

| Exercicio 1.61 — OBMEP 2011. Com os algarismos 1, 4, 6 e 8 pode-
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exemplo, temos

16 = 24,
17=2*+1=2*+20, 18 =2 +2=2% 42

e assim por diante. Assim sendo, escrevemos esses nimeros em base
2 da seguinte forma, respectivamente:

16 = 1000,
17 = 1001, 18 = 1010.

Repare que, nas expressoes do lado esquerdo, usamos o sistema
decimal e, no lado direito, o sistema binario. Quando uma dada
poténcia aparece na decomposi¢ao binaria, temos o algarismo 1 na
posicao correspondente; se ndo aparece, pomos o algarismo 0.

Para tornar a linguagem mais clara, lembre-se, por exemplo,
Obs que a poténcia 25, por exemplo, significa o produto

2x2x2x2x2x2
—_—
6 vezes
em que a base 2 aparece 6 vezes como fator no produto. O
nimero 6 é o expoente. Sendo assim, o ntmero 70, por

exemplo, pode ser decomposto em poténcias de 2 do seguinte
modo:

T0=64+6=64+4+2=204+9242%

Portanto, 70 seria escrito como 1000110 no sistema de numera-
¢ao bindario.

Exercicio 1.63 — ENEM 2016. Computadores utilizam, por padrao,
dados em formato bindrio, em que cada digito, denominado de bit,
pode assumir dois valores (0 ou 1). Para representacgao de caracteres
e outras informagoes, e necessario fazer uso de uma sequéncia de
bits, o byte. No passado, um byte era composto de 6 bits em alguns
computadores, mas atualmente tem-se a padronizagdao que o byte é
um octeto, ou seja, uma sequéncia de 8 bits. Esse padrao permite
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representar apenas 28 informacoes distintas.

Se um novo padrao for proposto, de modo que um byte seja
capaz de representar pelo menos 2 560 informacgoes distintas, o
nimero de bits em um byte deve passar de 8 para

pode ser expresso, de modo tnico, como soma de poténcias de 2.
Exemplos: 63 = 20 + 21 4 22 + 23 4 2% 4 25 (seis parcelas), 64 = 2°
(uma parcela), 68 = 22 + 26 (duas parcelas). O nimero de parcelas

Exercicio 1.64 — UECE 2019.1. Qualquer nimero inteiro positivo
na expressao de 2018 como soma de poténcias inteiras de 2 é

(a) 8. (b) 10. () 7. (d) 9.

.
@\

> Solucdo. A poténcia de 2 mais prozima e menor que 2.018 é
1.024 = 219, Tomando a diferenca, temos

2.018 —1.024 =2.018 — 1.018 — 6 = 1.000 — 6 = 994.

Agora, a poténcia de 2 mais préxima e menor que 994 é 512 =29, A
diferenca, agora, é dada por

994 — 512 = 482.

Desta vez, aproximamos 482 por 256 = 28, com diferenca dada por
482 — 256 = 226. Por sua vez, 226 é aproximado por 128 = 27, com
diferenca igual a 98. Procedendo iterativamente deste modo, temos

98 =64+ 34 =25+ 34
34 =32+2=2% 420

Concluimos que
2.018 =210 4+ 29 4 28 4+ 97 4 96 4 95 4 9l

A alternativa correta é a de letra (¢), ou seja, 7 parcelas. |
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Secédo 1.4 P. 68

Observacdao 1.25 Decorre da solugao que 2.018 é escrito no sistema
de numeragao binario, ou de base 2, como

11111100010.

Exercicio 1.65 — PUC-RJ 2008. A soma dos niimeros inteiros x que
satisfazem 2z + 1 < x + 3 < 4z é:

Exercicio 1.66 — Circulo Matemdtico Moscou. O que é maior, a
soma de todos os niimeros pares de 0 a 100 ou a soma de todos os
nimeros impares de 1 a 997 Por quanto?

\

2= Solucdo. Veja que a soma de todos os pares de 0 a 100 pode ser

&

escrita como

04+2+4+4...4 98+ 100
—(14+D)+B+D+...+(97+1)+ (99 +1)
=143+ 4+97+99+ (1 +1+...+1+1)

50 vezes

Concluimos que a soma dos niimeros pares de 0 a 100 é igual a soma
dos niimeros impares de 1 a 99 mais 50. |

Exercicio 1.67

Na adigao ao lado, simbolos iguais representam A
um mesmo algarismo e simbolos diferentes re- AN
presentam algarismos diferentes. Substitua esses + O
simbolos por algarismos, de modo que a adicao N

tenha sentido.

Y

. Solucdo. Observe que a adigdo acima parece uma equacgio. De

fato, fazendo uso das propriedades do sistema de numeracdo decimal,
a adicdo equivale a

A+ A+0=10x0+ A,
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ou seja, a A = 9x[J. Como A é um algarismo, vale no maximo 9.
Portanto, devemos necessariamente ter [1 = 1, pois, se [ fosse maior
que 1, entdo A teria dois algarismos; e se [1 = 0 terfamos [1=A =0
(mas os simbolos deveriam ser diferentes). Assim, A = 9. [

Exercicio 1.68 — OBM. A adicao a seguir estd incorreta.

742586
+829430
1212016

Entretanto, se substituirmos todas as ocorréncias de certo algarismo
a por outro algarismo b, a conta ficard correta. Qual é o valor de
a+0b?

(a) 6. (b) 7. (c) 8. (d) 9.

. Solucdo. Comecamos executando o algoritmo da adicdo, para
descobrir a partir de qual coluna a soma estd incorreta. A primeira
coluna dé direita nos da 6 +0 = 6 (correto). A coluna a seguir traz
8+3 = 11, o que nos faz, no resultado, escrever 1 na coluna das dezenas
e levar 1 para a coluna das centenas (correto). A seguir, somamos
14+5+4 = 10, escrevemos 0 no total e levamos 1 para a proxima coluna
da direita (correto). A soma da préxima coluna entdo é 14+2+9 = 12,
e vai 1 de novo (correto). Na adicdo feita na quinta coluna aparece o
primeiro erro, pois 1 + 4 + 2 = 7 mas, no resultado, hd um algarismo 1
nessa coluna. Assim, na quinta coluna temos de trocar ou o algarismo
4, ou o algarismo 2 ou o algarismo 1.

O algarismo 1 nao pode ser trocado diretamente por um nimero a
nossa escolha, pois ele vem da soma da coluna anterior. Veja que em
uma soma com apenas 2 parcelas, o nimero que vai de uma coluna
para outra s6 pode ser 0 ou 1 (j4 que a soma de dois algarismos é
no maximo 18 e a esta soma adicionamos no méaximo 1 que vem da
coluna que o antecede). Logo, s6 teriamos chance de trocar esse 1 por
0, mas isso nao resolve o problema na coluna da dezena de milhar.

Se trocarmos o 4, devemos troca-lo por 8 (pois 1 +8+2 = 11), mas
isso estraga a adigao feita na terceira coluna (ou seja, na coluna das
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Secdo 1.4 P.70

centenas). Se trocarmos o 2, devemos trocéa-lo por 6 (pois 1+4+6 = 11),
e veja que isso ndo estraga nem a adi¢cdo da quarta coluna (pois
1+6+9=16) nem a da sexta coluna (pois 1 + 7+ 8 = 16). Assim,
essa é a substituicdo indicada, a qual nos da

746 586
+869 430
1616 016

Portanto, a = 2 e b = 6, de forma que a + b = 8. A alternativa
correta é a de letra (c). [ |

Exercicio 1.69

Na conta ao lado, cada letra representa um UFC

algarismo nao nulo. Qual é o algarismo repre- + UF

sentado pela letra C? " 501
(a) 1. (b) 4. (c) 5. (d) 6. (e) 7.

\

Q

> Solucdo. Sabendo que os algarismos siao todos nao nulos, podemos
bservar que:

0

e somando os algarismos das unidades, obtemos C + F = 11, ou
seja, C e F sdo tais que na casa das unidades do resultado fica
um e vai um;

o somando os algarismos das dezenas, obtemos 1+ F 4+ U = 10, ou
seja, F e U s@o tais que na casa das dezenas do resultado fica
Zero e vai um;

e somando os algarismos das centenas, obtemos 1+ U = 5.

Assim, U=5—-1=4,F=10—1-U=5 e C=11—-F = 6. Portanto,
a alternativa correta é a de letra (d). [ |

Exercicio 1.70 — OBMEP. Na conta abaixo, cada letra representa um
algarismo diferente. Qual é o algarismo representado pela letra P?

<) AVALIAGAO
DIAGNOSTICA
| po ensino mepio

v%.SISEDU o

\ S
mph CIENTISTA CHEFE




P71 Secdo 1.4
OBMEP
& OBM
20000
(a) 1 (b) 2 (c) 3 (d) 4 (e) 5

4 Solucdo. Vejam que a soma de dois algarismos distintos nido pode
ser igual a zero (caso contrario, cada um deles deveria ser 0). Além
disso, é no maximo 18. Assim, observamos que:

somando os algarismos das unidades, obtemos P + M = 10, ou
seja, P e M sdo tais que na casa das unidades do resultado fica
Zero e vai um;

somando os algarismos das dezenas, obtemos 1+ E + B = 10, ou
seja, E e B sdo tais que na casa das dezenas do resultado fica
Zero e vai um;

somando os algarismos das centenas, obtemos 1 + M + O = 10,
ou seja, M e O sdo tais que na casa das centenas do resultado
fica zero e vai um;

somando os algarismos unidades de milhar, obtemos 1 + B = 10,
ou seja, B é tal que na casa das unidades de milhar do resultado
fica zero e vai um;

somando os algarismos das dezenas de milhar, obtemos 1+0 = 2.

Assim,

0=2-1=1, B=10-1=9, M=10-1-0=38,
E=10-1-B=0 e P=10—M=2.

Portanto, a alternativa correta é a de letra (b). [

Exercicio 1.71

Na subtragdo ao lado, cada letra representa 711

um algarismo ndo nulo. Qual é o algarismo - AB

representado pela letra C? ABC
(a) 5 (b) 6 (c) 7 (d) 8 (e) 9
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. Solucdo. Inicialmente, observemos que a subtracio 701 — AB =

ABC ¢ equivalente a soma ABC 4+ AB = 711, ou seja,

ABC
+ AB
711

@

Desta forma, sabendo que os algarismos sao todos nao nulos, pode-
mos proceder como nos exercicios anteriores:

o somando os algarismos das unidades, obtemos C 4+ B = 11, ou
seja, C e B sdo tais que na casa das unidades do resultado fica
um e vai um;

o somando os algarismos das dezenas, obtemos 1+ B + A = 11,
ou seja, B e A sdo tais que na casa das dezenas do resultado fica
um e vai um;

e somando os algarismos das centenas, obtemos 1 + A = 7.

Assim, A=7-1=6,B=11-1-A =4 ¢ C=11—B = 7. Portanto,
a alternativa correta é (c). [ |

Exercicio 1.72 — PISA (adaptado). Um pendrive é um pequeno pe-
riférico removivel que permite o armazenamento de dados. Ivan pos-
sui um pendrive com capacidade de 1 GB ( equivalente a 1000 MB),
para arquivar suas musicas e fotos. O diagrama abaixo apresenta a
ocupacao atual do espaco de seu pendrive:

Ocupacao do espago no pendrive

B Musicas (650 MB)
[] Fotos (152 MB)
B Espaco Livre (198 MB)
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Ivan deseja transferir um dlbum de fotos de 350 MB para seu pen-
drive, porém o espago nao é suficiente. Ele ndo quer apagar fotos,
mas gostaria de apagar, no maximo, dois albuns de musicas. Eis os
tamanhos dos albuns de miisicas arquivadas no pendrive de Ivan:

Album Tamanho

100 MB
75 MB
80 MB
55 MB
60 MB
80 MB
75 MB
125 MB

O O UL W N+

Apagando no méximo dois dlbuns de musicas Ivan pode liberar
espaco suficiente em seu pendrive para adicionar o album de fotos?

(a) Nao. Ivan s6 conseguird liberar espaco se apagar todos os
albuns de musicas.

(b) Nao. Ivan sé conseguird liberar espaco se apagar pelo menos
trés albuns de musicas.

(c) Sim. Ivan conseguira liberar espago, mas a unica opgao é
apagar os albuns de musicas 1 e 8.

(d) Sim. Ivan conseguird liberar espago, mas as tinicas opgoes sao
apagando os albuns de misicas 1 e 8, 3 e 8 ou 6 e 8.

(e) Sim. Ivan conseguird liberar espago, e as opgoes sdo apagar
os albuns de musicas 1 € 8,3 e 8,6¢8,2e8ou7e 8.

2\

“» Solucdo. No diagrama 1é-se que pendrive de Ivan tem 152 MB de
espago livre. Assim, para transferir o Album de 350 MB ele precisa
apagar 350 — 152 = 198 MB. Para satisfazer o problema, Ivan precisa
escolher (no maximo) dois albuns de musicas que somem, pelo menos,
198 MB. Observando a tabela, vé-se que cada um dos pares de albuns
apresentados na alternativa (e¢) somam 200 MB, pelo menos. Logo,
esta é a alternativa correta. |
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Exercicio 1.73 Pedro e seu pai, em certo momento, tinham idades
com algarismos invertidos: Pedro tinha 14 anos, enquanto seu pai
tinha 41 anos. Supondo que isso aconteceu em 1998, em que ano
essa coincidéncia voltou a acontecer?

Exercicio 1.74

Na conta ao lado, se substituirmos os simbolos
por algarismos de maneira que ela faca sentido
(simbolos iguais representando um mesmo alga-
rismo), entdo o maior valor possivel para A + O

>Iobp>D>D>

meros de 1 a 5 em cada um dos quadrados
abaixo, de tal forma que a soma dos nimeros
nos quadrados seja 25 e que em cada linha
ou coluna de quadrados nenhum niimero se
repita?

Exercicio 1.76 — OBMEP 2011. Esmeralda tem 11 notas de dois
reais, Rosa tem 7 notas de cinco reais e Nelly tem 3 notas de dez
reais. Qual é o menor nimero possivel do total de notas que devem
mudar de maos de forma que todas as mocas fiquem com a mesma
quantia?

Exercicio 1.75
De quantas maneiras podemos colocar nu-
(a) 2 (b) 3 (c) 4 (d) 5 (e) 6
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distante. Nesse pais, existem notas de 1, 2, 3, 4 e 5 taleres. De
quantas maneiras se pode pagar uma conta de 25 taleres usando
exatamente 6 cédulas?

Exercicio 1.78 — UECE 2019.1. Considere a soma dos ntmeros in-
teiros impares positivos agrupados do seguinte modo: 1+ (3 +5) +
(7T+94+11)+ (13+15+174+19) + (21 + 23 + 25 + 27+ 29) +

O grupo de ordem n é formado pela soma de n inteiros positivos
impares e consecutivos. Assim, pode-se afirmar corretamente que a
soma dos nimeros que compoem o décimo primeiro grupo é igual a

(a) 1223. (b) 1331. (c) 1113. (d) 1431.
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2 Multiplicacao e Divisao

2.1 - Somando repetidamente uma parcela @)I

Nesta se¢do, vamos voltar a histéria de nosso amigo Jodo e seu esforgo
para comprar uma motoneta.

Problema 5 Joao resolveu financiar a compra de uma motoneta
que custaria R$ 10.590,00 & vista. Caso pague uma entrada de R$
5.190,00 e 24 parcelas mensais, iguais a R$ 256,00, quanto pagard
de juros ao todo neste financiamento?

Ao fim dos 24 meses, Jodo pagard o valor inicial, ou seja, uma
entrada de R$ 5.190,00 mais 24 vezes a parcela de R$ 256,00, isto é,

256 + 256 + ... + 256

24 vezes

ou seja, precisamos somar repetidas parcelas iguais a 256. Esta adi-
c¢ao de 24 parcelas repetidas, iguais a 256, pode ser escrita como a
multiplicagao

24x256

dos nimeros naturais 24 e 256. Usaremos um algoritmo (uma sequéncia
de passos) para calcular o produto, isto é, o resultado da multiplicagdo.
O primeiro passo é usar a comutatividade e a distributividade da
multiplicacdo com relacdo a adicdo, decompondo a parcela 24 em
20 4 4:

256x24 = 256x(20 + 4)

(2.1)
= 256x20 + 256x4.

Para calcular a parcela 256x4, decompomos 256 em 200 4 50 4+ 6 e

Avms\(;xo \ GOVERNO
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usamos, uma vez mais, a distributividade:

256x4 = (200 + 50 + 6)x4
= 200x4 + 50x4 + 64
=800 + 200 + 20 + 4
=1.000 + 24 = 1.024.

(2.2)

O penultimo passo do algoritmo é calcular

256x20 = 256x2x10 = (200 + 50 4 6)x2x10
= (200x2 + 50x2 + 6x2)x10
= (400 + 100 + 12)x10
= 512x10 = 5.120.

(2.3)

Na primeira linha dos calculos acima, usamos a associatividade da
multiplicagdo. Finalmente, somamos os resultados em 2.2 e 2.3 para
obter

256x24 = 256x20 + 256x4

(2.4)
=1.024 + 5.120 = 6.144.

Na escola, costumamos utilizar um dispositivo pratico que permite vi-
sualizar mais facilmente a aplicacdo das propriedades da multiplicacao.
Para a multiplicacdo acima, esse dispositivo é:

11
22
256
x24
1024
+5120
6144

Comegamos multiplicando 4 por 6 na coluna das unidades (mais a
direita), o que resulta em 24 = 20 + 4, sendo que as 4 unidades
ficam na coluna das unidades e as 20 unidades (ou 2 dezenas) “vao”
para a coluna das dezenas, o que simbolizamos com o algarismo
2 a direita na segunda linha. Em seguida, multiplicamos 4 por 50
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(representado pelo algarismo 5 na coluna das dezenas na terceira linha),
obtendo 4x50 = 200. Somamos 200 e 20 (as 2 dezenas na segunda
linha), obtemos 2 centenas (que “vao” para a coluna das centenas
na forma do algarismo 2 & esquerda na segunda linha) e 2 dezenas
que “ficam” na coluna das dezenas. Na sequéncia, multiplicamos 4
por 200 (representado pelo algarismo 2 na terceira linha) e somamos
o resultado as 2 centenas que “foram” para a coluna das centenas,
obtendo 4x200 + 200 = 800 + 200 = 1.000. Assim, chegamos ao
resultado 1.000 4+ 20 + 4 = 1.024 na quinta linha.

Continuando o processo, multiplicamos agora 20 (representado pelo
algarismo 2 na quarta linha) e 6, obtendo 120 = 100+ 20 unidades, das
quais 100 “vao” para a coluna das centenas (o algarismo 1 na primeira
linha, & direita) e 2 dezenas “ficam” na coluna das dezenas (represen-
tadas pelo nimero 20 na sexta linha). Em seguida, multiplicamos 20
por 50, obtendo 1.000 unidades ou 10 centenas, as quais somamos a 1
centena que “foi” para a coluna das centenas, obtendo 11 centenas ou,
seja, 1 milhar (que “vai” para a coluna dos milhares, representados
pelo algarismo 1 na primeira linha, & esquerda) e 1 centena que “fica”
na coluna das centenas, na sexta linha. Por fim, multiplicamos 20
por 200 (representado pelo algarismo 2 na terceira linha), obtendo
20x200 = 4.000 ou 4 milhares; somamos o 1 milhar que “foi” para a
coluna dos milhares, obtendo 5 milhares, representados pelo algarismo
5 na sexta linha. Com estes passos, chegamos ao resultado na sexta
linha: 5.000 4 100 + 20 = 5.120.

Perceba que essas agoes sao exatamente as mesmas que detalhamos
nas linhas de (77).

Observacdo 2.1 Os algortimos de multiplicagdo ainda “dao o que
falar” em termos de pesquisa. Para um exemplo, veja os seguintes
artigos da Quanta Magazine

https://www.quantamagazine.org/

mathematicians-discover-the-perfect-way-to-multiply-20190411/

https://www.quantamagazine.org/

the-math-behind-a-faster-multiplication-algorithm-20190923/
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Observacado 2.2 E importante notar que h4 varias formas de efe-
tuar a multiplicagao, ou seja, ndo ha uma inica maneira de executar
o algoritmo da multiplicacdo! Deve-se apenas ficar atento ao uso
adequado das propriedades fundamentais, o que garante que o
resultado obtido estara correto. Por exemplo, uma estratégia al-
ternativa para calcular o produto acima é a seguinte: utilizando a
associatividade da multiplicacdo, calculamos

256x20 = 256x2x10 = 512x10 = 5.120.
E, usando a distributividade em relagao a adicdo, obtemos
256x4 = (250 + 6)x4 = 250x4 + 6x4 = 1.000 + 24 = 1.024.
Somando os dois resultados, temos
256x24 = 256%20 + 256x4 = 5.120 + 1.024 = 6.144.

Outra abordagem para simplificar as contas feitas nessas multipli-
cacao combina divisdes e multiplicacoes. Por exemplo

24x250 = 24x1.000 : 4 = 24.000 : 4 = 6.000.

24x6 = 4x6x6 = 4x36 = 2x72 = 144.

Pode-se, ainda, empregar decomposicoes diferentes das que apre-
sentamos acima, envolvendo subtragoes e divisdes, como em

256x24 = 256 (25 — 1) = 256x25 — 256x1
= (256x100) : 4 — 256 = 25.600 : 4 — 256
— (24.000 + 1.600) : 4 — 256 = 6.000 + 400 — 256
— 6.000 + 144 = 6.144.
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Outro algoritmo seria aplicar a propriedade distributiva duplamente:

256x24 = (25x10 + 6)x(2x10 + 4)
= 25x10x2x10 4 6x2x10 4+ 25x10x4 4+ 6x4
= 50x100 + 12x10 + 100x10 + 24
= 6.000 + 120 + 24 = 6.144.

Os célculos acima podem ser organizados no seguinte dispositivo
pratico:
256
x24
24
1000
120
+5000
6144

Essas abordagens alternativas permitem efetuar corretamente as
multiplicacbes de forma mais rapida e segura, porque envolvem
contas mais faceis de checar. Além disso, sugerem estratégias uteis
de célculo mental.

Observacao 2.3 — Nota ao professor. Feito este preambulo, em
que discutimos o(s) algoritmo(s) da multiplicagdo, cabe reforgar
a nocao e notacao de poténcias de dez que usamos no inicio, ao
trabalharmos com o sistema posicional decimal. Com a apresentacao
da adicao e da multiplicagdao, decomposi¢ées decimais como

6.114 = 6.000 + 100 + 10 + 4
= 6x1.000 + 1x100 + 1x10 + 4x1
= 6x10% 4+ 1x10% + 1x10 + 4x1

ficam inteiramente expiicadas e justificadas. Além disso, fica tam-
bém mais clara, por exemplo, que 10% é uma notacdo para 10x10x10,
e assim por diante.
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I 2.2 - Propriedades da multiplicacao

No que segue, vamos discutir as seguintes propriedades operatérias da
multiplicacio que justificam os diversos algoritmos usados para efetuar
essa operacao:

e comutatividade
e associatividade
o distributividade (em relacao a adigao)

A) A propriedade comutativa

A propriedade comutativa vale tanto para a adi¢do como para a multi-
plicacao. No caso da adigao, esta propriedade assegura que a ordem
em que dispomos as parcelas em uma adi¢cdo nao altera o resultado,
isto 6, ndo modifica a soma. E uma propriedade tdo ébvia que fazemos
uso dela sem nos darmos conta. Por exemplo, se andamos 3 metros
e, em seguida, mais 5 metros, percorremos a mesma distancia que se
andassemos 5 metros e, em seguida, mais 3 metros: seriam os mesmos
8 metros de percurso. Em simbolos, m +n = n + m, para todos os
naturais m e n.

A multiplicacdo também é comutativa, mas isso ndo é tao 6bvio
quanto o é para a adicdo. Por exemplo, alguém pode legitimamente
questionar se, de fato, 3 fileiras com 5 alunos tém a mesma quantidade
de pessoas que 5 fileiras com 3 alunos. Uma maneira de verificar essa
igualdade é representar as duas situagées como nas figuras abaixo:

o000
o000
o000

3x5 5x3

A figura acima, a esquerda, traz 3 colunas com 5 pontos iguais em
cada, representando a multiplicagdo 3x5 =5+ 5+ 5. Ja na figura a
direita, temos 5 colunas de 3 pontos, o que representa a multiplicagao
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5x3 = 34 34 3+ 3+ 3. E facil ver que os pontos da esquerda e da
direita formam “retdngulos” iguais, sendo que um é obtido do outro
por uma rotagao (trocando-se linhas por colunas e vice-versa). Como
ambos os “retdngulos”, 3x5 e 5x3, tém a mesma quantidade total de
pontos (a saber, 15), constatamos que 5x3 = 3x5 (ambos iguais a 15).

Observacdo 2.4 Podemos usar o argumento dos retangulos para
“provar” que um retangulo com 3 metros de base e 5 metros de altura
tem a mesma drea de um retadngulo com 5 metros de base e 3 metros
de altura. Neste caso, a area é dada pelo produto 3x5 = 5x3 =15
metros quadrados.

Podemos generalizar facilmente a discussdo acima para concluir
que mxn = nxm, quaisquer que sejam os naturais m e n.

Observacao 2.5 — Nota ao professor. O(a) professor(a) atento(a)
pode ter reparado que usamos um contexto de translagao ou de
medidas de comprimento quando tratamos da adi¢do e de sua pro-
priedade de comutatividade; e que usamos um exemplo relativo
a area para tratar da multiplicacdo e de sua propriedade de co-
mutatividade. Essas distingao entre as naturezas geométricas das
operagoes remetem a visdo grega da Aritmética. Sugerimos ao(a)
professor(a) a leitura dos artigos de D. H. Fowler e de P. McLoughlin
e M. Droujkova disponiveis no AVACED, além de outras referéncias
sobre modelos geométricos de multiplicagdo. Com isto, proponha
atividades aos alunos como a elaboragdo de rotinas no GeoGebra
para implementar as técnicas geométricas de multiplicagado usadas
pelos gregos antigos.

B) A propriedade distributiva

Ao escrevermos varias operac¢oes numa mesma sentenca, convenciona-
mos a seguinte relacdo de prioridade entre as operagoes: multiplicacoes
devem ser realizadas antes de adigoes e subtragdes. Por exemplo,

3xd0+2=15+2=1T7.
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A multiplicagao tem prioridade (em relacdo a adigdo) mesmo que ela
aparega mais a direita na expressao numérica:

24+3x5=2+15=17.

Para alterar a ordem em que as operagoes devem ser feitas e, assim,
inverter as prioridades, temos de usar parénteses, com a convengao
de que as operacOes entre parénteses devem ser realizadas antes das
outras operagdes. Assim,

3x(5 + 2) = 3x7 = 21.

A propriedade distributiva da multiplicacdo transforma uma multi-
plicacdo com parénteses em operagoes sem parénteses. Em simbolos, a
distributividade da multiplicacdo em relacdo a adigdo diz que

mx(n + p) = mxn + mxp,

para todos os numeros m, n e p. Como no caso da propriedade
comutativa, podemos visualizar a propriedade distributiva usando
retdngulos conforme vemos na Figura 2.1.

000 0000 0000600000
000 -00000—0000000000
000 0000 0000600000

3x4 3x5 3x(445) = 3x9

Figura 2.1: Representagao da propriedade distributiva organizando
objetos em retangulos.

Observacdo 2.6 Essa mesma representacdo geométrica pode ser
usada para vermos a distributividade da seguinte forma: somando
as areas de um retdngulo com 4 metros de base e 3 metros de altura
e de outro retangulo com 5 metros de base e 3 de metros de altura,
obtemos uma area total igual a de um retangulo com 4 +5 =9
metros de base e 3 de altura.

Ja a distributividade da multiplicacdo em relag¢do a subtracdo diz
que
mx(n —p) = mxn — mxp,
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para todos os niimeros m, n e p.

Faga uma figura semelhante & acima para verificar essa forma da
distributividade considerando que n > p.

Um uso interessante das propriedades distributivas é transformar
multiplicaces trabalhosas em outras mais simples, que apenas neces-
sitem de célculo mental, juntamente com adigoes ou subtracoes. Por
exemplo, para calcular 18x23 podemos fazer

18%23 = 18%(20 4 3) = 18x20 + 18x3 = 360 + 54 = 414.
Outra alternativa seria

18%23 = (20 — 2)x23 = 20x23 — 2x23 = 460 — 46 = 414.

C) A propriedade associativa

A propriedade associativa (ou simplesmente a associatividade) da
multiplicagdo de niimeros naturais diz que, se tivermos multiplicacoes
na expressao numérica, entao parénteses sdo desnecessarios. Por
exemplo, aplicando a propriedade associativa para calcular

3x5x10,

garantimos que tanto faz calcular primeiro 3x5 e, depois, multiplicar
o resultado por 10 (isto é, fazer (3x5)x10 = 15x10 = 150), quanto
calcular primeiro 5x10 e, em seguida, multiplicar o resultado por 3 (isto
é, fazer 3x(5x10) = 3x50 = 150). Em simbolos, (3x5)x10 = 3x(5x10)
e, mais geralmente,

(mxn)xp = mx(nxp),

para todos os nimeros m, n e p.

Nao vamos dar um argumento geral para justificar a ultima igual-
dade acima, mas sugerimos que vocé tente pensar em modelos para
interpretar visualmente a associatividade, tornando-a mais intuitiva,
como fizemos na subse¢ao A) para justificar a comutatividade. Desta
vez, vocé pode agrupar os pontinhos em caixas (paralelepipedos)
de dimensoes m, n e p (largura, comprimento e altura, em alguma
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Problema 6 — Circulo Matemdtico de Moscou. O que é maior,
333333x444444 ou 222222x6666677 Qual é a diferenca entre eles?

| @ R

Muita gente nao consegue fazer multiplicagbes com facilidade com papel
e caneta ou mentalmente porque nao lembra de cor os resultados de
multiplicagoes de nimeros pequenos. Para ajudar nisso, é importante
memorizar a famosa tabuada de multiplicacdo, que traz os resultados

das multiplicagdes de niimeros de 1 a 9 (veja a tabela a seguir).

6

7

9

6

7

9

8

10

12

14

16

18

© (O | W |W

12

15

18

21

24

27

Q0 |O | (N[N

12

16

20

24

28

32

36

10

15

20

25

30

35

40

45

12

18

24

30

36

42

48

o4

14

21

28

35

42

49

56

63

16

24

32

40

48

56

64

72

© (oo || [ot [ | |0 (=[x
O |0 || |0 [W (N |[—= [

18

27

36

45

54

63

72

81

Figura 2.2: A tabuada de multiplicagdo.

Escrever os resultados da tabuada de multiplicagdo é bastante
simples, se virmos o preenchimento da tabela como uma espécie de
Sudoku' no qual os nimeros em cada casa tém certas propriedades

faceis de lembrar, e que listamos a seguir:

(a) A tabuada de multiplicagdo por 1 néo oferece resisténcia.

'Sudoku é um famoso quebra-cabeca baseado na colocacio 16gica de niimeros

sobre um tabuleiro.
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(b) A tabela é simétrica em relagao a diagonal descendente. Isso
segue da comutatividade da multiplicagdo. Por exemplo, 5x4 =
4x5 = 20 sdo entradas simétricas em relacdo a diagonal descen-
dente.

(¢) A coluna (ou linha) do 9 é montada iniciando pelo nimero 09 e
fazendo o digito da dezena aumentar de 0 a 8 & medida que o
da unidade diminui de 9 a 1. Realmente, os resultados de 9xk
quando k varia de 1 a 9, sdo sucessivamente iguais a 09, 18, 27,
..., 72, 81.

(d) Para lembrar a tabuada de multiplicagdo do 4, podemos observar
que, como 4xk = 2x(2xk), obtemos a tabuada de 4 multiplicando
por 2 os resultados da tabuada de 2.

(e) Da mesma forma, como 8xk = 4x(2xk), para escrever os resul-
tados da tabuada do 8, multiplicamos os resultados da tabuada
do 2 por 4.

(f) Um raciocinio analogo vale para a tabuada do 6, se ja soubermos
as tabuadas do 2 e do 3, pois 6xk = 2x(3xk) = 3x(2xk).

(g) Os resultados da tabuada de multiplicacao por 5 sao faceis de
memorizar, ainda mais se lembrarmos que multiplicar por 5 é
o mesmo que multiplicar por 10 (e, para isso, basta adicionar
um zero a direita do nimero) e, em seguida, dividir o resultado
por 2. Por exemplo, podemos calcular 7x5 = 7X210 = % = 35.

(h) A tabuada de multiplicagdo por 7 pode ser lembrada usando a
simetria da tabela: 7xk = kx7. Por exemplo, se ja sabemos a
tabuada do 4, segundo a qual 4x7 = 28, entdo sabemos também
que 7x4 = 28.

Os numeros na diagonal descendente sao os quadrados dos niimeros
delad9.

Aprende-se, portanto, a tabuada da multiplicagdo, ndo por memori-
zacao direta, mas aplicando-a e observando suas propriedades.

Observacdo 2.7 — Nota ao professor. Um mito educacional pre-
valente é de que, na era da internet, memorizar fatos e treinar
procedimentos deveriam dar lugar ao desenvolvimento direto de
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competéncias como aprender a aprender. Neste material, traba-
lhamos para ampliar a compreensao e o uso reflexivo dos proce-
dimentos de calculo aritmético, mas nao desconhecemos a impor-
tancia de ajudar os aprendizes a desenvolver, em sua memoria
de longo prazo, modelos mentais que os tornem aptos e destros
nesses procedimentos. Os achados da Psicologia Cognitiva mos-
tram como, desta forma, “liberamos” a memoria de trabalho, que
¢é limitada, quando esta é demandada a resolver problemas com-
plexos ou em contextos novos. A respeito desses temas, sugerimos
uma pesquisa sobre os textos, palestras e blogs de Daisy Chris-
todoulou https://daisychristodoulou.com/blog/, Daniel Wil-
liangham http://www.danielwillingham.com/articles.html e
da Iniciativa Educacdo https://www.iniciativaeducacao.org/
pt/ed-on/ed-on-artigos

Tampouco ignoramos a relevincia cognitiva de que os alunos
trabalhem a partir de seus erros, reconhecendo-os (em vez de fica-
rem desmotivados ou se perceberem como ineptos) e criando, sob
supervisao do professor, métodos e estratégias flexiveis e matemati-
camente corretas. Isto vai além de uma mera destreza, mecanica e
irrefletida, nos algoritmos usuais, admitidos como regras que devam
ser seguidas sem justificativas. Sobre estes pontos, recomendamos a
leitura dos textos de Jo Boaler e dos pesquisadores que lidam com
as Mentalidades Matemdticas.

Problema 7 Somando os ntimeros impares em sequéncia, obtemos
quadrados dos nimeros naturais. Vejamos:

1+3=4=2%
g =0 =g"
1+3+5+7=16=42

e assim por diante. Esse padrao se mantém? Se sua resposta é
“sim”, como vocé poderia justificd-la geometricamente?
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Observacdo 2.8 — Nota ao professor. Recomendamos discutir pro-
blemas dessa natureza em atividades de avaliacdo formativa em
que sejam trabalhados os padroes e regularidades de sequéncias
numéricas. Ja vimos alguns exercicios na se¢do anterior, relaciona-
dos a soma de sequéncias em crescimento aritmético. Desta vez,
a ideia é elaborar o fato de que podemos representar a soma de
impares geometricamente, dispondo a quantidade resultante em um
quadrado, como sugere a figura:

1—>ﬂ...
3—- 0000
5—- 00 0@
T 0000

Esta seria uma “prova” geométrica a partir da qual o(a) professor(a)
pode explorar, uma vez, a ideia de demonstracdo por inducao finita
e, em geral, o estudo de padrées numéricos associado. Com isto,
sdo mobilizadas diversas habilidades previstas na BNCC.

Observacdao 2.9 — Nota ao professor. O uso da tabuada sera fun-
damental para as aproximacoes e estimativas necessarias ao uso
correto e eficiente do algoritmo da divisdo euclidiana, como veremos
nos exemplos que discutiremos em detalhe.

2.4 - A multiplicacdo cruzada @) I

Na se¢do anterior, vimos que pode ser muito vantajoso empregar
estratégias alternativas para calcular produtos. Aqui, aprofundamos
essas consideracoes, apresentando um algoritmo de multiplicagdo que
se vale de maneira eficiente das propriedades do sistema posicional
decimal. Ele é chamado de método da multiplicacdo cruzada, por
motivos que ficardo evidentes na sua descricio mediante o exemplo
apresentado logo abaixo.
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Exemplo

Para efetuar o produto 57x36 pelo método da multiplicacdo cruzada,
escrevemos diretamente o resultado da operacao da direita para a
esquerda’ como explicamos abaixo.

57 57 57
36 - 36 - 36
2 52 2052

Iniciamos efetuando a multiplicagdo 7x6 = 42. Escrevemos 2 na
ultima coluna da direita e levamos 4 para a préxima etapa, que é
calcular a expressao 4+ (5x6 4+ 7x3) = 55. Essa etapa é que d4 o nome
do método, pois nela as multiplicages sdo cruzadas:

X

3 6

Escreve-se 5 ao lado do numeral 2, e leva-se (o outro) 5 para o ultimo
passo, que é calcular a expressdo 5 4+ 5x3 = 20. Entao, escreve-se 20 a
esquerda de 52, obtendo 2052 como resultado da multiplicagao.

Esse método é validado pelas propriedades do sistema posicional
decimal e pela propriedade distributiva. De fato, distribuindo produtos,
obtemos

57x36 = (50 + 7)x(30 + 6)
= 50x30 + (7x30) + (50x6) + 7x6.

Aplicando novamente a propriedade distributiva, temos que

57x36 = (5x3)x100 + ((7x3) + (5x6))x10 + 7x6
= 15%100 + 51x10 + 42.

(Veja que a multiplicagdo cruzada aparece na penultima igualdade.)
Assim, 57x36 sdo 15 centenas, 51 dezenas e 42 unidades. Mas 42

2Quando se usa caneta e papel, geralmente ¢ mais eficiente resolver as operacdes
da direita para a esquerda.
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unidades sdo 4 dezenas mais duas unidades, ao passo que 51 dezenas sao
5 centenas mais uma dezena; dessa forma, justificamos levar 4 para a
“casa” das dezenas e 5 para a “casa” das centenas). Consequentemente,
57x36 sdo 15 4+ 5 = 20 centenas, 1 + 4 = 5 dezenas e 2 unidades.

2.5 - Divisdes de numeros naturais @) I

Nesta secéo, estudaremos a divisdo de um numero natural por outro,
diferente de zero. Por exemplo, podemos dividir 24 unidades em 4
partes de 6 unidades ou em 6 partes de 4 unidades. Representamos
essas divisoes, respectivamente, por

24:4=6 e 24:6=4

o 24 24
— =6 — =4
1 © %
Esses divisoes sao justificadas pelo fato de que
Ax6=24 e O6x4 =24,

como vimos na tabuada acima. Observamos que, agrupando as 24
unidades em conjuntos de 6 unidades ou de 4 unidades, ndo ha restos.
Temos um exemplo de divisao exata. Nao seria o caso das divisoes

25 26 27
T ou 25:4, T ou 26 : 4, T ou 27 :4,

em que temos, nessa ordem,

25 = 4x6 + 1,
26 = 4x6 + 2,
27 = 4x6 + 3.

Nessas divisoes, temos restos 1, 2 e 3, respectivamente, que, por serem
nimeros menores que 4, ndo permitem, obviamente, formar mais
grupos de 4 unidades. Continuando, vejamos que

28 = 4x6 + 4 = 4x7,
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ou seja, que formamos mais um grupo de 4 unidades com o resto igual
a 4, finalizando a divisdo com resto 0. Prosseguindo, temos

29 = 4x6 + 5 = 4x7 + 1,
30 = 4x6 + 6 = 4x7 + 2,

e assim por diante, com os restos 0, 1,2 e 3 aparecendo sucessiva e
repetidamente nas divisdes por 4.

De modo geral, ao dividir um ntimero por 4, devemos encontrar
o multiplo de 4 mais préximo e menor que este dado ntimero. Por
exemplo, ao dividirmos 253 por 4, podemos ver que

953 : 4 = (24x10 + 13) : 4 = (4x6x10 + 13) : 4
— 6x104+13:4 =60+ (12+1) : 4
=60+ (3x4+4+1):4=63+1:4.

Resumimos o resultado dessa sequéncia de divisées, escrevendo
253 = 4x63 + 1,

onde 1 representa o resto desta divisdo e o resultado 63 é o quociente
da divisao de 253 (o dividendo) por 4 (o divisor). Note que o algoritmo
da divisdo, isto é, a sequéncia de passos, parou ao chegarmos a um
nimero, o resto, que ndo poderia mais ser dividido em partes de 4
unidades. De fato, dividindo 1 por 4, temos apenas uma fra¢do de
uma unidade, que denotamos por i.

De modo geral, a divisdo (chamada euclidiana) de um ntimero
natural m, o dividendo, por um niimero natural nao-nulo n, o divisor,
resulta em um quociente ¢ e em um resto r, que pode ser igual a 0 e é
menor do que o divisor n. Escrevemos:

divisor  resto

/
m=nxq +r
\/—/ %
dividendo quociente

Para reforgar nosso entendimento da divisdo euclidiana, conside-
remos, agora, a divisao de 6.157 por 24. Lembremos que, nas se¢des
anteriores, tinhamos calculado

6.144 = 24x256.
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P.93 Secdo 2.5

Logo, sabendo desta informacdo, decompomos 6.561 em 6.144 + 417 e
escrevemos

6.561 : 24 = (6.144+417) : 24 = 6.144 : 24 +417 : 24 = 256 +417 : 24.

Note que o algoritmo euclidiano da divisdo nao para nesta etapa:
devemos prosseguir dividindo 417 por 24. A ideia fundamental, na
proxima etapa, é encontrar o multiplo de 24 mais préximo e menor
que 417. Podemos tentar 24x20 = 480, mas este ntimero é maior que
417. Portanto, outra tentativa seria 24x15 = 12x2x15 = 12x30 = 360,
mas, desta vez, obtemos uma aprorimacdo ainda nao muito boa de
417, ja que

417 = 360 + 57 = 24x15 + 57.

Uma vez que 57 = 48 + 9 = 24x2 4+ 9, concluimos que a melhor
aproximacao de 417 por um multiplo de 24 é 24x15424x2 = 360+48 =
408. Em resumo, escrevemos

6.165 : 24 = 256 4 417 : 24 =
= 256 + (24x17+9) : 24
=256+ 17+9:24=273+9: 24,

O algoritmo péara aqui, uma vez que o resto 9 é menor que 24 e,
portanto, dividindo este resto por 24, obtemos apenas uma fracao

9
" 24
de uma unidade. Concluimos que

6.561 = 24x273 + 9.

Observe que comecamos estas contas com a informagao, ja conhecida,
de que 6.144 = 24x256. Caso nao tivéssemos essa informacdo, como
poderiamos proceder? O algoritmo da divisdo neste caso, poderia ser

\ T
ﬁ‘w\ CIENTISTA CHEFE
i

<) AVALIAGAO
|| DIAGNGSTICA.
| po ensino mepio

N
ZSISEDU 1z




executado da seguinte forma

6.561 : 24 = (6.500 + 61) : 24 = (65x100 + 61) : 24

= [(48 + 17)x100 + 61] : 24 = (48x100) : 24 + (17x100 + 61) : 24
= 2x100 + (176x10 + 1) : 24

= 2x100 + [(168 + 8)x10 + 1] : 24

= 2100 + (168x10) : 24 + (8x10+ 1) : 24
=2x100+4 7x10+4 (72+49) : 24
=2x100+7x10472:24+9:24
=2x100+7x10+3+9:24 =273 +9: 24.

Podemos organizar os passos do algoritmo da divisdo com o uso
do seguinte diagrama (“método da chave”):

6561 |24
—48 273
176
~168

Para reforcar as ideias, vamos, agora, usar o “método da chave”
para dividir 98.016 por 24:

98016 |24
-96 4084

O primeiro passo no algoritmo representado pelo diagrama acima
é decompor 98.016 em 98.000 4+ 16. Em seguida, para dividir 98.000
por 24, verificamos que o miultiplo de 24 mais préximo e menor que
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98 ¢ 96 = 24x4. Logo, 96.000 = 24x4.000. Calculamos a diferenca
98.000—96.000 = 2.000. Portanto, precisamos dividir as 2.016 unidades
restantes por 24. Para isto, decompomos 2016 = 2010+ 6. Observamos
que o multiplo de 24 mais proximo e menor que 201 é 192 = 24x8.
Logo, 1.920 = 24x80. Calculamos a diferenga 2.010 — 1.920 = 90.
Somando estas 90 unidades as 6 restantes, temos 96. Dividimos este
resto, 96, por 24, obtendo 96 = 24x4. Com estas divisdes sucessivas,
concluimos que

98.016 = 24x(4.000 + 80 4 4) = 24x4.084.

Observamos que as varias etapas nas divisdes sucessivas aparecem na-
turalmente quando efetuamos a multiplicagdo do divisor e do quociente
usando a distributividade, decompondo ambos. Temos

24x4.084 = 24%(4.000 + 80 + 4) = 24x4x1.000 + 24x (80 + 4)
= 96.000 + 24x8x10 + 24x4
= 96.000 + 1.920 + 96.

Observacdao 2.10 — Nota ao professor. Enfatizamos a importancia
de efetuar o algoritmo escolhendo as melhores aproximacgoes em cada
etapa. Isso envolve bastante pratica com a tabuada de multiplicacao.
Recomendamos que o(a) professor(a) proponha exercicios praticos
com o uso de cilculo mental, aproximacoes, arredondamentos e
estimativas.

I Exercicio 2.1 Estime o produto 732x341.

2. Solucdo. Arrendondamos 732 por 700 e 341 por 300 obtendo a
seguinte estimativa para o produto

700x300 = 210.000

Para melhorar esta estimativa, somamos a este resultado os seguintes
produtos

700x40 = 28.000 e 300x30 = 9.000,

\ T
Wp\ CIENTISTA CHEFE
i

N
ZSISEDU 1z

<) AVALIAGAO
|| DIAGNGSTICA.
| po ensino mepio




obtendo
210.000 4 28.000 + 9.000 = 247.000,

estimativa melhor para o produto exato, que é igual a 249.612. |

I Exercicio 2.2 Estime o quociente 24.961 : 71.

2. Solucdo. Arredondamos 71 por 70 e 24.961 por 21.000, o miltiplo
de 70 mais préximo e menor que 24.961. O quociente estimado é
21.000 : 70 = 300. Agora, arredondamos a diferenga 24.961 — 21.000 =
3.961 para 3.500, o miltiplo de 70 mais préximo e menor que 3.961.
Dividindo 3.500 por 70, obtemos 50. Logo, melhoramos a estimativa
do quociente para 300 4+ 50 = 350. Podemos resumir estas contas,
escrevendo-as da seguinte forma

24.961 _ 21.000 + 3.500
1 70

= 300 + 50 = 350,

onde o simbolo = significa “aproximadamente”. Observe que o quoci-
ente exato é 351, com resto igual a 40. |

2.6 - Miltiplos e divisores

Fixemos um numero natural, por exemplo, 3. Somando parcelas iguais
a 3, obtemos todos os seus maltiplos:

1x3 =3,
2x3=3+3 =6,
3x3=3+3+3=9,
4x3=34+3+3+3 =12,

e assim por diante. Esses multiplos de 3 podem ser representados na
reta da seguinte forma:
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Incluimos o 0, que também é um miiltiplo de 3 pois 0x3 = 0. Obvia-
mente, esta lista de multiplos € infinita. De fato, todos os niimeros da
forma
nx3=3+3+...4+3
n vezes

sao multiplos de 3. No ultimo produto acima, a letra n representa um
numero natural qualquer, isto é, n pode ser igual a 0,1,2,3,4,5,... Ao
efetuar os sucessivos produtos nx3, construimos a linha da tabuada
de multiplicagdo do niimero 3. Dizemos, ainda, que 3 é um divisor ou
submailtiplo (ou fator) dos nimeros 0,3,6,9, ..., da forma nx3.

Observe que os miltiplos de trés sdo pontos na reta, espagados um
do outro por uma distdncia sempre igual a 3. Assim, “pulamos” de
ponto em ponto, da esquerda para a direita, somando 3 repetidamente.

De modo similar, os multiplos de 5 sdo os nimeros da forma

nx5=5+5+...4+5,
N——
n vezes

onde n é um nimero natural. Por exemplo, os nimeros

0x5 =0,

1x5 =5,

2x3 =545 =10,
3x6=5+5+5=15

sao maultiplos de 5, os quais podem ser representados na reta como
segue:

J
I T T T T T T T T T T T T T T T >

0 ) 10 15

Na reta acima, os nimeros marcados estdo espacados por distancias
sempre iguais a 5. Assim, “avancamos” de 5 em 5, determinando os
sucessivos multiplos de 5. Neste caso, observamos que 5 é um divisor
ou submdltiplo (ou fator) comum a todos os nimeros 0,5, 10,15, ...,
da forma nx5.
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Em resumo, dizemos que 90 é um multiplo de 3 (ou, equivalente-
mente, que 3 é fator de 90), visto que

90 = 3x30,

ou seja,
90
— =90:3 =30.
3

Da mesma forma, dizemos que 5 é fator de 90 (ou, equivalentemente,
que 90 é multiplo de 5) uma vez que

90
=90:5=18,
5

ou seja,
90 = 5x16.

Em ambos os exemplos, temos divisdes exatas, isto é, com resto
igual a zero.

Uma forma de determinar multiplos e divisores e de explicar essas
divisdes exatas é a fatoragado: fatorar um dado ntmero significa
escrevé-lo como produto de seus divisores ou fatores. Por exemplo,
temos

90 = 2x45
= 2x3x15
= 2x3x3x5.

Note que a sequéncia de fatoragbes para na terceira linha, pois os nime-
ros 2,3 e 5 ja “ndo podem” mais ser divididos: de modo mais claro, cada
um desses nimeros tem como divisores apenas o numero 1 e o préprio
numero. Sao exemplos de nimeros primos.

Um ntimero natural é primo quando tem exatamente dois fatores
positivos: o niimero 1 e o préprio nimero, necessariamente. Alguns
exemplos de niimeros primos sao 2,3,5,7,11,13,17,19, bem como
os nimeros 1.597 e 2.147.483.647 (como verificar?). Observe que o
nimero 1 ndo € primo pois tem um unico fator positivo, o préprio
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nimero 1. Um ntimero composto é um ntimero natural, diferente
de 0 e 1, que ndo é primo. Por exemplo, 6 = 2x3 é um nimero
composto.

Observacdo 2.11 — Nota ao professor. Neste ponto, podem ser
sugeridas atividades de avaliacdo formativa sobre a histéria dos
numeros primos. Ha materiais interessantes que aliam notas his-
toricas, curiosidades e elementos da Matematica refinada que tem
sido usada na pesquisa sobre esses nimeros. Mencionamos, por
exemplo,

https://primes.utm.edu/curios/page.php/1597 .html

bem como o conhecido livro de Marcus Du Sautoy, A Musica dos
Nuimeros Primos.

Portanto, concluimos que o nimero 90 é fatorado em seus fatores
primos da seguinte forma, que é tnica, a menos da ordem dos fatores:

90 = 2x3x3x5.

Esta fatoragdo explica as divisoes exatas de 90 por seus divisores ou
fatores. De fato, temos

? = % = 2x3x5 = 30.
De forma similar, temos
5 5

Além dos fatores primos 2, 3 e 5, o numero 90 tem outros fatores ou
divisores de 90, compostos por esses fatores primos, a saber,

2x3 =6, 2x5 =10, 3x3 =9, 3x5 =15,
2x3x3 =18, 2x3x5 = 30, 3x3xd = 49,
2x3x3x5 = 90.

Observe que os todos os divisores de 90 devem ter fatores iguais aos
fatores de 90: um ntimero que tiver um fator diferente dos fatores de
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90 nao pode ser um divisor de 90. Além disso, cada um destes fatores
aparece no divisor, no maximo, o mesmo numero de vezes em que
aparece em 90. Por exemplo, temos
90  2x3x3xH 90  2x3x3xH
—:—:2X3:6 e _——— =
15 3x5 18 2x3x3
No entanto, observe que 12 = 2x2x3 tem 2 fatores iguais a 2 e nao
apenas 1, como 90. Logo
90  2x3x3x5
12 2x2x3

nao é uma divisdo exata, ou seja, tem resto diferente de zero. Vejamos:

@_84+6_7+£
12 12 12’

o que é uma forma de escrever

90 = 12x7 + 6.

Para fixar esses fatos, vejamos mais um exemplo, fatorando, agora, o
nimero 675, ou seja, escrevendo esse nimero como produto de seus
divisores ou fatores:

675 = 3x225
= 3x3x75
= 3x3x3x25
= 3x3Ix3IxHxb.

Aqui, também, a fatoragdo para com esses fatores 3 e 5 que ja nao
podem ser divididos em outros fatores menores, além de 1. Obtivemos,
deste modo, a fatoracao de 675 em fatores primos. Uma vez que

675 = 3x3x3x5x%5,

observamos que 3x3x5 = 45 é um divisor de 675. No entanto, 5x5x5 =
125 nao é divisor de 675, visto que tem 3 fatores iguais a 5, enquanto
675 tem apenas 2 fatores iguais a 5. De fato,

675 625+50 50

125 125 o+ o5
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0 que pode ser escrito como na forma da divisao euclidiana

675 = 1255 + 50.

Observacdo 2.12 A existéncia da fatoracdo de um ntimero natural
maior que 1 em fatores primos (nica, a menos da ordem dos fatores)
¢é assegurada pelo chamado Teorema Fundamental da Aritmé-
tica, apresentado pelo matematico grego Euclides (que viveu entre
os séculos III e II a.C.) em sua célebre obra Os Elementos.

Apresentemos mais um exemplo, mostrando de que modo podemos
compor diferentes nimeros com os mesmos fatores primos, repetindo-os
de diferentes maneiras, em diferentes nimeros de vezes. Por exemplo,
determinemos as fatoragoes primas, tinicas a menos da ordem dos
fatores, dos nimeros 315, 525 e 735. Temos, como nos exemplos
anteriores,

315 = 3x105 = 3x3x35 = Ix3xHxT.

Na ultima linha, temos apenas os fatores primos 3,5 e 7, ndo havendo
mais como prosseguir e encontrar fatores ainda menores. Escrevemos,
sucintamente, esta fatoracdo prima usando a notagdo de poténcias,
isto é,

315 = 32x5' 7!
o que significa que temos 2 fatores iguais a 3, 1 fator igual a 5 e 1 fator
igual a 7. Procedendo da mesma forma, temos

925 = 3x175 = 3x5x35 = 3x5x5xT7.

Paramos o processo na tltima igualdade, quando encontramos os
fatores primos 3,5 e 7. Usando poténcias desses fatores, escrevemos a
fatoracao prima como

525 = 3'x5%x7",

o que significa que temos 1 Unico fator igual a 3, 2 fatores iguais a 5 e
1 fator igual a 7. Finalmente, fatoramos 735, encontrando

735 = 3x245 = 3x5x49 = 3xdxTxT.
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ou, em termos de poténcias dos fatores primos,
735 = 31 x5 <77
Em resumo, obtivemos as seguintes fatoracées em fatores primos:

315 = 32x5x7!,
525 = 31x52x 7!,
735 = 31 x5 x72.

Com essas fatoragoes, concluimos, por exemplo, que qualquer miltiplo
de 315 e 525 deve ter, pelo menos, 2 fatores iguais 3, 2 fatores iguais a
5 e 1 fator igual a 7.

Miltiplos e divisores comuns

Observamos que 15 é um multiplo comum de 3 e de 5: de fato, foi
marcado tanto na reta dos multiplos de 3 como na dos multiplos de 5,
como vimos na secdo anterior. Estendendo as listas dos multiplos de 3
e de 5, encontraremos outros multiplos comuns a esses dois niimeros.
Vejamos: os primeiros miltiplos de 3 sdo

(0),3,6,9, 12,@, 18, 21,24, 27, , 33,36, 39,42,, 48, ...

enquanto os primeiros multiplos de 5 sao

(©).5.10,(15).20,25,(30), 35,40,(15). 50, ...

Perceba que, na lista dos multiplos de 3, a cada cinco nimeros
encontramos um valor que também é multiplo de 5: encontramos 0,
15, 30, 45, e assim por diante. Por outro lado, na lista dos multiplos
de 5 (ver acima), a cada trés nimeros, encontramos um multiplo de 3.
E os multiplos encontrados sdo os mesmos que no caso anterior: 0, 15,
30, 45, e assim por diante. Esses niimeros sio os miltiplos comuns de
3eb.

O menor multiplo comum positivo (diferente de 0, portanto) dos
nimeros 3 e 5 é 15; dizemos que esse ntimero é o minimo maultiplo

\ Ko
cente h CIENTISTA CHEFE

te e
stincia

>
M| SscEDy o



P. 103 Secdo 2.6

comum ou MMC de 3 e 5. Nesse exemplo (mas nao sempre, como
veremos), o MMC é dado pelo produto de 3 e 5, ou seja,

MMC(3,5) = 15 = 3x5.

Usando o mesmo processo descrito acima (isto é, comparando os mul-
tiplos sucessivos de dois nimeros para encontrar seu MMC), obtemos
MMC(7,10) = 70. De fato, os multiplos positivos de 7 sdo:

7.14,21, 28,35, 42, 49, 56, 63,, 7.
E os multiplos positivos de 10 sdo:
10,20, 30, 40, 50, 60, , 80,90, ...

Com o mesmo argumento, podemos comprovar que MMC(3, 20) = 60
e MMC(9,11) = 99. Para todos esses pares de nimeros acima, seus
respectivos minimos multiplos comuns sdo iguais a seus produtos.
Porém, esta ndo é uma regra geral (um teorema, deveriamos dizer).
De fato, vejamos o que ocorre com os miiltiplos de 6 e 15. Os multiplos
de 6 sdo

0,6,12,18, 24,, 36, 42, 48, 54,, 66,72, 78, 84, , o

enquanto os multiplos de 15 sdo

0,15, , 45, , 75, , o

Assim, vemos que o minimo multiplo comum de 6 e 15 é 30, e nao
6x15 = 90. Dessa forma, o minimo multiplo comum de dois ntimeros
nem sempre ¢é igual a seu produto. Uma forma de explicar isso é
observar a fatoracdo dos nimeros 6 e 15, ou seja, escrevermos esses
nimeros como produtos de seus divisores ou fatores. Temos

6 = 2x3 e 15 = 5x3.

Ou seja, 6 e 15 sdo ambos multiplos de 3. Isto é, 3 é um divisor comum
de 6 e 15. Logo, qualquer multiplo de 6 e de 15 é também muiltiplo de
3. Por exemplo, o produto de 6 e 15

90 = 6x15 = 2x3x5x3 = 2x5x3x3
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¢ multiplo comum desses dois niimeros. Mas, podemos encontrar um
muiltiplo comum de 6 e 15 menor que seu produto, bastando suprimir
um dos fatores iguais a 3. Obtemos, assim,

2x5x3 = 30.

Concluimos que 30 é o minimo maultiplo comum de 6 e 15, pois elimi-
namos o fator 3 “a mais” e ndo ha como eliminar outros além desse.
Para reforcar o entendimento, calculemos, agora, o MMC de 12 e 18.
O produto desses dois nimeros,

12x18 = 216,

é um multiplo comum dos dois, mas nao é o minimo maultiplo comum.
De fato, podemos fatorar 12 e 18, obtendo

12 = 2x2x3,
18 = 2x3x3.

Lembre-se que fatorar significa escrever um niimero como produto
de seus divisores. A partir desta fatoracio, observamos que qualquer
multiplo comum de 12 e 18 deve ter pelo menos 2 fatores iguais a 2
e 2 fatores iguais a 3. Ou seja, qualquer multiplo comum de 12 e 18
deve ser multiplo de

2x2x3x3 = 36.

Este é o minimo multiplo comum de 12 e 18, isto é, MMC(12, 18) = 36.
De fato, com 2 fatores iguais a 2 e 2 fatores iguais a 3, temos
2x2x3x3 = 12x3,
2x2x3x3 = 2x18.

Observe que o produto de 12 e 18 seria fatorado como
216 = 12x18 = 2x2x2x3x3x3,
ou seja, teriamos 3 fatores iguais a 2 e 3 fatores iguais a 3. Eliminando

um fator 2 e um fator 3, obtemos o minimo multiplo comum:

@ _ 2x2x2x3x3%x3

5 %3 = 2x2x3x3 = 36.
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Para finalizar e fixar ideias, discutamos mais um exemplo: o MMC
de 90 e 675. Lembremos que as fatoragdes desses nimeros em fatores
primos sao dadas por

90 = 2x3x3x5,
675 = 3x3x3x5x5.
Portanto, qualquer multiplo comum a 90 e 675 deve ter, pelo menos, 1

fator igual a 2, 3 fatores iguais a 3 e 2 fatores iguais a 5, isto é, deve
ter, no minimo, o fator

2x3x3x3x5xhH = 1.350.

Este é o minimo maltiplo comum de 90 e 675, ou seja, MMC(90,675) =
1.350. Perceba que o produto de 90 e 675

90x675 = (2x3x3x5)x(3x3x3x5x5) = 2x3x3x3x3x3x5x5x5

nao é o minimo multiplo comum desses dois niimeros. De fato, para
obter o MMC de 90 e 675, devemos “eliminar” 2 fatores iguais a 3 e 1
fator igual a 5 do produto, obtendo

2x3x3x3x3x3xHxHxH
3Ix3xH

= 2x3x3x3x5x5 = 1.350 = MMC(90, 675).

Observe que o numero 3x3x5 = 45 é um divisor comum de 90 e 675.
De fato, é o maior ou mdzximo divisor comum de 90 e 675, o que
denotamos por

MDC(90,675) = 45.

Logo, neste caso,

90x675

I Y LV . 2.
MDC(90, 675) C(90, 675) (2:5)

Com base nos exemplos acima, formulamos as seguintes “hipoteses”
ou “conjecturas”, para usar um termo da tradigdo matemadtica.

Conjectura: o MMC de dois nimeros é igual a seu produto se,
e somente se, o Unico divisor ou fator (positivo) comum aos dois
nimeros € o nimero 1.
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Conjectura: o MMC e o MDC de dois ntimeros naturais m e n,
diferentes de zero, estao relacionados da seguinte forma

mxn
ou, equivalentemente,
mxn = MMC(m,n)x MDC(m,n). (2.7)

Esta conjectura pode ser demonstrada observando que, para dois
naturais quaisquer, m e n, o expoente de cada fator primo na fatoracao
de mxn é a soma dos expoentes dos fatores nas fatoragdes de cada um.
Por outro lado, a soma pode sempre ser vista como a soma do maior
com o menor deles. Vamos estudar mais alguns exemplos para nos
convencermos desta conjectura. Os exemplos, por si sés, ndo provam
matematicamente a conjectura: sdo apenas evidéncias que usamos para
torné-las plausiveis e induzi-las.

Por exemplo, relembremos as fatoragées primas dos niimeros 315,
525 e 735:

315 = 32x5! 7!
525 = 31 x5%x 7,
735 = 3'x5 <72,
Com essas fatoracoes, concluimos que qualquer maltiplo de 315 e 525

deve ter, pelo menos, 2 fatores iguais 3, 2 fatores iguais a 5 e 1 fator
igual a 7. Logo, o menor dos multiplos comuns de 315 e 525 é

MMC(315,525) = 32x5%x7! = 1.575.
Da mesma forma, qualquer miltiplo de 315 e 735 deve ter, pelo menos,
2 fatores iguais 3, 1 fator igual a 5 e 2 fatores iguais a 7. Logo, o

menor dos multiplos comuns de 315 e 735 é

MMC(315,735) = 32x5'x7% = 2.205.
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Analogamente, todo multiplo comum de 525 e 735 deve ter, pelo menos,
1 fator igual a 3, 2 fatores iguais a 5 e 2 fatores iguais a 7. Portanto,

MMC(525,735) = 31x5%x7% = 3.675.

Concluimos, além disso, que o minimo multiplo comum dos trés nime-
ros, 315, 525 e 735, tem 2 fatores iguais a 3, 2 fatores iguais a 5 e 2
fatores iguais a 7, isto é,

MMC(315,525,735) = 3%x52x7% = 11.025.

Agora, determinemos os divisores comuns desses nimeros. Por exemplo,
observamos que qualquer divisor ou fator de 315 e 525 deve ter, no
mdximo, 1 fator igual a 3, 1 fator igual a 5 e 1 fator igual a 7. Ou seja,
os divisores comuns de 315 e 525 sao

1,3,5,7,3x5 = 15,3x7 = 21,5x7 = 35,3x5x7 = 105.
Logo, o mdxzimo divisor comum de 315 e 525 é
MDC(315,525) = 105.
Da mesma forma, deduzimos que
MDC(315,735) = 105 e MDC(525, 735) = 105.

De fato, observamos que

315 = 3x105,
525 = 5x105,
735 = 7x105.

Concluimos que MDC(315, 525, 735) = 105. Observemos que
315%x525 = (32x5x7)x(3x52x7) = (3x5x7)x(32x5%x7)
= MDC(315, 525)x MMC(315,525),
315%735 = (32x5x7)x (3x5x7?) = (3x5x7)x(32x5x7?)
= MDC(315, 735)x MMC(315,735),
525%735 = (3%x5x7)x(3x52x72) = (3x5x7)x(3x5%x7?)
= MDC(525, 735)x MMC(525, 735).

Podemos induzir duas regras praticas a partir desses exemplos:

> Formagao Docel
a Educacho a st
—_—— S

. o MV  Goverxono
r poensivomeoio| “ZS|ISEDU CIENTISTA CHEFE EstaDO oo CEARA




Secdo 2.6 P. 108

e para determinar o MMC de dois niimeros, multiplicamos todos os
fatores primos desses dois niimeros, elevados as maiores poténcias
em que aparecem em cada nimero;

e para determinar o MDC de dois ntimeros, multiplicamos os
fatores primos comuns desses dois nimeros, elevados as menores
poténcias em que aparecem em cada nimero.

Refinando a terminologia acima, dizemos que dois niimeros inteiros
sao primos entre si quando seu unico fator positivo comum é o
préprio 1. Consequentemente, o maior divisor comum (MDC) de
dois niimeros primos entre si é o nimero 1. Em particular, usando
a expressao 2.7 acima, verifica-se facilmente que o MMC de dois
nameros ¢é igual a seu produto apenas quando esses dois ntimeros
sdo primos entre si. Realmente, nesse caso seu MDC é igual a 1.

Por exemplo, dados os nimeros m = 9.000 e = 668, com fatoracoes da
forma

m = 9.000 = 23x32x53,
n = 1.008 = 24x32x7,

temos
MMC(m,n) = 24x3%x53x7 = 126.000

MDC(m,n) = 23x3% = 72,

Outra maneira de calcular o MDC desses dois niimeros é usar o
algoritmo euclidiano da divisdo, que estudamos antes. Dividindo 9.000
por 1.008, temos

9.000 = 1.008x8 + 936.

Um divisor comum de 9.000 e de 1.008 é também divisor de 936 assim
como um divisor comum de 1.008 e 936 é também divisor de 9.000.
Assim, deduzimos que

MDC(9.000, 1.008) = MDC(1.008, 936).

Agora, dividindo 1.008 por 936 com o uso do algoritmo euclidiano da
divisao, obtemos
1.008 = 936x1 + 72.
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Desta vez, observamos que um divisor comum de 1.008 e de 936 ¢é
também divisor de 72 assim como um divisor comum de 936 e 72 é
também divisor de 1.008. Assim, deduzimos que

MDC(9.000, 1.008) = MDC(1.008,936) = MDC(936, 72)
Prosseguindo com as divisoes sucessivas, temos
936 = 72x13,

uma divisdo exata com resto 0. Logo, deduzimos, com esta sequéncia
de divisdes, que

MDC(9.000, 1.008) = MDC(1.008, 936) = MDC(936, 72) = 72,

como ja haviamos demonstrado antes.

Observacdo 2.13 — Nota ao professor. Esta secao de nosso es-
tudo oferece muitas possibilidades de investigacao cientifica para
os alunos. Sugerimos, por exemplo, pesquisa sobre a utilizagao
dos nimeros primos em Criptografia, aplicacdo de extrema impor-
tdncia para a protecao de dados na internet. A este respeito, hé
o texto do Prof. Manoel Lemos (UFPE), disponivel em https:
//impa.br/wp-content/uploads/2017/04/PM_04.pdf além de O
Livro dos Cddigos, de Simon Singh. Outra area bastante ativa é
a da busca de padroes na distribuicdo de niimeros primos na reta
numérica, um dos principais temas da chamada Teoria Analitica
dos Nimeros.

2.7 - Exercicios resolvidos e propostos @) I

Exercicio 2.3 Calcule os seguintes produtos:

(a) 50x16.  (b) 52x16.  (c) 52x18.  (d) 520x160.
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2. Solucdo. Temos 50x16 = 50x2x8 = 100x8 = 800. Assim,
52x16 = (50 + 2)x16 = 50x16 + 2x16 = 800 + 32 = 832.
Da mesma forma,
52x18 = 52x(16 + 2) = 52x16 + 52x2 = 832 + 104 = 936.
Além disso, 520x160 = 52x16x10x10 = 832x100 = 83.200. ]
Exercicio 2.4 Calcule os seguintes produtos usando diferentes es-
tratégias:

(a) 2020x2020.  (b) 2019x2021.  (c) 365x24.  (d) 99x999.

2. Solucdo. a) Temos

2020x2020 = (2000 + 20)x (2000 + 20)
= 2000%2000 + 2000%20 + 20x2000 + 20x20
= 4000000 + 80000 + 400 = 4080400.

b) Agora,

2019x2021 = (2020 — 1)x(2020 + 1)
= 2000%2000 + 2020x1 — Tx2020 — 1x1
= 2020x2020 — 1 = 4080400 — 1 = 4080399.

c¢) Podemos calcular este produto da seguinte forma

365x24 = 360x24 + 5x24 = 12x30x12x2 + 10x12
= 144x2x30 + 120 = 288x30 + 120 = 8640 + 120 = 8760.

De outro modo, calculamos

365%24 = 365x2x12 = (600 + 130)x12 = 7200 + 130x12
= 7200 + 120x12 + 10x12 = 7200 + 1440 + 120
= 7200 + 1560 = 8760.
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d) Desta vez, calculamos

99x999 = 99x(1000 — 1) = 99000 — 99 = 90000 + 9000 — 99
= 90000 + 8900 + 100 — 99 = 90000 + 8900 + 1 = 98901,

resultado que pode ser obtido também da seguinte forma

99x999 = (100 — 1)x999 = 99900 — 999 = 99000 — 99
= 98900 + 100 — 99 = 98900 + 1 = 98901.

Exercicio 2.5 Efetue as seguintes divisoes usando diferentes estra-
tégias:

(a) 40044 : 6. (b) 40046 : 6.  (c) 40044 : 12.  (d) 40046 : 39.

2. Solucdo. a) Temos

40044 = 36000 + 4000 + 44 = 36000 + 3600 + 400 + 44
= 36000 + 3600 + 360 + 40 4 44
= 36000 + 3600 + 360 + 36 4 4 4 44
= 36000 + 3600 + 360 + 36 + 48
— 6x6000 + 6x600 + 6x60 + 66 + 6x8
— 6x(6000 + 600 + 6 + 8) = 6x6674.

b) Com isto, calculamos
40046 = 40044 + 2 = 6x6674 + 2,
uma divisdo nao exata com quociente 6674 e resto 2.

c) Observe que 12 = 6x2. Assim, dividir 40044 por 12 significa dividir
inicialmente por 6 e, em seguida, dividir o resultado por 2. Assim
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40044 6x6674 6674
12 6x2 2
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Podemos obter este resultado diretamente, calculando, como antes

40044 = 36000 + 3600 + 360 + 36 + 48
= 12x3000 + 12x300 + 12x30 + 12x3 + 12x4
= 6%(3000 + 300 + 30 + 7) = 6x3337.

Uma terceira forma de calcular esta divisdo é observar que 12 = 4x3:
dividimos 40044 por 4, obtendo 10011 e, em seguida, dividimos este
resultado por 3, obtendo

1001113
-9 3337
0
-9
11
-9
21
-21
0

Observacao 2.14 — Nota ao professor. Importante apresentar ao
aluno as muitas possibilidades de procedimentos corretos e justi-
ficados que, em casos como os dos exercicios anteriores, podem
simplificar multiplicagoes e divisoes.

Observacdo 2.15 — Nota ao professor. Vez por outra, usamos a

barra horizontal como em 95

4
para simbolizar a divisdo 25 : 4. Este uso antecipa a discussao
de fragoes, que faremos em seguida, relacionando-as a operacao de
divisao desde ja.
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Exercicio 2.6 Uma grande escola organizou seus alunos do Ensino
Médio em 18 turmas de 35 alunos. Se fossem igualmente agrupados
em 15 turmas, quantos alunos haveria por turma?

2. Solucdo. O ntmero total de alunos é dado por
18x35 = 6x3xHxT = 15x6x7 = 15x42.

Portanto, os alunos podem ser reagrupados em 15 turmas com 42
alunos cada. Note que néo é preciso efetuar o produto para resolvermos
o problema! De todo modo, temos, facilmente 18x35 = 9x2x35 =
9x70 = 630 alunos. [ ]

Exercicio 2.7 Em uma divisao, o divisor é 29 e o quociente é igual
a 15. Sabendo que o resto dessa divisdo é o maior possivel, qual é
o valor do dividendo?

(a) 239.  (b) 293. (c) 449.  (d) 463. (e) 827.

“» Solucdo. Em uma divisdo por 15, o maior resto possivel é 14.
Assim, o dividendo é igual a 15x29 4 14. Para calcular este valor,
efetuamos estas operagoes da seguinte forma (que nao é tinica):

156x29 +14 =15x29 +15 -1 =15x30 — 1 =450 — 1 = 449

Portanto, a alternativa correta é a de letra (c). [

Exercicio 2.8 Carla ganhou de presente de aniversario o Jogo da
Vida. Depois de jogar uma partida, ela somou suas notas e descobriu
que tinha 6050 reais. Como nesse jogo hé somente notas de 100
reais, de 10 reais e de 1 real, Carla pode ter ganho:

(a) 6 notas de 100 reais e 5 notas de 1 real.

(b) 6 notas de 100 reais e 5 notas de 10 reais.
(c) 60 notas de 100 reais e 5 notas de 1 real.
(d) 60 notas de 100 reais e 5 notas de 10 reais.
(e) 600 notas de 10 reais e 50 notas de 10 reais.
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Exercicio 2.9 A area de um retangulo é igual a 180 cm?. Se a sua
altura mede 12 cm, qual é a medida de sua base?

(a) 8cm

(b) 10cm
(c) 12cm
(d) 14cm
(e) 15cm

Exercicio 2.10 Uma empresa tem 50 funciondrios. O gasto com
cada funcionario é de R$990,00 (saldrio) e mais R$ 330,00 (cesta
bésica). Quanto essa empresa gasta com seus funcionarios?

(a) R$76.000,00
(b) R$66.000,00
(¢) R$65.000,00
(d) R$49.500,00
(e) R$16.500,00

“+ Solucdo. Podemos resolver o problema de diversas maneiras. Por
exemplo, podemos comegar somando os custos com cada funcionéario,
isto é, calculando

990 + 330 = 1320

e, em seguida, multiplicar o resultado por 50. Uma vez que 50 = 100 : 2,
temos

1320x50 = 1320100 : 2 = 660x100 = 66.000 reais,

o que corresponde a alternativa (b). |
Exercicio 2.11 Em Borgeslandia, existe uma biblioteca com 50.070
livros disponiveis. Todos estao dispostos em estantes, que compor-
tam 610 livros cada. Quantas estantes completamente cheias sdo

necessarias para guardar todos esses livros? Quantos livros devem
ficar na estante que nao estard completa?
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2. Solucdo. Apresentando a divisao 50070 : 610 usando uma “chave”,
temos

50070]610

— 4880 |82
1270
~1220
50

Para verificar estes calculos, efetuamos a multiplicacdo do quociente
do divisor, temos

82x610 + 50 = 80x610 4 2x610 + 50 = 48800 + 1220 + 50
= 48800 + 1270 = 50070

Concluimos que serdo usadas 82 estantes completamente cheias (cada
uma com 610 livros) e 1 estante com apenas 50 livros. |

Exercicio 2.12 Patricia foi com mais quatro amigas a uma pizzaria
e comeram uma pizza que custou R$ 50,00 e outra pizza que custou
R$30,00. Para beber, cada menina pediu dois copos de suco de
laranja. Cada copo de suco custou R$5,00. Sabendo que Patricia
e suas amigas dividiram a conta igualmente, qual foi o valor pago
por cada uma delas?

Exercicio 2.13 Em uma fila para comprar ingressos para um jogo
de futebol, havia 100 torcedores aguardando atendimento. Se 5
pessoas sao atendidas a cada 3 minutos, qual a estimativa do tempo
para o centésimo torcedor ser atendido?

(a) 30 minutos
(b) 40 minutos
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(c) 50 minutos
(d) 60 minutos
(e) 61 minutos

Exercicio 2.14 Para revestir uma regifo retangular, utilizamos pla-
cas quadradas de 27 centimetros de lado e placas quadradas menores,
com 12 centimetros de lado, até que as laterais estejam perfeita-
mente alinhadas, conforme a seguinte figura sugere.

27

Qual serd o comprimento dessa regiao retangular?

(a) 54 (b) 108 (c) 216 (d) 324

. Solucdo. As placas estardo perfeitamente alinhadas pela primeira
vez em um comprimento que seja o primeiro multiplo comum de 12 e
de 27 centimetros. Ou seja, o comprimento que buscamos é o minimo

maltiplo comum de 12 = 22x3 e 27 = 33, dado por

QO

MDC(12,27) = 22x33 = 36x3 = 108 centimetros,

o que corresponde a 108 : 27 = 4 placas de lado maior alinhadas a
108 : 12 = 9 placas de lado menor. |

Lembre da notacdo de poténcias: por exemplo, a poténcia 26
Obs | gignifica o produto
2x2x2x2x2%2

em que o fator 2 (chamado base) aparece 6 vezes. O nimero
6 é chamado expoente. Observe a seguinte propriedade das
poténcias:

23x20 = 27
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bem como

29 .93 = 96,

Exercicio 2.15 Joaquim tem 120 postes de madeira para construir
uma cerca. Sabe-se que os postes serdo usados para cercar apenas
um lado de seu sitio. Se cada quatro postes igualmente espacados
cercam 12 metros, usando-se todos os postes igualmente espagados
serd possivel fazer uma cerca de quantos metros?

12cm |

o,
— — T
w
ot
S
=

(imagem de vecteezy.com)

Exercicio 2.16 A distancia da casa de Roberto a sua escola é de
350 metros. Sabendo-se que ele vai e volta da escola a pé de
segunda a sexta, quantos metros ele percorre por semana no trajeto
casa-escola-casa, se ele sempre faz o0 mesmo caminho?

Observacdo 2.16 — Nota ao professor. Os dois exercicios seguintes
lidam com ordens de grandeza, expressas em termos de poténcias
de dez. Sugerimos que o(a) professor(a) explore ordens de grandeza
em varios contextos cientificos, sociais e econémicos, promovendo,
nos alunos, noc¢oes adequadas sobre essas ordens e, em paralelo,
sobre multiplos e submultiplos de unidades de medida padronizada
que sejam mais adequadas em alguns desses contextos.
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Exercicio 2.17 A luz emitida pelo Sol chega & Terra em aproxi-
madamente 8 minutos a uma velocidade aproximada de 300.000
quilémetros por segundo. Qual das poténcias de 10 abaixo me-
lhor aproxima a distancia percorrida pela luz do Sol a Terra em
quilometros?

(a) 1.000.000.000
(b) 100.000.000
(¢) 10.000.000
(d) 1.000.000

)

(e) 100.000

\

2+ Solucdo. Em 8 minutos, temos 8x60 = 480 segundos, tempo em
que a luz percorre

)

300000x480 = 3x48x10°x10 = 144x10° ~ 10® quildémetros.

Exercicio 2.18 O Sol tem didmetro de 1.392.700 quilémetros e Ju-
piter é o maior planeta do Sistema Solar com didmetro de 139.820
quilémetros. Qual a razdo aproximada entre os didmetros do Sol e
de Jupiter?

(a) 1.000.000
(b) 10.000
(¢) 1000

(d) 100

(e) 10

P
@\

“» Solucdo. A razao entre os didmetros de Jupiter e da Terra é
aproximada por

1.392.700 139x10% _
139.820 ~ 139x103

10
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Usaremos, alguma vezes, uma barra horizontal entre dois ni-
Obs| meros para indicar a divisao de um pelo outro. Por exemplo
216
8

significa, nesse contexto, a divisao 216 : 8.

Relembre a propriedade de divisdo de poténcias com mesma
Obs | pase. Por exemplo

2_9 — 96
23 '
Exercicio 2.19 Uma fabrica de bombons produziu 210 bombons de
chocolate e 160 bombons de morango. Deseja-se embalar todos
esses bombons em caixas com a mesma quantidade de bombons,
sendo que cada caixa deve conter um tunico sabor de bombons.
Sabendo que a quantidade de caixas utilizadas deve ser a menor
possivel, quantos bombons deverao ser colocados em cada caixa?

(a) 8 bombons
(b) 10 bombons
(c) 16 bombons
(d) 20 bombons
(e) 30 bombons

Exercicio 2.20 — ENEM 2020 - Reaplicagcdo. Um banho propicia
ao individuo um momento de conforto e reenergizacao. Porém,
o desperdicio de adgua gera prejuizo para todos. Considere que
cada uma das cinco pessoas de uma familia toma dois banhos por
dia, de 15 minutos cada. Sabe-se que a cada hora de banho sdo
gastos aproximadamente 540 litros de dgua. Considerando que um
més tem 30 dias, podemos perceber que o consumo de agua é bem
significativo. A quantidade total de litros de 4gua consumida, nos
banhos dessa familia, durante um més, é mais proxima de

(a) 1350.
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(b) 2700.
(c) 20250.
(d) 20520.
(e) 40500.

.
&)

>+ Solucdo. De acordo com os dados do enunciado, as cinco pessoas
da familia, juntas, tomam 5x2 = 10 banhos por dia, de 15 minutos
cada. Logo, gastam, juntas, 30x10x15 minutos de banho por més.
Como 1 hora equivale a 60 minutos, esse tempo total de banho é igual
a

30x10x15 = 15x5x4x15 = 15x5x60 minutos = 15x5 horas,

ou seja, 75 horas de banho por més! Assim, o consumo de dgua nesses
banhos, por més, é dado por 75x540 litros, visto que 1 hora de banho
corresponde a 540 litros de dgua. Calculando este produto, temos
40500 litros de dgua. Portanto, a alternativa correta é a de letra
(e). [ |

Exercicio 2.21 — ENEM 2020. Segundo indicacao de um veterindrio,
um cao de pequeno porte, nos dois primeiros meses de vida, devera
ser alimentado diariamente com 50 g de suplemento e tomar ba-
nho quatro vezes por més. O dono de um cao de pequeno porte,
seguindo orientagoes desse veterinario, utilizou no primeiro més os
produtos/servigos de um determinado pet shop, em que os pregos
estao apresentados no quadro.

Produtos/servigos Largura (cm)
Suplemento R$ 8,00 (pacote de 500 g)
Banho R$ 30,00 (prego unitério)

No més subsequente, o fabricante reajustou o prego do suplemento,
que, nesse pet shop, passou a custar R$ 9,00 cada pacote de 500
g. Visando manter o mesmo gasto mensal para o dono do cao, o
gerente do pet shop decidiu reduzir o preco unitario do banho. Para
efeito de célculos, considere o més comercial de 30 dias.
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Disponivel em: http://carodinheiro.blogfolha.uol.com.br. Acesso em: 20 jan. 2015 (adaptado).

Nessas condic¢oes, o valor unitario do banho, em real, passou a ser

.
2

2 Solucdo. Com uma ragao didria de 50 gramas de suplemento,
o cao consome 30x50 = 1.500 gramas de suplemento por més (de
30 dias). Como um pacote de suplemento contém 500 gramas, sao
necessarios 3 pacotes por més, uma vez que 1500 : 500 = 3. Visto que
cada pacote custava 8,00, o valor gasto com suplemento era igual a
3x8 = 24 reais.

Por outro lado, com os 4 banhos mensais, o dono gastava 4x30 =
120 reais. Logo, o gasto mensal total era igual a 24 4+ 120 = 144 reais.
Com o pacote de suplemento passando a custar 9 reais, o gasto com
o suplemento passa a ser 3x9 = 27 reais, valor da alternativa (a).
Sobrariam, entdo, 144 — 27 = 117 reais para os 4 banhos. Dividindo
117 por 4 temos
117=1164+1=4x29+ 1,

ou seja, quociente 29 e resto 1, o que nos da 29 reais e 25 centavos. W

Exercicio 2.22 — ENEM 2020. Na central nuclear de Angra dos Reis,
os residuos produzidos em duas décadas de operacdes somam quase
446 toneladas de combustivel usado, que permaneceré radioativo
durante milhares de anos. O Ibama condicionou o inicio da ope-
ragdo de Angra 3, previsto para 2014, a aprovacao de um projeto
de deposito definitivo. A Comissdo Nacional de Energia Nuclear
(CNEN) se comprometeu a apresentar, até 2010, um modelo de
deposito para armazenar o lixo radioativo por 500 anos, em vez de
milhares de anos.

Epoca, 8 set. 2008 (adaptado).
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Supondo que a taxa de produgdo de combustivel permanega cons-
tante e que seja necessario certo volume V para o armazenamento
das 446 toneladas ja produzidas, qual é o volume minimo aproxi-
mado que um depésito deve ter para armazenar o lixo radioativo
produzido em 500 anos?

P
{2\

“» Solucdo. Uma década equivale a 10 anos, duas décadas a 20
anos. Logo, 500 anos sdo equivalentes 500 : 20 = 25 vezes duas
décadas. Portanto, em 500 anos teremos proporcionalmente 25 vezes
mais material radioativo do que em duas décadas. Assim, é preciso

ter 25 vezes o volume V. Portanto, a alternativa correta é a de letra
(a). [ |

Exercicio 2.23 Se dividirmos o niimero 4284 por 6, a divisao serd
exata. Mas, se dividirmos por 60, qual serd o resto?

(a) 20. (b) 22. (c) 23. (d) 24. (e) 34.

@ Solucdo. Observamos que é possivel decompor 4.284 em miiltiplos
de 6. Vejamos

4.284 = 4.200+60424 = 6x700+6x10+6x4 = 6x(700+10+4) = 6x714.

Portanto, temos uma divisdo ezxata 4.284 : 6 = 714. A mesma decom-
posicdo pode ser agrupada em multiplos de 60:

4.284 = 4.200 4+ 60 + 24 = 60x70 4 60x1 + 24 = 60x(70+ 1) + 24
= 60x71 4 24.

Como 24 < 60, concluimos que, na divisdo de 4.284 por 60, temos
quociente 71 e resto 24. |
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Exercicio 2.24 Qual é a diferenca entre o quociente e o resto da
divisao de 272 por 77

(a) 1. (b) 3. (c) 32. (d) 38. (e) 265.

©x Solucdo. Para efetuar a divisio de 272 por 7, calculamos as
seguintes divisoes sucessivamente:

272 = 210 + 62 = 7x30 + 62
= 7x30+ 56 + 6 = 7x30 + 7x8 4+ 6
= 7x38 + 6.

Portanto, concluimos que o quociente desta divisdo é 38 e o resto é 6,
com a diferenca dos dos dois dada por 38 — 6 = 32, o que corresponde
a alternativa (c). ]

Observacdo 2.17 As contas que fizemos acima podem ser apresen-
tadas usando o “método da chave”, tornando-se mais familiares a
quem estd acostumado a esta forma de representar o algoritmo da
divisdo. Vejamos

2727
-21 [38
6 2
—56
6

Esta nao é a unica forma e de efetuar esta divisdo. Poderiamos,
por exemplo, aproximar o dividendo 272 pelo multiplo de 7 mais
préximo (e maior) que seria 280. Assim, terfamos

272 =280 -8 =7x40 -8 =7x40 - 14+ 6
= 7x40 — Tx2 46 = Tx38 + 6.

Exercicio 2.25 Uma campanha beneficente recebeu 56 caixas, cada
uma contendo 24 latas de leite em p6. a) Quantas latas de leite
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em p6 foram recebidas, ao todo? b) Caso a campanha houvesse
recebido 1356 latas de leite em pd, quantas caixas iguais, com
capacidade para 24 latas, seriam necessarias para guardar todas as
latas? Alguma caixa ficaria com menos latas?

@ Solucdo. a) Basta efetuarmos a multiplicacio 56x24. Para tanto,
podemos usar a distributividade da multiplicacdo em relacdo a adigdo
de niimeros naturais, obtendo

56x24 = (50 + 6)x(20 + 4) = 50x20 + 50x4 + 6x20 + 6x4
= 1000 + 200 + 120 + 24 = 1344,

Para resolvermos o problema b), simplesmente observamos que
1356 = 1344 4 12 = 24x56 4 12,

ou seja, serdo usadas 56 caixas cheias e mais 1 caixa contendo apenas
12 latas em vez de 24. Trata-se de uma divisdo ndo exata, com resto
igual a 12. |

Observacdo 2.18 — Nota ao professor. Exercicios como esse sao
rotineiros e pouco interessantes. No entanto, sdo uteis para explorar
as diversas maneiras segundo as quais uma operagao, neste caso a
multiplicagao, pode ser efetuada.

Exercicio 2.26 Uma empresa doou 250.880 quilogramas de alimen-
tos para serem distribuidos por igual em 256 comunidades. Quantos

quilogramas serao distribuidos a cada comunidade?

©» Solucdo. Uma vez mais, basta efetuarmos a divisdo de 250.880
por 256:

\\S\\\

250880256
~2304 980
2048
~2048
00
-0
0
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Cada uma das 256 comunidades receberd 980 quilogramas de alimentos.
|

Observacdo 2.19 Observamos que, fatorando tanto o dividendo
quanto o divisor em seus fatores primos, obtemos 250.880 = 210x5x 72
e 256 = 28, Estas fatoracoes facilitam bastante a divisdo, visto que

250.880  2'0x5x72

— 92 2 _
R = g5 = 2x5xT0 = 080.

Exercicio 2.27 Débora fez uma prova com 70 questoes. Ela gastou,
em média, trés minutos na resolucdo de cada questdo. Quanto
tempo Débora levou para fazer a prova?
@ Solucdo. O tempo total de resolucio da prova é igual a 3x70, ou
seja, 210 minutos. Por fim, recordando que uma hora tem 60 minutos
e notando que a divisdo de 210 por 60 tem quociente 3 e resto 30,
concluimos que Débora fez a prova em 3 horas e 30 minutos. |

Exercicio 2.28 Uma impressora produz 15 cépias por minuto. Uma
outra impressora imprime o triplo de cépias dos mesmos impressos
em um minuto. Quantas copias a segunda impressora produz em
12 minutos?
2. Solucdo. A solucio deste problema requer duas multiplicacdes.
Inicialmente devemos multiplicar 3 por 15 (obtendo 45) para saber
quantas cépias a segunda impressora produz por minuto. A seguir,
multiplicamos 45 por 12 para calcular quantas copias a segunda im-
pressora produz em 12 minutos. Vocé pode usar o método que lhe
for mais familiar para calcular o produto 45x12. Um forma rapida de
fazer isso é observando que

45x12 = 45x10 + 45x2 = 450 + 90 = 540. |

» GOVERNODO
Esr 0 po CEARA
vtaria do Bducacia

7 SISEDU

AVALIACAO
, DIAGNOSTICA
DO ENSINO MEDIO




Secdo 2.7

Exercicio 2.29 — UNICAMP.

A figura ao lado foi construida com lapis de
madeira novos, sem apontar. Cada um desses
lapis tem 22 centimetros de comprimento, e foi
colado nas extremidades, sem sobreposicao, de
maneira que o lado (aresta) de cada quadrado
seja um desses lapis. Calcule quantos centime-
tros de lapis foram utilizados para construir a
estrutura.

.}___“_;‘____4_

1
i
|

2. Solucdo. A solugdo deste exercicio tem duas etapas. A primeira

consiste na contagem da quantidade de ldpis usados para construir a
estrutura. Tal contagem pode ser feita diretamente da figura, onde
se vé que foram utilizados 28 l4pis (10 na parte frontal, 10 na parte
posterior e 8 ligando a face frontal a face posterior da estrutura). Como
cada lapis mede 22 cm, no total os lapis medem

@

28x22 = 28x(20 4 2) = 560 + 56 = 616

centimetros. |

I Exercicio 2.30 Qual é o MDC e 0 MMC dos niimeros 64, 96 e 8407
> Solucdo. Para calcular o MDC (e MMC) desse ntimeros, conside-
ramos suas fatoracdes em fatores primos. Temos 64 = 26, 96 = 25x3 e
840 = 23x3x5x7. Assim, os ntimeros 2, 3, 5, 7 sdo os Gnicos nimeros
primos que sao fatores de pelo menos um dos ntimeros 64, 96 e 840.
Logo, o MDC tem os fatores comuns aos 3 ntmeros, elevados aos
menores expoentes. Assim,

<«

MDC(64, 96,840) = 23 = 8.

Ja o MMC é dado pelo produto de todos os fatores, elevados aos
matores expoentes. Portanto,

MMC(64, 96, 840) = 2°6x3x5x7 = 6.720.
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I Exercicio 2.31 Quais o MMC e MDC dos ntimeros 420, 576 e 33887

Exercicio 2.32 Dona Ilda tem duas filhas. A primeira gosta de
comer sushi a cada 8 dias e a segunda come sushi a cada 12 dias.
Dona Ilda, por sua vez, prefere comer sushi a cada 21 dias. Se todas
elas comeram sushi hoje, quantos dias se passarao até que as trés
voltem a comer sushi em um mesmo dia?

(a) 88 (b) 96 (c) 144 (d) 168 (e) 210
dias dias dias dias dias

A
&

2 Solucdo. O ntmero de dias apés os quais Dona Ilda e suas duas
filhas comerao sushi novamente em um mesmo dia deve ser multiplo
de 8, ja que a primeira filha come sushi de 8 em 8 dias. Analogamente,
deve ser multiplo de 12 e de 21. Logo, deve ser um mdltiplo comum
de 8, 12 e 21. De fato, deve ser o menor ou minimo mdltiplo comum
(MMC) de 8, 12 e 21. Fatorando esses ntimeros em fatores primos,
obtemos 8 = 2x2x2 = 23, 12 = 2x2x3 = 22x3 e 21 = 3x7. Assim, o
MMC de 8, 12 e 21 é dado pelo produto de todos os fatores nessas
fatoragoes, elevados aos maiores expoentes com que aparecem, isto €,

MMC(8, 12,21) = 23x3x7 = 8x21 = 168.

Assim, as trés mulheres voltardo a comer sushi em um mesmo dia apds
168 dias e a alternativa correta é a de letra (d). [

Exercicio 2.33 — ENEM 2020- adaptado. Para aumentar a arreca-
dacao de seu restaurante que cobra por quilograma, o proprietario
contratou um cantor e passou a cobrar dos clientes um valor fixo
de couvert artistico, além do valor da comida. Depois, analisando
as planilhas do restaurante, verificou-se em um dia que 30 clientes
consumiram um total de 10 kg de comida em um periodo de 1
hora, sendo que dois desses clientes pagaram R$ 50,00 e R$ 34,00 e
consumiram 500 g e 300 g, respectivamente. Qual foi a arrecadacao
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obtida pelo restaurante nesse periodo de 1 hora, em real?

(a)
(b)
(c) 820,00
(d) 1100,00
(e) 2700,00

\\\\

> Solucdo. Note que, aumentando 200 gramas no peso da comida,
o Valor, com o couvert incluido, passa de R$ 34,00 para R$ 50,00.
Portanto, 200 gramas de comida equivalem a 50 — 34 = 16 reais. Note
que, como o couvert ¢é fixo, ele foi subtraido nessa conta. Assim, 100
gramas correspondem, proporcionalmente, a 8 reais. Um consumo de
10 quilogramas, ou seja, 10.000 gramas, equivale a 100x100 gramas.
Logo, o valor desses 10 quilogramas é

100x8 = 800 reais.

Da mesma forma, 500 gramas de comida custariam 5x8 = 40 reais.
Concluimos, que o couvert custa 50 — 40 = 10 reais por cliente. Os
trinta clientes, juntos, pagaram 30x10 = 300 de couvert. Logo, os
30 clientes pagaram, ao todo 800 + 300 = 1.100 reais. Portanto, a
alternativa correta é a da letra (d). |

Exercicio 2.34 Em uma arvore de Natal as ldampadas verdes piscam
a cada 5 segundos, as lampadas vermelhas a cada 3 segundos, as
lampadas azuis a cada 6 segundos e as lampadas amarelas a cada
8 segundos. De quantos em quantos segundos as quatro lampadas
acendem ao mesmo tempo?

(a) 120 segundos
(b) 150 segundos
(c) 180 segundos
(d) 210 segundos
(e) 240 segundos
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Exercicio 2.35 Em uma escola de bairro, foram distribuido 144
cadernos, 192 lapis e 216 borrachas, de modo que o maior niimero
possivel de alunos fosse contemplado e todos recebessem o mesmo
nimero de cadernos, o mesmo nimero de lapis e o mesmo nimero
de borrachas. Como nao houve sobra de material, qual o niimero
de cadernos que cada aluno recebeu?

(a) 6 cadernos
(b) 8 cadernos.
(c) 9 cadernos
(d) 12 cadernos
(e) 24 cadernos

Exercicio 2.36 A fatoracdo completa de 600 é 2¢x3°x5¢. Qual é o
valor de a + b + ¢?

Exercicio 2.37 Detemine todos os divisores do ntimero 504.

©

> Solucdo. Fatorando 504 em seus fatores primos, temos

504 = 2x252
= 2x2x126
= 2x2x2x63
= 2x2x2x3x21
= 2x2x2x3x3x7 = 23x3%x7T.

Portanto, os divisores do niimero 504 tém a decomposicao em fatores
primos da forma 2%x3°x7¢, onde o expoente a vai de 0 a 3, o0 expoente
b vai de 0 a 2 e o expoente ¢ pode ser 0 ou 1. Sdo, portanto,

(34 1)x(2+1)x(1+ 1) = 24 divisores.
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A lista desses divisores é a seguinte

1 2 3 7

2x2 2x3 2x7 3x3 3xT7

2x2x2 2x2x3 2x2x7 2x3x3 2x3x7 3x3IxT
2x2x2x3 2x2x2x7T 2x2x3x3 2x2x3xT  2x3x3xT
2x2x2x3x3 2Xx2x2x3XT  2x2x3x3xT

2x2x2x3x3xT.

Exercicio 2.38 Demonstre que 2685 é um multiplo de 3 sem efetuar
divisoes.

©

@ Solucdo. Temos

2.685 = 2.000 + 600 + 80 + 5

=2x(999 + 1) +6x(99+ 1) +8x(9+1)+5
=2x999 +6x99 +8x9+24+6+8+5

= muiltiplo de 3 4 21.

Na tultima linha, temos a soma de dois multiplos de 3 que é, portanto,
também um multiplo de 3. |
Exercicio 2.39 Demonstre que 2682 é um multiplo de 9 sem efetuar

divisoes.
@« Solucdo. Temos

2.682 = 2.000 + 600 + 80 + 2

=2x(999 + 1) +6x(99+ 1) +8x(9+1) +2
=2x999 4 6x994+8x9+2+6+ 8+ 2

= muiltiplo de 9 + 18.

Na tltima linha, temos a soma de dois multiplos de 9 que ¢, portanto,
também um multiplo de 9. |
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Exercicio 2.40 Calcule o resto da divisao de 2687 por 9 sem efetuar
divisoes.

Solucdo. Temos
2.687 = 2.000 + 600 + 80 + 7
— 2x(999 + 1) + 6x(99 + 1) + 8x(9+ 1) + 7

=2x999 + 6x99 4+ 8x94+2+6+8+7
= multiplo de 9 + 18 + 5 = muiltiplo de 9 + 5.

Depois da dltima igualdade, temos um multiplo de 9 e um ntimero
menor que 9, que, por defini¢do, é o resto: 5. |

Observacdo 2.20 Dados dois miltiplos a e b de um niimero natural
n, a soma deles também serd multiplo deste mesmo niimero natural.
De fato, como a e b sdo multiplos de n, existem naturais k e £ tais
que

a = kxn e b=/¥xn.

Assim, usando a distributividade da multiplicacdo em relacdo a
adigao, temos

a+b=kxn+xn=(k+{)xn

0 que mostra que a + b é multiplo de n.

Observacdo 2.21 — Nota ao professor. Esta sequéncia dos trés
ultimos exercicios enfoca os chamados critérios de divisibilidade.
Os elementos fundamentais da demonstragao desses critérios sao
apresentados nas resolucgoes. Se, por um lado, evitamos uma prova
formal (que pode ser, depois dessa sequéncia, cuidadosamente tra-
balhada pelo professor), por outro néo recaimos no lugar-comum de
apresenta-los como fatos arbitrarios para os quais pode parecer que
nao ha justificativa plausivel, como quando dizemos que um “ni-
mero é divisivel por 9 quando a soma de seus algarismos é divisivel
por 9”. O professor pode dirigir atividades de avaliagdo formativa a
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respeito tanto de critérios de divisibilidade quanto sobre problemas
interessantes envolvendo congruéncia, conceito que também esta
implicito nessa sequéncia.

Exercicio 2.41 — OBMEP 2019. Os estudantes de uma escola foram
divididos em equipes de 8 meninas e 5 meninos cada uma. Se nessa
escola ha 60 meninas a mais do que meninos, qual é o nimero total
de estudantes?

(a) 130 (b) 260 (c) 390 (d) 520 (e) 650

& Solucdo. Cada equipe, formada por 8 meninas e 5 meninos, tem
13 alunos. O total de alunos é dado, portanto, pelo produto do niimero
de equipes por 13. Por outro lado, a diferenca entre o niimero de
meninas e o nimero de meninos em cada equipe é igual a 8 — 5 = 3.
Assim, o nimero de equipes, multiplicado por 3, é igual a 60, a diferenga
total entre o nimero de meninas e o nimero de meninos. Concluimos
que hé 60 : 3 = 20 equipes. Portanto, deduzimos que hd 20x13 = 260
alunos. A alternativa correta é a de letra (b). [ |

Observacdo 2.22 — Nota ao professor. Temos apresentado varios
exemplos em que utilizamos pensamento algébrico, mas sem recorrer
a notagoes algébricas e sem modelar os problemas explicitamente
em termos de equacodes lineares, “regras de trés” e assim por diante.
Esta é uma abordagem apropriada para desenvolver habilidades
de raciocinio l6gico no estudante, sem desencoraji-lo com todo
o aparato da linguagem de variaveis, equagoes e sistemas, que é
totalmente dispensével para este tipo de problemas. Além disso,
demonstramos, com esses exercicios, como mobilizar conhecimen-
tos aritméticos basicos para resolver problemas do ENEM e das
fases iniciais da OBMEP em que, supostamente, sdo requisitadas
habilidades mais complexas.

Exercicio 2.42 — Revista Canguru - 2020, p. 44, adaptado. Bia
tem varias pecas de comprimento 5 e de comprimento 7, como
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Juntando e enfileirando essas pecas, Bia consegue obter pecas mai-
ores com diferentes comprimentos. Qual dos comprimentos a seguir
ela nao vai conseguir obter fazendo isso?

(a) 10 (b) 12 (c) 13 (d) 14 (e) 15

& Solucdo. Bia pode obter comprimentos que sdo somas de multi-
plos de 5 e de multiplos de 7. Este é o caso de 10 = 5x2, 12 =5+15,
14 = 7x2 e 15 = 5x3. Mas ndo é o caso de 13. De fato, o multiplo de
5 mais préximo (e menor) de 13 é 10. Subtraindo, ndo obtemos um
multiplo de 7, visto que 13 — 10 = 3. Da mesma forma, o multiplo
de 7 mais proximo (e menor) de 13 é o préprio 7. Subtraindo, nao
obtemos um multiplo de 5, visto que 13 — 7 = 6. |

Exercicio 2.43 — KangoTreino 2020. Alice vai ao clube todos os
dias, Beto a cada dois dias, Carmen a cada trés dias, Daniel a cada
quatro dias, Elena a cada cinco dias, Félix a cada seis dias e Gabi
a cada sete dias. Hoje todos eles estdao no clube. Daqui a quantos
dias todos eles se encontrardo no clube novamente?

(a) 27 (b) 28 (c) 210 (d) 420 (e) 5040

Exercicio 2.44 Roberto pratica esportes e todos os dias corre pela
manha. Seu desafio é correr sempre 2 km a mais que no dia anterior.
Se na segunda feira ele correu 3 km, no domingo ele correra quantos
quilometros? E na semana toda, quantos kildmetros tera corrido?

(a) No domingo, 15km e, na semana, 63 km.
(b) No domingo, 14km e, na semana, 17km.
(¢) No domingo, 17km e, na semana, 63 km.
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(d) No domingo, 21 km e, na semana, 63 km.
(e) No domingo, 15km e, na semana, 17 km.

Exercicio 2.45 Um pequeno agricultor pode ensacar sua produgao
de café, que é inferior a 100 quilogramas, em sacos de 18 quilogramas,
deixando 7 quilogramas de fora. Uma alternativa é usar sacos de
20 quilogramas para ensacar o café, deixando apenas 1 quilograma
de fora. Qual a produgao de café do agricultor em quilogramas?

N

2+ Solucdo. Os miltiplos de 18 menores que 100 e maiores que 0 sdo
18,36, 54,72,90. Portanto, as possiveis quantidades de café produzido
sao

18+7=25 36+7=43, 54+ 7=61,72+7=179, 90+ 7 = 97.

Subtraindo 1 quilograma de cada um dos nimeros desta relagdo, o
tnico multiplo de 20 que temos é 61 — 1 = 60. Logo a quantidade de
café produzida pelo agricultor é de 61 quilogramas. |

Exercicio 2.46 — ENEM 2014. Durante a Segunda Guerra Mundial,

para decifrarem as mensagens secretas, foi utilizada a técnica de

decomposicdo em fatores primos. Um ntimero N é dado pela

expressao 2% - 5Y - 77, na qual x, y e z s@o ntmeros inteiros nao

negativos. Sabe-se que N é multiplo de 10 e nao é multiplo de 7.
O nimero de divisores de N, diferentes de IV, é

Aqui, estamos usando - para simbolizar a multiplicagdo: isto é,
Obs | 3.5 significa o produto 3x5.
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2. Solucdo. Os divisores de N devem ter apenas os fatores 2,5 e
7 e sua fatoracido deve ser da forma 2% - 5° - 7¢ onde o expoente a
estd entre 0 e  (x + 1 possibilidades), o expoente b estd entre 0 e
y (y + 1 possibilidades) e o expoente ¢ deve ser igual a 0 (apenas 1
possibilidade). Esta tltima afirmacao vem do fato de que z = 0, pois
N nao ¢é maltiplo de 7. Observe, da mesma forma, que, como N é
multiplo de 10 = 2x5, deve haver pelo menos um fator igual a 2 e pelo
menos um fator igual a 5 na fatoracdo de N. Portanto, devemos ter
x> 1ey > 1. De toda forma, o nimero total de divisores de N é
dado por

(x+1)-(y+1) - (2+1).

Excluindo o préprio N, ficamos (x +1) - (y+ 1) - (2 + 1) — 1 divisores,
o que corresponde a alternativa (e). |

Exercicio 2.47 — ENEM 2020. Apés o término das inscrigoes de
um concurso, cujo numero de vagas é fixo, foi divulgado que a
razao entre o numero de candidatos e o nimero de vagas, nesta
ordem, era igual a 300. Entretanto, as inscri¢oes foram prorrogadas,
inscrevendo-se mais 4 000 candidatos, fazendo com que a razao an-
teriormente referida passasse a ser igual a 400. Todos os candidatos
inscritos fizeram a prova, e o total de candidatos aprovados foi igual
a quantidade de vagas. Os demais candidatos foram reprovados.
Nessas condi¢oes, quantos foram os candidatos reprovados?

(a) 11960  (b) 11970  (c) 15960  (d) 15970  (e) 19960

2. Solucdo. O niimero anterior de candidatos era igual a 300 vezes
o nimero de vagas. Esse niimero aumentou com mais 4.000 inscritos
e passou a ser 400 vezes o nimero de vagas. Portanto, 300 vezes o
numero de vagas mais 4.000 resulta em 400 vezes o nimero de vagas.
Assim, 4.000 candidatos equivalem a 100 vezes o niimero de vagas.
Concluimos que havia 40 vagas, apenas. O ntimero final de candidatos
inscritos foi, portanto,

400x40 = 16.000.
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Como havia 40 vagas e foram preenchidas, o nimero de candidatos
reprovados foi 16.000 — 40 = 15.960, o que corresponde & alternativa
(c). [ |

Exercicio 2.48 Prove que

(a) a soma de dois niimeros pares é um ndimero par;

(b) a soma de dois niimeros {impares é um niimero par;

(c) a soma de um nimero impar e um nimero par é um ndimero
impar.

Exercicio 2.49 — FUVEST 1987. A diferenca entre o cubo da soma
de dois niimeros inteiros e a soma de seus cubos pode ser

(a) 4 (b) 5 (c) 6 (d) 7 (e) 8

\\‘\\)

> Solucdo. Se m e n sdo esses dois nimeros inteiros, o cubo de sua
soma é expandido como segue:

(m+4n)®=(m+n)-(m+n)-(m+n)
:m3+3-m2-n+3-m-n2+n3,

em que o primeiro termo corresponde a tnica forma de termos 3 fatores
iguais a m, o segundo a termos apenas 1 fator igual a n, o terceiro a
termos apenas 1 fator igual a m e o Ultimo & tnica forma de termos 3
fatores iguais a n. A soma dos cubos de m e n é dada por

m3 +n3.

A diferenca entre o cubo da soma e a soma dos cubos é, portanto,
igual a
3-m?>-n+3-m-n>=3-m-n-(m+n),

um multiplo de 3. A tnica alternativa que corresponde a um miltiplo
de 3 é a de letra (c). [ |
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Exercicio 2.50 — FUVEST 2000. Se z e y sao dois nimeros inteiros,
estritamente positivos e consecutivos, qual dos niimeros abaixo é
necessariamente um numero impar?

_
@\

2 Solucdo. Como z e y sdo inteiros positivos consecutivos, um deles
é par e o outro é impar. Portanto, sua soma x + y é impar (prove!).
Assim, x +y + 1 é par. J& o nimero

2zy + 2 =2(zy + 1)

é, obviamente, um multiplo de 2, ou seja, é par. Se x é o nimero impar
e y o par, o numero 2z + 3y é par. Se x é o nimero par e y o impar, o
numero 3z + 2y é par. Por fim, o produto xy dos dois niimeros é par,
pois um deles é par. Assim, xy + 1 é, necessariamente, um nimero
impar. A alternativa correta é a de letra (c). [ |

Exercicio 2.51 — UFC 1999. Determine o nimero inteiro n que
satisfaz simultaneamente as seguintes condicoes

i) n estd compreendido entre 6.000 e 7.000;
ii) m dividido por 35, ou por 45, ou por 50 deixa sempre resto 11.

Exercicio 2.52 — FUVEST 2001. Uma senhora tinha entre trinta e
quarenta agoes para dividir igualmente entre todos os seus netos.
Num ano, quanto tinha 3 netos, se a partilha fosse feita, deixaria 1
acao sobrando. No ano seguinte, nasceu mais um neto e, ao dividir
igualmente entre os quatro netos o mesmo nimero de acoes, ela
observou que sobrariam 3 acoes. Nesta ultima situacao, quantas
acoes receberd cada neto?
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Exercicio 2.53 — FUVEST 1997. O menor niimero natural n, diferente
de zero, que torna o produto de 3888 por n um cubo perfeito é

(b) 12 (c) 15 (d) 18 (e) 24
2. Solucdo. O ntimero 3.888 ¢ fatorado da seguinte forma
3.888 = 2%x3°.
Multiplicando este niimero por 22x3 = 12, temos
12x3.888 = 242x35T1 — 2636 — (22x32)3,

ou seja, obtemos o cubo do niimero 22x32 = 36. |

Exercicio 2.54 — FUVEST 2017. Sejam a e b dois ntimeros inteiros
positivos. Diz se que a e b sdo equivalentes se a soma dos divisores
positivos de a coincide com a soma dos divisores positivos de b.
Constituem dois inteiros positivos equivalentes:

Exercicio 2.55 — KangoTreino 2020. 800 zarcs valem o mesmo do
que 100 zercs. 100 zarcs equivalem a 250 zircs. Quantos zercs
correspondem a 100 zircs?

(a) 2 (b) 5 (c) 10 (d) 25 () 50

2. Solucdo. Note que 1.000 zircs, ou seja, 4x250 zircs valem 4x100 =
400 zarcs. Como 800 zarcs valem 100 zercs, 400 = 800 : 2 zarcs

>
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equivalem a 100 : 2 = 50 zercs. Concluimos, com esta cadeia de
equivaléncias, que 1.000 zircs valem 50 zercs. Portanto, 100 = 1.000 :
10 zircs valem 50 : 10 = 5 zercs. Logo, a alternativa correta é a de
letra (b).

|

Exercicio 2.56 — ENEM 2020 - adaptado. Uma microempresa pro-
duz um tipo de agenda personalizada para brindes. O custo de
producao de cada unidade é de R$ 7,00 e sdo comercializadas em
pacotes com 40 agendas, que sdo vendidos por R$ 600,00. Além
disso, essa empresa tem um custo mensal fixo de R$ 12 800,00 que
nao depende do nimero de agendas produzidas.

Qual é o nimero minimo de pacotes de agendas que devem
ser vendidos mensalmente para que essa microempresa nao tenha
prejuizo no més?

(a) 36 (b) 40 (c) 280 (d) 305 (e) 320
2. Solucdo. O custo do pacote de 40 agendas é 40x7 = 280 reais.
Vendendo um pacote por 600 reais, a microempresa tem l[ucro de
600 — 280 = 320 reais. Portanto, para compensar os custos fixos
mensais, é preciso que sejam vendidos

12.800
——— = 40 pacotes
320 Pacores,
no minimo. |
Exercicio 2.57 — UECE 2018. Se py,po, ..., p1s $a0 nimeros inteiros
positivos primos e distintos e se p = p; - p2 - ... p1g, entdo o nimero

de divisores de p, inteiros positivos e distintos entre si, é igual a

(a) 28,

(b) 218 —1
(c) 218 + 1.
(d) 218 +2

“» Solucado. Os fatores primos dos divisores de p, maiores que 1, sdo,
necessariamente, fatores primos de p. Cada um desses fatores primos,
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p1,...,p1s pode ou ndo aparecer na fatoracdo do divisor. Assim,
para cada um dos 18 fatores primos, temos as duas possibilidades: que
nao seja fator do divisor; ou que seja fator, mas apareca uma tnica
vez. Assim, pelo principio multiplicativo da contagem, o niimero
de possiveis divisores é

2x2x ... x2 =28
18 vezes
Devemos subtrair desta conta o divisor trivial 1, que corresponde ao
caso em que todos os fatores primos sdo elevados a 0. Assim, a resposta
correta é 2'® — 1, ou seja, o niimero na letra (b). [ |

Exercicio 2.58 — ENEM 2021. Um marceneiro visitou 5 madeireiras
para comprar tabuas que lhe permitissem construir 5 prateleiras de
formato retangular, de dimensoes iguais a 30 cm de largura por 120
cm de comprimento cada, tendo como objetivo minimizar a sobra
de madeira, podendo, para isso, fazer qualquer tipo de emenda. As
dimensoes das tdbuas encontradas nas madeireiras estdo descritas
no quadro.

Madeireira | Largura (cm) | Comprimento (cm)
I 40 100
II 30 110
111 35 120
v 25 150
A% 20 200

Em qual madeireira o marceneiro deve comprar as tdbuas para
atingir seu objetivo?

(a) T (b) II (c) I (d) IV (e) V
Exercicio 2.59 — Circulos de Matemdtica da OBMEP - adaptado.

Sabendo-se que 998.001x17 = 16.966.017, qual das alternativas
corresponde a um multiplo de 177

(a) 16.966.011.
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(b) 16.966.015.
(c) 16.966.021.
(d) 16.966.025.
(e) 16.966.034.

Exercicio 2.60 — G1 - IFBA 2017 e Espm 2016.

Na multiplicacdo ao lado, cada letra representa A Bg

um algarismo do sistema decimal de numeracao. X 9

O valorde A+ B+C+ D é: TDC6
(a) 22. (b) 20. (c) 24. (d) 21. (e) 23.

\\\\\

Solucdo. O produto 9xC deve ser um ntimero que tem 6 como
algarlsmo das unidades. Como 0 < C' < 9, a tUnica possibilidade
é C = 4, com o que terfamos 9xC' = 36. Agora, devemos ter um
algarismo B tal que 9xB + 3 seja um namero cujo algarismo das
unidades é C' = 4. Logo, a Unica possibilidade é que B = 9, de
modo que 9xB + 3 = 81 + 3 = 84. Por fim, o produto 9xA, somado
com 8, deve ser um numero cujo algarismo das dezenas seja 7. Ha
apenas uma escolha possivel, a saber, A = 7, para a qual teriamos
9xA +8 =63+ 8 = 71. Concluimos que A =7 e D = 1. Portanto,
A+B+C+D=74+9+4+1=21. A resposta correta é (d). N

Exercicio 2.61 Dividindo 42 por 6, o quociente é 7 e o resto é zero.
Somando 1 ao dividendo e tornando a dividir por 6, o quociente
continua sendo 7 e o resto passa a ser 1. Qual o maior ntimero
que podemos somar a 42 para que a divisao por 6 continue tendo
quociente 77

Exercicio 2.62 — OBM. Dos ntimeros a seguir, qual é o tnico que
pode ser escrito como produto de quatro nimeros naturais consecu-
tivos?

(a) 712 (b) 548 (c) 1026  (d) 1456  (e) 1680
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“» Solucdo. Esses quatro ntimeros consecutivos devem deixar restos
0,1,2 e 3 quando divididos por 4, ndo necessariamente nesta ordem.
Portanto, exatamente um deles é miltiplo de 4. Da mesma forma,
devem deixar restos 0,1 e 2, quando divididos por 3. Logo, pelo menos
um deles é multiplo de 3. Por fim, pelo menos dois desses ntimeros
sdo pares, isto é, divisiveis por 2. Observamos que um dos nimeros
pares, se for dividido por 2, resulta em um ntmero impar. Logo, ndo
¢ multiplo de 4. Concluimos que o produto dos quatro ntimeros deve
ser multiplo comum de multiplo de 2x3x4 = 24. |

N
@

Observacdo 2.23 Lembre que, pelo algoritmo euclidiano da divisao,
quando dividimos um ntimero natural m por um nimero natural
n, ndo nulo, obtemos um resto r que deve ser maior ou igual a 0
e menor que n. Por exemplo, podemos ver que os tnicos restos
possiveis na divisao por n = 4 sdo

e 0 (quando m é multiplo de 4),

e 1 (quando m é um miltiplo de 4, mais 1),

e 2 (quando m é um multiplo de 4, mais 2),

e n—1=3 (quando m é um multiplo de 4, mais 3).

I Exercicio 2.63 Mostre que o produto 135x375 é um quadrado per-
feito.

2

Um quadrado perfeito é um ntimero da forma n* ou nxn, onde

Obs | 1 6 um ntimero natural.

Exercicio 2.64 — UECE 2019. Se o resto da divisao do ntimero inteiro
positivo b por 7 € igual a 5, entao o resto da divisdo do ntimero
b2 + b+ 11 por 7 é igual a

(a) 2 (b) 3 (c) 4 (d) 5

DY

Z\

» Solucdo. Dividindo b por 7, temos resto 5. Logo, b tem a forma

S

b = miltiplo de 7 + 5.
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Assim (verifique!),

b? = (multiplos de 7) + 25 = multiplos de 7 4 21 + 4
= (multiplos de 7) + 4.

Logo, a expressao b> 4+ b + 1 tem a seguinte decomposicao

b? + b+ 1 = (miltiplos de 7) + 4 + 5 + 1 = (mltiplos de 7) + 7+ 3
= (multiplos de 7) + 3.

Portanto, o resto da divisdo deste nimero por 7 é igual a 3, o que
corresponde & alternativa (b). |

Exercicio 2.65 — Canguru 2017 - Prova J. Repetindo um par de
algarismos ab trés vezes, escrevemos um nimero de seis algarismos.
Este niimero ¢é divisivel por qual dos niimeros a seguir?

Exercicio 2.66 Sem efetuar divisoes, determine o resto da divisao
de 519 por 3.

deogames para trés amigos, que lhe pagaram, respectivamente,
R$ 240,00, R$180,00 e R$320,00. Todos os CDs tinham o mesmo
preco. Quantos CDs tinha Leticia, no minimo?

Exercicio 2.68 — Canguru 2017 - Prova J. Numa sala hd quatro
criancas com menos de 18 anos e com idades diferentes. Se o

| Exercicio 2.67 — OBM. Leticia vendeu todos os seus CDs de vi-
| produto de suas idades é 882, qual é a soma dessas idades?
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Fracoes: conceitos iniciais

Comegamos, nesta secdo, nosso estudo das fra¢dées com probleminhas
simples que nos mostram a necessidade de ampliarmos o conjunto
de ntimeros que usamos, até agora restrito aos niimeros naturais e
inteiros. Assim como a ampliacdo do conjunto dos niimeros naturais
para o conjunto dos niimeros inteiros tornou as operagoes de adigao e
subtragdo mais claras e gerais, esta nova ampliacdo, dos inteiros para
os nimeros racionais (aqui, ainda expressos como fragdes) permi-
tird tornar a operacao de divisdo mais compreensivel, principalmente
quando envolver restos nao nulos.

Na escola, usamos fragées para simbolizar o resultado de uma
divisdo como 15 : 6, que expressamos como a fracao

T
15 numerador

6 denominador
~_

Lembremos que, ao dividir 15 por 6, obtemos um quociente 2 e um
resto 3, ou seja,
15 = 6x2 + 3.

Dividindo o resto 3 pelo divisor 6, ndo obtemos um nimero inteiro e
sim um numero fracionario

3

6

que podemos interpretar como uma parte de uma unidade. E bastante
comum visualizarmos esta operacao de divisdo e as fragées usando
barras como na figura a seguir:

INNNNNENEERNNENEED

| | | [ [=2+

15
6

Dl

em que a primeira barra é dividida em retdngulos menores, agrupados
de 6 em 6. Portanto, 15 unidades equivalem a 2 grupos de 6 e parte

Avmm;io
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de outro grupo de 6, que corresponde a 3 das 6 unidades neste grupo.
A segunda barra representa esses 2 grupos de 6 e a fragdo do terceiro
grupo. Observe que a unidade de medida na segunda barra é 6
vezes maior do que na primeira.

Podemos também visualizar e interpretar as fragoes em termos de
graficos de setores ou pizzas, para dar-lhes um nome mais atraente:
se cada unidade ou pizza é dividida em seis partes ou fatias, 15 dessas
partes podem ser representadas na seguinte figura

em que as 15 fatias destacadas correspondem a 2 pizzas inteiras e 3

da terceira (ou seja, a 3 fatias das 6 em que cortamos a terceira).

3
6

=]

Em resumo, seja usando barras ou pizzas, temos a fragao
da divisdo 15 : 6 que calculamos em termos de fragbes como

veln

15 3

Z_94

6 6’

Vejamos um problema, relacionado a unidades de medida de compri-
mento ou distdncia em que fragbes como esta podem surgem natural-
mente.

Problema 8 Uma medida tradicional de comprimento (distancia),
usada pelos habitantes da zona rural, é a 1égua. Se 1 légua corres-
ponde a 6 quildmetros, quantas léguas correspondem a 15 quiléme-
tros?

Para resolvermos o problema 8, consideramos as duas retas numéri-
cas abaixo, em que os nimeros na primeira indicam distancias em
quilémetros e os nimeros na segunda, distdncia em léguas.

O A B C D E

0 1 3 6 12 15 18

Figura 3.1: Distancias em quilometros
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O A B c D B
0 1 3 1 2 15 3
6 6 6

Figura 3.2: Distancias em léguas

Comparando essas escalas, vemos que

e o ponto C corresponde a uma distancia de 6 quilémetros ou 1

légua,
e o0 ponto D corresponde a uma distancia de 12 quilémetros ou 2
léguas,
e o ponto F corresponde a uma distancia de 15 quilémetros ou %5
léguas,
e 0 ponto A corresponde a uma distancia de 1 quilébmetro ou % de
légua,
e o ponto B corresponde a uma distancia de 3 quilémetros ou %
de légua.
O A B C D E
0 1 2 3 4 5 1 7 8 9 1011 2 13141516 17 3
6 6 6 6 © 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6

Figura 3.3: Conversao de quilémetros em milhas: 1 quilbmetro =
% de milha. 1 milha = 6 quilémetros

As fragGes

) )

0 2 3
=% & & ©

1

67
(léem-se “um sexto”, “dois sextos”, e assim por diante) representam
pontos que dividem a reta numérica em segmentos de comprimentos
iguais. Por exemplo, a distancia entre os pontos O e C, igual a 1 milha,
é 6 vezes maior do que a distancia do ponto O ao ponto A, que é igual
a fragao

1
6
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de milha. Assim,
1 6
bx—=—-=1.
6" 6

Da mesma forma, a distdncia entre os pontos O e B ¢é dada pela fracao

% e é 3 vezes maior do que a distdncia entre os pontos O e A, ou seja,
1 3
3 X— = —-
6 6

De modo geral, dado um ntimero natural m, a fragao

m

6

representa um ponto cuja distdncia ao ponto O é m vezes maior do
que a distancia do ponto O ao ponto A, ou seja,

m 1 1+ +1
—=mx= =4 ...+ =
6 "6 6 6

—_————

mvezes

Por exemplo, a distancia do ponto O ao ponto D é 12 vezes maior do
que a distancia do ponto O ao ponto A, sendo dada por

12 1

— = 192%x—-.

6 6
Observe também que essa distancia é 2 vezes maior que a distancia do

ponto O ao ponto C, ou seja,
12
—
6

o que reforca o fato de que fracdes expressam divisdes. Ressaltando
esta ideia, vejamos que a distdncia de O a E é dada pela soma das
distancias de O a D ede D a F, isto é,

B_12 3 _, .3
6 6 6 6

Esta é uma forma de expressar a divisdo com resto

15 =6x24 3.
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De modo similar, a distancia de B a C' ¢ igual a diferencga da distancia
O a C e da distancia de O a B. Logo, é igual a

conclusdo que pode ser vista geometricamente, ja que os segmentos de
O a B e de B a C dividem o segmento de O a C ao meio. Portanto,

uma igualdade ou equivaléncia que estudaremos mais adiante. Veja
que a terceira pizza na figura do inicio da sec¢ao foi também dividida
a0 meio.

De modo geral, dado um ntimero natural n, diferente de zero, a

fracao

1

n
representa um ponto A na reta numérica, entre os pontos O e C, tal
que a distancia de O a C' é n vezes maior que a distancia de O a

A. Dito de outro modo, as fragoes
1 2 n—1
e

3

dividem o segmento de O a C em n segmentos de comprimentos
iguais. Dado outro nimero natural m, a fragao

m

n

representa um ponto cuja distancia a O é igual a m vezes a distancia
de O ao ponto A, ou seja,
m 1 1 1
—=mx—=—+4...+ —
n n o n n

nvezes

O numero m é chamado de numerador e o nimero n de denomi-
nador.
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Vejamos, na figura abaixo, o caso em que n = 8, ou seja, em que
dividimos o segmento de 0 a 1 em 8 partes de mesmo comprimento,
igual a %:

(es)
wol— 4+
N -
oolw +
ool +-
oolot +
ool +
ool~1 +

—_
w0l +

I=

Observemos que, somando os comprimentos dos segmentos desta-
cados na figura acima, temos

1+2 3_3X
8 8 8
Observamos também que
10_8+2_1+2
8 8 8 8

uma maneira de expressar o resultado da divisao

10 = 8x1 4 2.

Exercicio 3.1 Escreva a fracao correspondente aos segmentos desta-
cados (mais escuros) nas retas numéricas abaixo:

0

wl— 4+
—_

o+
—_

o 4+
—_

o+
—
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©» Solucdo. Na primeira figura, o segmento de 0 a 1 estd particionado
em 8 segmentos de comprimento %. O segmento destacado tem 3 vezes
esse comprimento. Portanto, mede

1 n 1 N 1 3 1 3

8 8 8 8 8
Na segunda figura, o segmento destacado é 3 vezes maior do que aquele
destacado na figura anterior e 9 vezes maior do que o segmento de
comprimento %. Logo, sua medida é igual a

3><—:§ ou 9X—:§
Observamos que
0_8 . 1_ .1
§ 8 8 8

Na terceira figura, o segmento de 0 a 1 é particionado em 4 segmentos
de comprimento igual a %. Deste modo, o segmento destacado equivale
a 3 segmentos de comprimento %1, isto é, mede %. Observe que cada
segmento de comprimento }L tem o dobro do comprimento do segmento
de comprimento %. Portanto,

3 1 1 6
—_ = — = 2 —_ = =
1 -G =g =g

Portanto, as fragoes % e g indicam o mesmo comprimento:

3 6
48
Dizemos, assim, que sdo fragées equivalentes.

Na 1ltima figura, temos um segmento destacado de mesmo compri-
mento que o da terceira figura. Note que, na terceira figura, cada um
dos 4 segmentos que particionam o segmento de 0 a 1 é 4 vezes maior
do que os segmentos que particionam o segmento de 0 a 1 na quarta

figura. Logo, cada um dos segmentos menores na quarta figura mede
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e o segmento destacado mede

1 12
12— = —.
16 16
Comparando os segmentos destacados na terceira e quarta figuras,
concluimos que suas medidas sdo iguais, isto é,

3 12
4 16’
encontrando mais um exemplo de frages equivalentes. |

Observacdo 3.1 Em todos os exemplos que discutimos, usamos
a reta numérica e associamos as fragées a medidas de distancia
ou comprimento. No entanto, podemos usar a reta e as fragoes
em outros contextos, envolvendo outras grandezas e medidas. Na
verdade, fragdes sdo formas de representar os niimeros racionais,
que sdo objetos matematicos abstratos e, portanto, cuja definigdao
nao requer que sejam medidas de algo concreto.

Observacado 3.2 — Nota ao professor. Neste ponto, convém usar as
representagoes das fragoes em retas com diversas graduagoes (assim
como em “pizzas” com diferentes nimeros de fatias ou barras com
diferentes niimeros de subdivisoes para explorar as ideias de equiva-
léncia de fragoes (que podemos entender como o efeito da mudanga
de “unidades de medida” ou de “escala”, alterando proporcional-
mente o total de partes do todo e o total de partes consideradas).
Da mesma forma, essas representacoes das fragoes permitem uma
introducao bastante intuitiva da adi¢cdo, multiplicacdo e mesmo
divisdo de fragoes, como acabamos de ver.

A este respeito, considere a seguinte situagdo-problema, em que as
fragOes representam uma grandeza bem diferente de comprimento ou
distancia. Mesmo assim, usaremos sua representagdo como pontos na
reta numérica.
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Exercicio 3.2 Em uma prova, um aluno acertou 15 questoes, o que
corresponde a % do total de questoes. Nesta prova havia quantas
questoes?

(a) 20 (b) 21 (c) 28 (d) 30 (e) 35

@ Solucdo. Vamos representar o total de questoes da prova pelo
segmento de reta entre os pontos 0 e 1 na reta numérica. Sendo assim,
particionamos esse segmento em 7 segmentos de mesmo comprimento
e destacamos 5 desses segmentos para representar o total de questoes
respondidas corretamente:

0 17 2/1  3)7  4)T 5/  6/7 1

Como 5 dos segmentos menores correspondem a 15 questoes, cada
um desses segmentos corresponde a 15 : 5 = 3 questdes. Isso pode
ser visualizado (veja a préxima figura) particionando cada segmento
menor em 3 partes e observando que, agora, cada parte corresponde a
uma questdo. Portanto, os 7 segmentos (que representam o total de
questdes da prova) correspondem a 7x3 = 21 questoes.

0 17 27 3}7 4/7 5}7 6/7 1

Figura 3.4: % do segmento ou 15 questdes

0 17 2/7 3}7 4/7 5}7 6/7 1

Figura 3.5: % do segmento ou 3 questoes

0 17 2/ 3)7  A)T 57 6}7 1

Figura 3.6: % do segmento, o segmento inteiro ou 7x3 = 21 questoes
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O seguinte problema também envolve fragées em outro contexto,
desta vez relacionado a tempo e valores monetarios.

Exercicio 3.3 Um técnico de informética cobra R$ 100,00 por cada
hora de servigo. Sabendo que o servico de um cliente demorou 2%
horas, quanto o técnico cobrou desse cliente?

> Solucdo. Perceba que o servico do cliente demorou 2 horas inteiras
e um }L da terceira hora. Portanto, o valor proporcional a ser pago
pelo cliente por este %1 de hora é dado por

O

N

1 100
100x= = —= — 25
174 ’

0 que expressa a divisdo 100 : 4 = 25. Logo, o servico completo custou
ao cliente o valor de

100 + 100 + 25 = 225 reais,

em que as 2 primeiras parcelas se referem as 2 horas completas e a ter-
ceira parcela ao }1 de hora. Representamos a solugdo geometricamente
da seguinte forma:

0 1/4 2/4 3/4 1

Figura 3.7: % de hora, ou 1 uma hora inteira, custando 100 reais

0 1}4 2/4 3}4 1

Figura 3.8: }1 de hora, custando %XlOO =100 : 4 = 25 reais

Outra forma de resolver o problema ¢é observar que

1
4 4 &
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isto é, que o tempo total do servico foi de % horas e, portanto, o que o
valor proporcional a ser pago é

1
%XIOO = 9x % = 9x25 = 225 reais.

Observacdo 3.3 Observe que dividir uma quantidade por 4 é equi-
valente a multiplicar por }1. Mais geralmente, dividir uma quanti-
dade por um ntimero natural ndo nulo n é equivalente a multiplicar
pela fracao %

Observacdo 3.4 Uma forma de denotar fragées em que o numerador
é maior que o denominador (fra¢oes inadequadamente chamadas
de imprdprias) é escrevé-las como uma soma, mas omitindo o sinal
+. No exemplo anterior, tinhamos

9_8
4 4

1_,. 1
4 "4
que foi denotada por
1
92-.
4

3.1 - Fracbes equivalentes @) I

Diferentes fragoes podem representar uma mesma quantidade. Fsta
frase ficard mais precisa quando estudarmos os chamados niimeros
racionais. Por ora, vamos entender geometricamente o que significa
esta afirmacao. Dizemos que as fracgoes

2 3
p— e —
4 6
sdo equivalentes por representarem o mesmo ponto na reta numérica.

De fato, temos

0 1/6 2/6 3/6 4/6 5/6 1
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0 1/4 2/4 3/4 1

As diferentes representagoes surgem por que adotamos graduacoes
diferentes da reta, particionando-a em segmentos de comprimentos
diferentes: a primeira reta é particionada em segmentos de compri-
mento %, menores do que os segmentos de comprimento i em que
particionamos a segunda reta. Duas fra¢oes equivalentes representam o
mesmo ponto nestas retas e, portanto, o mesmo comprimento, medido
desde o ponto 0. Temos, entdao, uma igualdade ou equivaléncia de
fragoes:

2 3

4 6

Note que se multiplicarmos cada um dos lados dessa igualdade por 12,
que é um maultiplo comum de 4 e 6, a igualdade se mantém:

12 2 12 5
X—= = X —-
4 6

Esta segunda igualdade é verdadeira, pois, do lado esquerdo, temos

12x§ = 12X2X% = 2X12X}l = 2x3 =6,

enquanto o lado direito é dado por

12X% = 12X3><% = 3X12X% =3x2=06.

Como a segunda igualdade é verdadeira, a primeira também o é. Logo,
“comprovamos” que as fra¢bes sdo equivalentes.

De modo geral, as fragoes 7 e § ou seja, a igualdade

m_p
n o q

¢é verdadeira se, e somente se,

gxm = pxn.
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Nestas expressoes, m,n,p € ¢ sao numeros naturais, com n e ¢
diferentes de 0.

De fato, basta multiplicarmos cada um dos lados da igualdade pelo
produto gxn, obtendo

m
anXE = anxg’

igualdade que pode ser reescrita como
GXMXNX— = NXPXGX—,
n q

donde concluimos que
gxm = nxp.

Usando a definicdo acima de equivaléncia de fragGes, vamos, agora,
apresentar algumas regras praticas para verificar se duas fragoes sio
equivalentes.

Observacdo 3.5 Se multiplicarmos ou dividirmos o numerador e o
denominador de uma fracdo por um mesmo nimero a natural
diferente de zero, obtemos uma fracdo equivalente. De fato,

m mxa

n nxa

visto que
mXnxa = nXmxa.

Da mesma forma,
m m:a

n n:a
Neste caso, a deve ser um divisor ou fator comum de m e n com
m:a=pen:a=q. Assim, temos

m __pxa p m:a

n  gxa ¢ n:a

como queriamos demonstrar.

Por exemplo, no caso das fragoes % e %, multiplicando tanto o
numerador quanto o denominador por 3 e por 2, respectivamente,
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obtemos:
2 _ 2x3 _ 6
4 4x3 12
e
3 3x2 6
6 6x2 12’

o que corresponde na reta, a particionarmos cada segmento de compri-
mento 1 7 em 3 partes e cada segmento de comprlmento em 2 partes,
conforme representado nas seguintes figuras:

0 1/6 2/6 3/6 4/6 5/6 1

Note que os comprimentos realcados nos dois segmentos sao iguais,
0 que justifica, geometricamente, a equivaléncia das fragoes.

Podemos, portanto, particionar um dado segmento (por exem-
plo, o segmento de 0 a 1) em mais segmentos de comprimento menor,
multiplicando numerador e denominador por um mesmo fator. Inver-
samente, podemos particionar um dado segmento em menos segmentos
de comprimento maior, dividindo numerador e denominador por um
mesmo fator. Por exemplo, consideremos as fracoes 1% e %, represen-

tadas nas retas numéricas abaixo

0 9 1

12
0 12 1
16

Dividindo tanto os numeradores quanto os denominadores das

fragoes 192 e 7% por 3 e por 4, respectivamente, obtemos
9:3 3
12:3 4
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12:4 3
16:4 4
o que significa, geometricamente, termos segmentos com comprimentos
3 vezes maior na primeira reta e 4 vezes maior na segunda:

0 1

0 | | 9 _3 1
12 — 4

o 1
16

0 | | 12_3 1
16 = 4

Recapitulando, quando multiplicamos o numerador e o denominador
de uma fragdo por um mesmo ntmero natural diferente de zero,
aumentamos a quantidade de partes nas quais um dado segmento é
dividido, bem como aumentamos proporcionalmente a quantidade
de partes tomadas. Por outro lado, quando dividimos o numerador e
o denominador por um mesmo natural diferente de zero, diminuimos
proporcionalmente essas quantidades de partes. Em ambos esses
casos, obtemos uma fragdao equivalente a inicial.

A equivaléncia das fragdes que vimos acima pode ser representada
utilizando-se “pizzas” ou barras como segue. Por exemplo, as fatias
destacadas das pizzas

9
12

6
8

|—\||—l
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representam as fracoes equivalentes indicadas abaixo de cada uma
delas. Essas mesmas fragoes podem ser visualizadas nas barras como
as partes destacadas, todas de mesmo comprimento:

LI T T TP PP T T T TIT L] ]=%

Il
ool

Il
e

Uma infinidade de fragoes equivalentes a uma dada fracdo pode ser
obtida, portanto, multiplicando ou dividindo numerador e denominador
por um mesmo fator. Por exemplo, multiplicando-os por 2, 3, 4, e
assim por diante, temos

3 6 9 12

4 8 12 16
Da mesma forma, divisdes sucessivas do numerador e denominador
(isto é, simplificagoes das fragdes) produzem uma sequéncia de fragoes

equivalentes
32 24 16 8

20 15 10 5
em que a ultima é irredutivel. Isto significa que 5 e 8 nao tém
divisores comuns além de 1. Portanto, ndo ha mais como dividir,
com resto 0, tanto o numerador quanto o denominador por um mesmo
numero. Lembremos, de nosso estudo anterior, que, neste caso, dizemos

que 5 e 8 sdo primos entre si, ou seja, MDC(5,8) = 1.

Todas as fragoes equivalentes a uma fracdo dada sao equivalentes a
uma fracdo irredutivel. Esse conjunto de fracées equivalentes, com
uma, representante que é rredutivel, define uma mesma quantidade
ou mesmo ponto na reta numérica. Mais precisamente, define um
nuamero racional, como estudaremos adiante.
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Observacdo 3.6 Quando dividimos o numerador e o denominador
da fracao ™ pelo MDC(m, n), obtemos a forma irredutivel da fragao.
Realmente, apés executar essa simplificacdo, ndo havera outro fator
comum maior que 1 pelo qual possamos dividir o numerador e o
denominador, o que torna impossivel uma outra simplificacdo.

Por exemplo, uma vez que MDC(15,24) = 3, ao dividirmos o
numerador e denominador da fragao %—g por 3, obtemos uma fracao
irredutivel

24 24:3 8

15 15:3 5

Exercicio 3.4 — OBM 2004. Simplificando a fracao

2004 4 2004
2004 + 2004 + 2004’
obtemos:
(a) 2004.  (b) M (o) ;L. (d) 2 (e)

2. Solucdo. Observe que

2004 + 2004 = 2x2004;
2004 + 2004 + 2004 = 3x2004.

Dali,
2004 + 2004 _2x2004 2

2004 4+ 2004 + 2004  3x2004 3’

Portanto, a forma simplificada da fragdo dada no exercicio é % ea
alternativa correta é a de letra (d). [

Exercicio 3.5 O Clube de Regatas do Flamengo foi o campeao
brasileiro de futebol do ano de 2019. Durante esse ano, o clube fez
uma campanha incrivel. Até a trigésima quinta rodada, havia feito
84 pontos, de um total de 35x3 = 105 pontos possiveis. Que fracao
irredutivel representa o aproveitamento do Flamengo (ntimero de
pontos ganhos em relagdo ao nimero de pontos possiveis)?
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2 Solucdo. A fragdo que representa o aproveitamento do Flamengo
com relagao ao total de pontos disputados é

84
105
Calculando MDC(84,105) pelo método da fatoragdo, temos 84 =

22x3xT e 105 = 3x5x7. Logo, tomando os fatores comuns aos dois
nimeros com seus expoentes minimos, obtemos

)
\\‘\)

MDC(84,105) = 3x7 = 21.

Dessa forma, dividindo o numerador e o denominador da fragao 1%%

por 21, simplificamos essa fragao, obtendo

84:21 4
105:21 5’
a fracao irredutivel que representa o aproveitamento do Flamengo.

Exercicio 3.6 Qual das fragdes abaixo nao é equivalente a 18.

(a) §- (b) (c) (d) (e) 3.

>+ Solucdo. Uma possibilidade é simplificar as fragoes dadas, ob-
tendo

)—‘ll—‘
alo
Sloe

O

\\“L\

12 12:2 6 6:3 2

18 18:2 9 9:3 3
Logo, ¢ g e % sdo fragdes equivalentes a 7= 2 . Por outro lado,

8 8:2 4 4:2 2

12 12:2 6 6:2 3

Assim, & 15 também é equivalente a 18 Finalmente,
10 10:2 5
16 16:2 8

Mas, como % e g sdo fracoes irredutiveis diferentes, concluimos que %g

e }g nao sao equivalentes. Portanto, a alternativa que apresenta uma
fracdo que nao é equivalente a 18 é a letra (b).
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Para entendermos esses calculos geometricamente, representemos
as fracgoes utilizando barras de mesmo comprimento, como nas figuras
abaixo, particionadas em 18, 9,6,3 ou 16 partes iguais, respectivamente:

LTI =48

Il
o

L L L[ [ J=3
| | | | =3
M (T[] - &
16
6

Uma solugdo alternativa seria verificar as equivaléncias de % e g

(analogamente, para as fragdes dos itens (c), (d), (e)) calculando os

produtos 12x9 e 6x18: como 12x9 = 108 = 6x18, as fragdes % el

9
sdo equivalentes. Da mesma forma, E nao é equivalente a ig porque
12x16 = 192 e 10x18 = 180, logo, 12x16 # 10x18. |

3.2 - Comparando fracoes

Na secao anterior, estudamos a equivaléncia ou igualdade de fragoes.
Agora, nosso intuito é comparar e ordenar fragées. Comegamos obser-
vando que, dados dois niimeros naturais n e N com n < N (lé-se: n é
menor que N), temos
1 1
N n

(lé-se: % é menor que —) Vejamos o exemplo em que n =4 e N = 6:

0 1/6 2/6 3/6 4/6 5/6 1

0 1/4 2/4 3/4 1

yyyyy
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Observe que cada um dos 6 segmentos entre 0 e 1 na primeira reta
tém comprimento menor que cada um dos 4 segmentos entre 0 e 1 na

segunda reta. Logo,
1 1

6 4
Note que o ponto na reta numérica representado pela fragao % fica a
direita do ponto representado pela fracao %. De modo geral, o ponto
representado pela fragao % fica a direita do ponto representado pela
fracao %:

0

3= -
-

|
|
1
N
Observacdo 3.7 Em geral, temos

— <
N

m m
)
n

ou seja, dadas duas fragoes com mesmo numerador e denomi-
nadores diferentes, a maior fracdo é a de menor denominador.
Agora, observamos que, se m < M, entao

m M

n o n’
ou seja, dadas duas fragoes com mesmo denominador e numera-
dores diferentes, a maior fracdo é a de maior numerador.

Por exemplo, observando as retas numéricas acima, comprovanos

que
1 2 2 3

Lo <<
6 6 4 4
Estas “regras” de comparagao ou ordenacao podem ser justificadas em
termos de divisoes: por exemplo, a desigualdade

2 2

6 4
pode significar que, dividindo 2 unidades em 4 partes resulta em partes
maiores do que obtemos dividindo essas mesmas 2 unidades em 6

partes.
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O proéximo passo ¢ justificar desigualdades da forma
2 3

<
6 4
Note que, multiplicando cada um dos lados da desigualdade por 12,
que é maltiplo comum de 4 e 6, mantemos a desigualdade com

9 3
12x2 < 12x2,
"6 S

onde o lado esquerdo é dado por
12
12 ——12 2 ——2 12 ——2 — =2x2=4
X ><><6 X ><6 ><6 X

enquanto o lado direito é calculado como
3 1 1 12
x ><3><4 3x ><4 3x 1 3x3 =9,
ou seja, obtemos 4 < 9, que é uma desigualdade verdadeira. Conclui-
mos que a desigualdade inicial é também verdadeira.

A desigualdade
m _p
— < =
noq
é verdadeira se, e somente se
gxm < nxp.

De fato, multiplicando cada um dos lados da desigualdade

m
m _p
n q

pelo produto nxq dos denominadores, temos
m
nxgx— < nquz—g-
n q
Logo

n
g<mx— < nxpxg
n q

e, portanto,

)\VAHAQAO
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gxm < nxp.
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Observacdao 3.8 Para verificar a desigualdade

m
m_p
n q
basta multiplicar cada um dos lados da desigualdade por um multi-
plo comum dos denominadores n e ¢ (por exemplo, o MMC(n, q)).

Podemos usar algumas “regras praticas” para comparar ou ordenar
fragoes. Por exemplo, para verificar a desigualdade

substituimos cada uma das fragoes da desigualdade por fragoes equi-
valentes, com mesmo denominador. O denominador comum pode
ser, por exemplo, o minimo maltiplo comum MMC(6,8) = 24. Temos,
entdo, as seguintes equivaléncias

5x3 _ 15
8x3 24
e
4x4 16
6x4 24
Assim, a desigualdade que queremos verificar torna-se
15 < 16
24 24’

que é uma desigualdade verdadeira.
Podemos explicar essa comparagdo geometricamente com as se-
guintes retas numeéricas:

| l
0 1
8

oolut ——
—_

ol -
—
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Note que, da primeira para a terceira reta, cada segmento de com-

primento % foi particionado em 3 partes, cada uma com comprimento
igual a i, enquanto que da segunda para a terceira reta, cada seg-

m

ento de comprimento g L foi partlclonado em 4 partes, cada uma com

comprimento também 1gual a 2 i

'(\\

’{«

re

A\

Observacao 3.9 No exemplo acima, ao invés de usar o MMC, po-
derfamos ter usado qualquer multiplo comum dos denominadores 6
e 8. Um miltiplo comum facil de encontrar é o produto dos deno-
minadores. No caso acima, 6x8 = 48. Sendo assim, a desigualdade

passaria a ser
30 32

18 < a8
obtida multiplicando numerador e o denominador de % por 6 e
multiplicando numerador e o denominador de 2 ¢ por 8.

Exercicio 3.7 Em uma pizzaria, todas as pizzas tém o mesmo sabor
e o mesmo tamanho. Entretanto, cada pizza pode ser dividida em 8
ou em 12 pedacos iguais. Na semana passada, as amigas Gabi e
Carol foram a essa pizzaria. Gabi pediu uma pizza dividida em 8
pedacgos e comeu 5 desses pedagos. Carol pediu uma pizza dividida
em 12 pedagos e também comeu 5 pedagos. Qual das duas comeu
mais pizza?

Solucdo. Gabi comeu 8 e Carol comeu 12 de uma pizza, como
presentado nas seguintes figuras:

¢ &

Gabi Carol
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Como 8x12 = 96, temos que
5 5x12 60 5 5x8 40

8§ 8x12 96 © 12 12x8 96
é)ssml, g é equivalente a gg e % ¢ equivalente a 40 . Portanto, como

96 > 96, concluimos que
5 - 5
8 12’
ou seja, Gabi comeu mais pizza que Carol. |

Observacdao 3.10 No exercicio acima, observe que as duas amigas
comeram o mesmo numero de pedacgos de pizza. Entretanto, os
pedacos da pizza de Gabi eram maiores que os pedagos da pizza
de Carol, pois a pizza de Gabi foi dividida em 8 pedagos mas a
de Carol foi dividida em 12 pedacos. Portanto, sem fazer contas,
podemos afirmar que g > % Lembremos: quando duas fragoes
tém o mesmo numerador, a maior delas é a que possui o menor
denominador.

Exercicio 3.8 Alan, Tiago e Isa disputaram um jogo de dardos.
Terminado o jogo, Alan acertou £ Tlago 2 e Isa l do total de

5 )
dardos que atingiram o alvo.

(a) Quem acertou mais dardos?
(b) Quem acertou menos dardos?

)
\\‘%\/\

» Solucdo. Para resolver esse exer01c1o devemos encontrar a maior
e a menor dentre as fracoes g, i e 2 Representando essas fragoes nas
retas numéricas a seguir, constatamos que % ¢ a maior e % ¢ a menor
das trés fragoes.

|
1

0 2 1
5

o
PN
—_
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Para confirmar o que ja conseguimos deduzir a partir das figuras,
procuremos fragdes com um mesmo denominador, cada uma delas
equivalente a uma das fragoes g, i e ;

Para isso, evidentemente, podemos usar como denominador co-
mum o produto 5x4x2 = 40 dos denominadores das fracoes dadas.
No entanto, tudo o que precisamos é de um denominador que seja
miultiplo comum de 5, 4 e 2 ao mesmo tempo. Logo, basta uti-
lizarmos o minimo multiplo comum(MMC) desses ntimeros. Como
MMC(5,4,2) = 20, temos

2 2x4 8 3 3x5 15 1 1x10 10

5 Bx4 200 4 4x5 20 ° 2 2x10 20

5 15 | 10

1 ,
Assim, uma vez que 55 ¢ a maior fracao dentre 3 505 30 © 30, concluimos
que Tiago foi quem acertou mais dardos. Essa é a resposta para o

item (a). E como a fragao % = % ¢ a menor das trés fracoes, Alan foi
quem acertou menos, o que responde o item (b). |

3.3 - Os numeros racionais na reta numérica @) I

Resumindo o que vimos acima, uma fragdo ™ (onde m,n sao nimeros
naturais com n # 0) representa um ponto E sobre a reta numérica
cuja distancia ao ponto O, representado pelo nimero 0, é m vezes
maior que a distancia do ponto A ao ponto O. Por sua vez, a distancia
do ponto O ao ponto A é n vezes menor que 1, a distancia de O a C.
A reta a seguir representa o exemplo em que m = 15 e n = 6:

O A C E
0

= 1

2 3 4 5 1
6 6 6 6

oo T+

ol |

ol 1
w

1 2 13 14
6 6

ol
olo

10 16
6 6

|

1
6

Vimos anteriormente que niimeros inteiros opostos correspondem
a pontos & mesma distdncia do ponto O, chamado origem e que
corresponde a zero. Portanto, um nimero inteiro e seu oposto ou
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simétrico sdo associados a pontos em posigcoes simétricas na reta, com
relagdo a origem O. Por exemplo, os nimeros 1 e —1 sdo opostos um
do outro e sdo representados na reta da seguinte forma:

)

-1 0 1

Podemos fazer o mesmo com respeito a fracdes positivas e seus
12

opostos ou simétricos. Vejamos o exemplo das fracoes ¢,5, ... e seus
opostos ou simétricos —%, —%, ...
0]
8 7-1_5_4_3 2 10 1 2 3 4 5 1 7 8
6 6 6 6 6 6 © 6 6 6 6 6 6 6

O conjunto das fragdes positivas, o zero e as fragdes negativas
formam os nimeros racionais na reta numérica. Estudaremos isso
de modo mais preciso mais adiante. Por ora, diremos que cada niimero
racional, positivo ou negativo, é representado por fracoes equivalentes
a uma dada fragao irredutivel ou a seu oposto.

Observacdo 3.11 Fracoes, tanto positivas quanto negativas, podem
ser comparadas e ordenadas na reta numérica: na orientagao usual
da reta (da esquerda para a direita), quanto mais & direita uma
fracdo estiver, maior ela serda. Sendo assim, e observando o exemplo
acima, temos:

Exercicio 3.9 As fracgoes representadas pelas letras A e B na reta
numérica desenhada abaixo sdo, respectivamente, iguais a:

[ ]
q
Y

< &
< & g " g L 4 @ @ @

-1 B 0 A 1
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(a) §ei
) 5o =2
© e =4
(&) —§ e
() —3¢3

\

@3’{\\

» Solucdo. Observe que o segmento de 0 a 1 foi particionado em 4
segmentos (menores) de mesmo tamanho. Assim, os pontos marcados

sobre a reta e pertencentes ao segmento de 0 a 1 representam as fracoes
1 2 .3 / 2 1

1> 7 € 3 (também podemos escrever § = 5). Como o segmento de
—1 a 0 foi também particionado em 4 segmentos de mesmo tamanho,

os pontos marcados na reta e pertencentes ao segmento de —1 a

Z

0 representam as fragoes —%, —% —i (também podemos escrever
—;21 = —%) Veja a figura abaixo:
- —0— 0 — ¢ — 0o — 0 —0o— >
3 2 1 1 2 3
-1 -3 -3 -1 0 3 1 1 1
Logo, A = % e B= —}l, ou seja, a alternativa correta é a de letra (b).
|
Exercicio 3.10 Localize os pontos P = —%, Q= % e R = —% na
reta numeérica abaixo.
=% -1 0 1 2

o

& Solucdo. Outra vez, temos que os segmentos de comprimento
unitario estao particionados, cada um, em 4 segmentos de mesmo
comprimento. Assim, a distdncia entre dois pontos consecutivos é
sempre igual a }L. Desse modo, para marcar o ponto P = —% basta
contar, a partir do zero, 3 “passos” de tamanho % para a esquerda.
Para marcar %, basta contar 9 “passos” de tamanho X 1 bara a direita.
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Ja para o ponto R = —%, primeiro observamos que —% = —g; assim,

para marcar R, basta contar 6 “passos” de tamanho }L para a esquerda.

R P Q

-2 -1 0 1 2
Note que

9 4
1 2

Logo, % = 2?11 (2 inteiros e um quarto). Desse modo, podemos dar 1
“passo” de tamanho }1 a direita do 2 para chegar ao ponto %. De maneira

similar, —% = —% = —1%, ou seja, dando dois “passos” de tamanho ;11
a esquerda, a partir de —1, chegamos ao ponto —% = —%. |

Exercicio 3.11 — OBM. A fragdo 7, onde a e b sdo niimeros naturais,
representa um nimero entre 0 e 1, na posi¢io indicada no desenho
a seguir. Qual é um possivel valor para a soma a + b7

=)
SyISE
—_

(a) 1. (b) 2. () 3. (d) 4. (e) 5.

2+ Solucdo. Resolveremos esse exercicio por exclusdo de itens. Ob-
~ a s . 1
serve que a fracdo § é maior que 5 (e menor que 1). Mantenha em

mente que a > 0 e b > 0 sdo inteiros.

D

(a) a+b = 1 implica a = 0 e b = 1, ou seja, 7 = 0, o que ¢é
incompativel com o desenho.

(b) a+b=2implicaa=0eb=20oua=1eb=1,ouseja, § =0
ou 7 = 1, também incompativeis com o desenho.

(c) a+b=3implica%=0,ou%=%,ou%=%=2>l,todos

incompativeis.
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(d) Os casos em que a + b = 4 sdo: 3:%<50u%:%:10u
a % = 3 > 1, todos incompativeis.

Como todas as quatro primeiras alternativas sdo falsas, a alterna-
tiva (e) deve ser a verdadeira. De fato, a + b = 5 nos d4 os seguintes
casos: %=%<%,ou%=§>%,ou%=%>1,ou%=%=4>1.
Assim, podemos concluir que o tinico caso compativel com o desenho

éa=2eb=3,oquenosdéafragéo%z%. |

3.4 - Exercicios resolvidos e propostos

Sequéncia 1

Exercicio 3.12 Represente geometricamente as seguintes fragoes,
usando setores circulares (“pizzas”) ou barras:

(@) & (b) 4 (©) 1 (@ &
Em seguida, coloque as fracdes em ordem crescente.

@ Solucdo. A figura seguinte traz as representagdes geométricas
das fragoes usando “pizzas”:

Cere

Observe, a partir dessas figuras, que % < %, o que é natural, visto que
a primeira fracdo corresponde a 3 partes dentre 5 enquanto a segunda
equivale a 4 partes dentre 5. Portanto, a segunda fragéo corresponde
a mais partes. De modo similar, deduznnos que 1—0 < 10 - Também
com base nas figuras observe que 10 < 5 De fato, a primeira fragao
corresponde a 4 unidades divididas em 10 partes enquanto a segunda
equivale a 4 unidades, mas divididas em 5 partes e, portanto, em partes

)
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maiores. Finalmente, note que % e % representam a mesma fragdo da

pizza. Portanto, essas fragdes sdo equivalentes: % = 1%-
Utilizando barras, as fracoes poderiam ser representadas do seguinte

modo:

Il
Elm Sl% (SIS ([N

As barras deixam ainda mais claro que

4<3_6<4
10 "5 10 5

Exercicio 3.13 Escreva a fracao correspondente & regido destacada
em cada uma das figuras abaixo.

CECOT P

Em seguida, escreva as fracoes em ordem crescente.

Exercicio 3.14 — ANRESC. Em qual das figuras abaixo o niimero de
bolinhas pintadas de preto representa % do total de bolinhas?

Exercicio 3.15 Calcule o resultado das seguintes divisdes usando
fragoes:
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(@) 5 (b) ¥ (c) 2 (d) %
Em seguida, represente as fracdes utilizando segmentos da reta
numérica. De quais niimeros naturais essas fracoes estdo mais
proximas?

2\

©» Solucdo. Dividindo 11 por 5, obtemos quociente 2 e resto 1, visto

que
11=10+1=5x2+1.
Logo
1 91 1
5 ~ 5
Da mesma forma, concluimos que
12 2 13 3 14 4
— =24 =24 - — =24+
5 + ) 5 + ) ) + 5

Logo, estas fragoes estao localizadas na reta numérica entre os pontos
correspondentes a 2 e 3, uma vez que

1 2 3 4 )
2<24+ <24 <24+ <24+ <24+ -=2+1=3.
< +5< +5< —|-5< +5< +5 + 3

(S
[\)
(S]]
[\)
ol
[\)
SR
w
[\)
ot

Concluimos que as fragoes 2z Le 22 estdo mais proximas do nimero
natural 2 e as fracoes 23 e 24 estao mais préximas do ntimero natural
3. |

Exercicio 3.16 Quais ntiimeros naturais melhor aprorimam cada
uma das seguintes fragoes?

l\')l»—t
[S2IEN]
X
(@]
S—
l\)lCﬂ
[$11 =]
—
~
N—
N —_
cS

(a) (b)

l\')l»—t
A=
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Exercicio 3.17 Associe a cada um dos pontos A, B,C, D e F uma
das fragdes nas alternativas seguintes:

A B C D E

N[— 1
—_

[NJSY
DO 4

DOt
w

Exercicio 3.18 Calcule as seguintes fragoes:

(a) £ de75.  (b) 2 de 75. (c) 2de75.  (d) % de75.

Em seguida, represente as fragoes utilizando barras.

@ Solucdo. Observamos que dividindo 75 em 5 partes iguais, cada
uma dessas partes corresponde a % de 75, ou seja, é igual a

1
Sx7h =2 — 15,
5 5

Somando estas b partes, temos 5x15 = 75. Somando 2 dessas partes,
obtemos

2 75
—x75 = 2x— = 2x15 = 30.
5>< ><5 X

Da mesma forma, calculamos

§X75 =3x15=45

j—IlX75 = 4x15 = 60.
Representando essas fragdoes de 75 utilizando barras, temos
I [ [ [ | =15
I I [ [ | =30
I I I [ | =45
I I I I | =60
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Exercicio 3.19 Em um conjunto de 75 alunos, 30 sdo torcedores do
Ceara e 45 sao torcedores do Fortaleza. a) Quais fragdes do total
de alunos representam os subconjuntos de torcedores do Ceara e de
torcedores do Fortaleza? b) Qual a razdo entre as quantidades de
torcedores do Ceara e de torcedores de Fortaleza?

“. Solucdo. A fragao que corresponde ao subconjunto de torcedores

do Ceard é igual a

total de alunos torcedores do Ceara 30 2

total de alunos - 75 - 5

e a fragao que corresponde ao subconjunto de torcedores do Fortaleza
¢é dada por

total de alunos torcedores do Fortaleza 45 3

total de alunos ~ 75 - 5

Note que % + % = g = 1. A razao entre a quantidade de torcedores
do Ceard e de torcedores do Fortaleza é dada por

total de alunos torcedores do Fortaleza 30

2
total de alunos torcedores do Cearda 45 3

Exercicio 3.20 Quais das fragoes abaixo sdo equivalentes a %—8?
1642 16:2 8x4 64:4 16—2
(a) 1013 (b) 103 (c) 5x1 (d) Toa (¢) 10=3
Justifique sua resposta com calculos e com representagoes geométri-
cas das fragoes.

Exercicio 3.21 Em uma turma da primeira série, h4 6 alunas para
cada 5 alunos. Esta proporcdo serd a mesma caso ingressem exa-
tamente mais 2 alunos e mais 2 alunas nesta turma? E caso
dobréssemos o nimero de alunos e o niimero de alunas? Justifique
sua respostas (com cédlculos, barras, pizzas ou segmentos da reta
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I numérica, conforme preferir).

Exercicio 3.22 Localize as seguintes fragdes na reta numérica:

(2) 3 (b) 3 (€) ¥ @) 7 ()
Exercicio 3.23 Compare e ordene as seguintes fragoes:
(a) 52 (b) 3 (c) 32 (d) % (e) 3

Em seguida, represente as fragoes utilizando barras.

Exercicio 3.25 Simplifique as seguintes fragoes, obtendo suas formas
irredutiveis

@WE O¥ 08 OB ©g

Exercicio 3.26 Qual fracdo representa a soma das fracoes ilustradas
pelas barras na seguinte figura?

I I I I I |
I [ I I I |
I [ [ I I |

‘ Exercicio 3.24 Calcule as seguintes fra¢oes
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Exercicio 3.27 Qual fracao representa a soma das fracoes ilustradas
pelas barras na seguinte figura?

CITTT T T T T TTTTITITTITITTITIO0]

C T T T 7T T T T T T 1]
T T T T I IO IT O

I I I I I |

Exercicio 3.28 Qual fracdo representa a soma das fracoes ilustradas
pelas “pizzas” na seguinte figura?

CECLOT P

Exercicio 3.29 Calcule as seguintes fracoes e as escreva em sua
forma irredutivel:

1,3 5 5. 1.5 5.1
(@) g+g5 (b) 2xg (c) §:2  (d) 5% (e) §:3
Em seguida, represente estas fragdes geometricamente (com barras,
“pizzas” ou segmentos da reta numérica.

Exercicio 3.30 — KangoTreino 4 - 2020. Qual é o valor da expressao

2020 + 2020 + 2020 + 2020 + 2020,
2019 + 2019 + 2019 + 2019 + 2019

1
2020
2021
2019

1
1+ 2019
20

—_ S

o 5

— — — T —
O‘(»—tl
©

—~
¢)

K
Go
3s5epU ;::1'7:t;::i?s,ii;,‘:: CIENTISTA CHEFE MV @ ESTADO b0 CeARd

uuuuuu

AVALIAGAO
Dl;\eNésTch
h DO ENSINO MEDIO




Secdo 3.4 P. 180

Exercicio 3.31 Uma colec¢do tem 300 selos.

100 selos correspondem a que fragido da colegao?
200 selos correspondem a que fragao da colegao?

(a)

(b)

(c) 60 selos correspondem a que fracao da colegao?
(d) 180 selos correspondem a que fracdo da cole¢ao?

horas que Joaquim passa na escola?

(b) Que fragao do més de janeiro representa a primeira semana
do més (7 dias)?

(¢) Que fragdo do ano corresponde a um trimestre (periodo de
trés meses)?

(d) Que fragdo de uma década representa um periodo de 3 anos?

(e) Que fracdo de um século corresponde a um periodo de 25
anos?

Exercicio 3.33 — SAT - adaptado. A tabela seguinte classifica 103
elementos quimicos como metais, metaldides ou nado-metais e como
sélidos, liquidos e gasosos em temperatura e pressao normais.

| Sélidos | Liquidos | Gasosos | Total

Metais 77 1 0 78

Metaloides 7 0 0 7

Nao-metais 6 1 11 18
2

Total 90 11 103

Que fragao de solidos e liquidos na tabela sdo metaldides?

Exercicio 3.34 Em cada alternativa, ponha as fracées em ordem
crescente:

| Exercicio 3.32  (a) Que fragdo do dia representa o periodo de 5
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Em seguida, localize essas fra¢Ges na reta numérica.

Exercicio 3.35 Numa prova de Matematica havia 15 exercicios.

(a) José errou 5 exercicios dessa prova. Escreva a fracdo que
representa o ntimero de erros cometidos por José em relagdo
ao total de questdes da prova.

(b) Obtenha também a fracdo que representa o nimero de acertos
de José.

(c) Henrique errou % dos exercicios dessa prova. Quantos exerci-
cios ele acertou?

©» Solucdo. A fragio que representa a razdio entre o ntimero de erros
cometidos por José e o ntimero total de questées da prova é

numero de erros 5 5:5

1
nimero total de questdes 15  15:5 3

Logo, podemos dizer que José errou % das questoes da prova. De fato,
dividindo o ntimero total de 15 questoes em 3 partes iguais, temos
partes com 5 questOes, exatamente o nimero de questdes em que José
cometeu erros. Também concluimos que ele acertou 10 questoes, ou
seja, os outros % da prova.

Agora, dividindo o nimero total de questoes em 5 partes iguais,
obtemos partes com 3 questoes cada. Ou seja, % do ntimero de questoes
equivale a 3 questoes. Essa foi a quantidade de acertos de Henrique. M
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Exercicio 3.36 Para encher % de uma, piscina sao necessarios 30.000
litros de dgua. Qual é a capacidade da piscina?

A

2 Solucdo. Se % da capacidade da piscina correspondem a 30.000

O

litros, ?11 corresponde a 30.000 : 3 = 10.000 litros. Portanto, a capaci-
dade total da piscina, ou seja, os j—i de sua capacidade correspondem a
4x10.000 = 40.000 litros. |

Exercicio 3.37 Joao estd participando de uma corrida de bicicletas,
na qual o percurso total da prova é de 48km. Ele ja percorreu %

desse percurso. Quantos quilometros Joao ja percorreu?

Exercicio 3.38 Vinte amigos resolveram alugar uma casa de praia
para passar uma temporada. O valor do aluguel deveria ser dividido
igualmente entre todos eles. No entanto, no dia do passeio, dois
dos vinte amigos desistiram, de forma que o valor do aluguel teve
de ser dividido igualmente apenas entre aquelas que compareceram.
A fracao do valor total do aluguel pago por cada um dos amigos
que compareceu é

®x Oe Oe D w @ =

. Solucdo. As barras abaixo representam a divisdo do aluguel entre

20 pessoas e entre 20 — 2 = 18 pessoas:

S

Com menos pessoas para dividir o aluguel, a fragdo que cada um deve
pagar aumentou de % para %- |

Exercicio 3.39 Qual a forma irredutivel da fragdo correspondente a
regiao pintada de vermelho na bandeira representada abaixo?

N
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Exercicio 3.40 Mateus e Guilherme trabalham na mesma empresa
e recebem o mesmo salario. Mateus economiza % do seu salario,
enquanto Guilherme economiza % Qual dos dois consegue econo-
mizar mais?

A\ 1

©. Solucdo. Basta observarmos que # = 2+ Como

2 < 2
12 117
concluimos que Mateus economiza menos que Guilherme. |

Observacao 3.12 — Nota ao professor. Este é mais um exercicio
sobre comparacao de fracoes em que nao se faz necessario “tirar o
minimo” para que as fragoes sejam escritas com um denominador
comum e, s6 entdo, possam ser comparadas.

Exercicio 3.41 — CMPA. Os gatos sao animais fascinantes. Sao
espertos, brincalhdes, companheiros e ndao exigem muita atencao.
Além disso, sua inteligéncia é surpreendente. No mundo, ha 5 ragas
que se destacam pela inteligéncia: Angord Turco, Siamés, Sphynx,
Balinés e Bangal. Em um centro de treinamento, existem apenas
essas b racas de gatos e sabe-se que, do total de gatos, % ¢é da raga
Angora Turco, 1% sdo da raca Siamés, % sao da raca Sphynx, ﬁ}
¢é da raca Balinés e 13—6 sdo da raca Bangal. E correto afirmar que,
nesse centro:

(a) a maioria dos gatos é da raga Siamés.
(b) hé mais gatos da raga Balinés que da raga Bangal.
(c) existe a mesma quantidade de gatos das ragas Angora Turco
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e Sphynx.
(d) a raga que tem o menor nimero de gatos é a Angord Turco.
(e) hé& menos gatos da raga Siamés que da raca Sphynx.

©

\

» Solucdo. Iniciamos observando que 160 é um maltiplo comum
dos denominadores 8,10, 16,40. Com isto, vamos determinar fragoes
equivalentes as fragdes no enunciado com denominadores iguais a 160.
Temos

1 1x20 20 3 3x16 48

8 8x20 160
Da mesma forma, calculamos

13 13x4 52 . 1 1x10 10 . 3 3x10 30
40  40x4 160 16  16x10 160

Uma vez que

10~ 10x16 160

16 16x10 160

0 0 30 485
160 ~ 160 ~ 160 ~ 160 ~ 160’
concluimos que a alternativa correta é a da letra (e).

Observacdao 3.13 Note que nao havia necessidade de encontrarmos
fragoes equivalentes as fragoes dadas e com um denominador comum.
Basta, por exemplo, constatar que

1<
16

Além disso,
3 3 12 13

N < —_ = — < —o0

16 10 40 40
Deste modo, comparamos todas as fragdes que aparecem no enunci-
ado do problema.

Exercicio 3.42 César gastou % da mesada na compra de um livro
e % na compra de duas revistas.

(a) Qual das compras foi a mais cara?
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I (b) Se César tinha 120 reais, com quantos reais ele ficou?
©» Solucdo. Observe que o minimo multiplo comum aos denomi-
nadores 4 e 5 é 20, o produto dos dois (vimos antes que isso ocorre
por que 3 e 5 nao tem fatores comuns, isto é, sio primos entre si).
Portanto, temos as seguintes equivaléncias de fragoes

1 1x5 5 2 2x4 8

145 20 5 5xd 20
representada nas seguintes “pizzas”:

1 5 8
4 20 20

arlno

Concluimos que as duas revistas, juntas, sdo mais caras que o livro.
Além disso, somando as fragbes da mesada representadas pelas duas
compras, deduzimos que César gastou

5,8 _13
20 20 20

de sua mesada. Representando essa soma com “pizzas”, temos

Como a mesada é de 120 reais, % da mesada ¢é igual a 120 : 20 = 6

reais. Logo, % da mesada equivalem a 13x6 = 78 reais. Portanto,

apo6s as compras, César ficou com 120 — 78 = 120 — 80 4 2 = 42 reais.
Note que esses 42 reais restantes correspondem a
20 13

7
20 " 20~ 20 da mesada.

De fato, como % da mesada sdo 6 reais, -~ dela sdo 7x6 = 42 reais. W

720

AVALIACAO % e,
\ ciewmsta cuere

—~ 3 P4
m ) ntee Es
> FUNZCATP

SO SO '%SISEDU o

| bo ensiNo mEpio




Secdo 3.4 P. 186

Exercicio 3.43 Fernando juntou % das figurinhas de um album de
jogadores de futebol. Ainda faltam 63 figurinhas para completar o
album. Quantas figurinhas tem o dlbum completo?

A

2 Solucdo. As 63 figurinhas que faltam correspondem a

Q

125 7

12 12 12

do total de figurinhas do album completo. Logo, % do total de
figurinhas equivale a 63 : 7 = 9 figurinhas. Portanto, o 4lbum completo
tem 12x9 = 108 figurinhas. Representemos esta solugdo com o uso de

barras:

cle
|

Sl
o
o
=+
)
2
o
Il
o
o

=

do todo = 12x9 = 108

G'm wl"

Exercicio 3.44 Na ultima eleicdo para a prefeitura da cidade de
Numeropdlis, os candidatos Arquimedes e Euclides obtiveram, res-
pectivamente, }l e % do total de votos validos. Sabendo que o
restante do total de votos validos, ou seja, 6.300 votos, foi dado ao
candidato Tales, pergunta-se: quantos votos cada um dos candidatos

recebeu? Qual dos trés candidatos foi eleito?

2. Solucdo. Representemos as fracoes de votos validos dos candida-
tos Arquimedes e Euclides por pontos na reta numérica como segue

|
1

0 1 1
4
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0

Ny ——
—_

Particionando cada um dos 4 segmentos de comprimentos iguais entre
0 e 1 na primeira reta em 5 partes iguais e cada um dos 4 segmentos
de comprimentos iguais entre 0 e 1 na primeira reta em 5 partes iguais,

obtemos
| | | | | | | | | | | | | | | | | | | | |
s s s sy By By B B B B B B B B
0 1_ 5 1
1= 20
| | | | | | | | | | | | | | | | | | | | |
s s s s ey B B B B B B B B B B
0 2 _ 8 1
5 20

20 20
| | | | | | | | | | | | | | | | | | | | |
| I I I I I I I I I I I I ! I I I I I I I
0 13 1
20

Esses % dos votos vélidos correspondem ao total de votos dos
candidatos Arquimedes e Euclides. Logo, os votos validos restantes,
do candidato Tales, correspondem a

20 13 7

20 20 20

dos votos. Logo o 55 dos votos equivalem a 6.300 votos. Portanto, = 50
dos votos é igual a 6.300 : 7 = 900. Assim, o total de votos é igual a
12x900 = 10.800 votos. Concluimos que a distribuicao de votos validos
foi a seguinte:

(a) votos recebidos por Arquimedes: % dos votos validos, ou 5x900 =
4.500 votos;
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(b) votos recebidos por Euclides: 2 dos votos validos, ou 8x900 =

7.200 votos;
(c) votos recebidos por Tales: % dos votos validos, ou 7x900 = 6.300
votos,
o que comprova que Euclides foi o candidato vencedor. |

Exercicio 3.45 A Regido Nordeste tem drea aproximadamente igual
a 1.560.000km?, o que corresponde a cerca de % da superficie
territorial do Brasil. Sabendo disso, qual é, aproximadamente, a

superficie territorial brasileira em quildometros quadrados?

Exercicio 3.46 Cerca de trés décimos da populacao do Ceard, ou
seja, aproximadamente 2.700.000 pessoas, vivem em Fortaleza.
Pode-se afirmar que o Ceara tem cerca de:

900.000 habitantes.

2.700.000 habitantes.
8.100.000 habitantes.
9.000.000 habitantes.

a
b
¢
d

N o~ o~
N — —

do Nordeste e o Nordeste cerca de }1 da populacao do Brasil, a
populacao do Cearé corresponde, aproximadamente, a qual fracao
da populacao brasileira?

Exercicio 3.48 A razdo atual entre a populagdo do Ceard (cerca de
9.200.000 de habitantes) e a do Brasil é aproximadamente igual a
%O- Qual seria este fracdo se a populagdo do Cearda aumentasse em
400.000 pessoas e a populacao do Brasil em 10.000.000?7

Exercicio 3.49 Um colégio organizou uma olimpiada de Matemaética
composta de trés fases. Um total de 96 alunos se inscreveu nessa
olimpiada. Sabe-se, ainda, que:

| Exercicio 3.47 Se a populagao do Ceard representa 11—0% da populacao
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I. % dos alunos inscritos nao obtiveram a pontuagao necessaria
para realizar a segunda fase.
1I. % dos alunos que participaram da segunda fase foram classifi-

cados para a terceira fase.
II1. % dos alunos que participaram da terceira fase ndo consegui-

ram conclui-la.

Desse modo, o nimero de alunos que completou as trés fases da
maratona foi

Exercicio 3.50 — Banco OBMEP adaptada. Em um pais com 14
milhoes de habitantes, 15550 000 da populacao contraiu um certo tipo
de gripe. Quantos habitantes ndo contrairam essa gripe?

(a) 13.979.000.
(

b) 1.397.900.
(c) 139.790.
(d) 13.979.
(e) 139.790.000.

2. Solucdo. Os habitantes que nio contrairam correspondem a

10.000 15 9.985
10.000  10.000  10.000

da populacao do pais, ou seja, a

9.985
10.000

———x14.000.000 = 9.985x14x100 = 13.979.000

habitantes. Logo, a alternativa correta é a de letra a). |

} oy MV @ GovERNO b
7ZSISEDU  fomscioscne CIENTISTA CHEFE Estap0 po Ceard

nnnnnn

)\VAUAQAO
Dl;\aNésTch
h | .1l po EnsINo mépio |




Exercicio 3.51 — Revista Canguru 2020. Qual das fracées a seguir
tem o maior valor?
@5 G @O%  @F @
2. Solucdo. Note que as fragoes em (b) e (c) sdo ambas iguais a 1,
uma vez que
8 8
S
3+5 8
Além disso, a fracdo em (e) é menor que 1, pois
3 3
—— = — <1
8+5 13
Finalmente, comparemos as fragoes em (a) e (d), ambas maiores que
1. Temos

8+5 13 65 o 8+3 11 33

3 3 15 5 5 15
Concluimos que a fra¢ao na alternativa (a) é maior que a fragdo na
alternativa (d) e, portanto, é a maior das cinco. |

Exercicio 3.52 — Banco OBMEP 2006.

Trés frascos, todos com capacidade igual a um
litro, contém quantidades diferentes de um
mesmo liquido, conforme ilustracdo a seguir.
Qual das alternativas abaixo melhor expressa,
aproximadamente, o volume de liquido contido
nos frascos A, B e C, nesta ordem?

(kg
W
0~

3 4 2 2 4 2 2 4 3
(a) 95 (c) 361 (d) 371
2 1 1 342
® 331 €353
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Exercicio 3.53 — ENEM 2014. André, Carlos e Fabio estudam em
uma mesma escola e desejam saber quem mora mais perto da escola.
André mora a cinco vinte avos de um quilémetro da escola. Carlos
mora a seis quartos de um quilémetro da escola. Ja Fabio mora a
quatro sextos de um quiléometro da escola.

A ordenacao dos estudantes de acordo com a ordem decrescente
das distancias de suas respectivas casas a escola é

) André, Carlos e Fabio.

) André, Fabio e Carlos.
(c) Carlos, André e Fébio.

) Carlos, Fabio e André.

) Fébio, Carlos e André.
“» Solucdo. Representemos na seguinte reta numéricas as distancias
das casas de André (ponto A), Carlos (ponto C') e Fabio (ponto F')
a escola (ponto O, origem), que sdo, respectivamente, dadas pelas
fragoes %, % e %:

ti

F c

=38 1
— 12

o)
0

5

(SN[ R
e}

I
»—ll»—‘ B
nNojco

3
2

)
=

Observe que, para comparar essas distdncias, observamos que

) 5:5 1 6

— — _ 1 —

20 20:5 4 4

Além disso, % <1l< g e

Logo, a ordem crescente deve ser % < % < g, 0 que corresponde a
alternativa (b).

I Observacao 3.14 Para verificar esta ordem de outro modo, pode-
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mos usar as seguintes equivaléncias das fragoes:

4 4x2 8 6 6x3 18

6 6x2 12 4 4x3 12
Temos também

5 5:5 1

1x3 3

20 20:5 4  4x3 12

. 3 8 18
Assim, uma vez que 15 < 13 < 75 (como representado na reta),
comprovamos a resposta que ja tinhamos deduzido.

Exercicio 3.54 — ENEM 2016. Nas construgoes prediais sdo utili-
zados tubos de diferentes medidas para a instalagdo da rede de
agua. HEssas medidas sdo conhecidas pelo seu didmetro, muitas
vezes medido em polegada. Alguns desses tubos, com medidas em
polegada, sdo os tubos de 1/2, 3/8 e 5/4. Colocando os valores
dessas medidas em ordem crescente, encontramos

a) 1/2,3/8,5/4.

(a)

(b) 1/2, 5/4, 3/8.
(c) 3/8,1/2, 5/4.
(d) 3/8,5/4,1/2.
(e) 5/4,1/2,3/8

ool

©+ Solucdo. Representemos as fraces %, e % na reta numeérica

como segue:

o 4

)
oolw +
N—= 4

1_4,5_10 4
Note que 5 = ¢ e 7 = . Logo, a ordem correta ¢ a que aparece na
alternativa (c).
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Exercicio 3.55 Determine a localizacao e a distﬁncia entre os pontos

na reta numérica que representam as fragoes é e 7 Faga O Imesmo

3.5,
para as fragoes 3 e ;-

menores também foi desenhada uma diagonal.

Qual fracdo do quadrado original foi escurecida?

—
54
N~—
(SN
—
o
~—
ool
—
o
~—
Ol
—
Q.
N~—
ol
—
€]
~—
N|—

‘ Exercicio 3.56 — Revista Canguru 2020. Num desses quadrados
‘ Exercicio 3. 57 — Banco OBMEP. Qual dos nimeros a seguir esta

situado entre 37
(a) § (b) 3- (©) 5 (d) 7 (e) 3
@. Solucdo. Inicialmente, observamos que
2 3
5 4

De fato, multiplicando ambos os lados dessa desigualdade pelo maltiplo
comum 20, temos, do lado esquerdo

2 40
Ox—=—=38
575
e, do lado direito,
3 60
20x— = — =15.
0X4 1 )

De modo similar, demonstra-se que

Awumg:o >
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bastando, para isso, multiplicar ambos os lados pelo miiltiplo comum
20, obtendo 5 < 8.
Agora, observamos que

< =<

(S

| =
| —

Além disso, ambas as fra(;oes 5= 21 e 3 = 11 sao maiores que 1 e,
portanto maiores que . Resta, portanto verlﬁcarmos se = esta entre

5 i. Temos
2 4

557
uma vez que, multiplicando os dois lados da desigualdade por 35,
obtemos 2x7 = 14 < 5x4 = 20. Do mesmo modo, para verificar que

4 3
T
multiplicamos ambos os lados da desigualdade por 28, obtendo 16 <
21. Portanto, a alternativa correta é a de letra (d). Para finalizar,

representemos estas cinco fracdes na reta numérica:

0

[
=
[S31] )
NN
N[N
—_ 4
[JUIFN
[\
DOt

Exercicio 3.58 — Banco OBMEP 2020. Uma escola com 862 alunos
participard de uma gincana, cujas regras sao:

I) o ntmero de inscritos tem que ser um nimero % do total
de alunos da escola.

IT) Como os alunos serao divididos em grupos com 11 alunos, o
numero de inscritos deverd ser multiplo de 11.

Quantas sdo as possiveis quantidades de inscritos desta escola?

\\‘\\)

> Solucdo. Antes de mais nada, localizemos as fragoes % e % na

reta numérica. Para isso, observamos que
2 2x3 6

3 3x3 9

\ K> A =
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Assim, temos

0

Ol ——

W ——

Rl
—_

Passamos, agora, a resolucao do problema. Calculando % do total
de 862 alunos da escola, temos

2 2 1
§><862 > §><861 = 2><% = 2x287 = 574.

Por outro lado, calculamos g do total de 862 alunos, obtendo

gX862 < gXS64 = 7><%L = Tx96 = 672.

O primeiro multiplo de 11 entre 575 e 671 é 583 = 11x53 e o dltimo
desses miultiplos é 660 = 11x60. Portanto, temos 60 — 53 + 1 = 8

possibilidades de nimeros de inscritos de acordo com as regras I) e
II). |

Exercicio 3.59 Em cada planeta do Sistema Solar, um ano (ou
periodo orbital) pode ser definido como o niimero de dias (terrestres)
para que o planeta complete uma volta em torno do Sol. Vejamos
a duracao aproximadas dos anos em alguns planetas:

| Merctrio | Vénus | Terra | Marte

Dias | 88 | 225 | 365 | 686

Um ano em Mercirio corresponde a aproximadamente a qual fracao
de um ano em Marte 7

2. Solucdo. Note que
1
1 ano em Mercturio = 88x1 dia na Terra = 88X@ ano em Marte.

Logo, deduzimos que

<) AVALIAGAO
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Esta fragdo pode ser simplificada:

88:2 44

686:2 343

Podemos aprozimar esta fragdo por

40 1

320 8
Logo, podemos afirmar que 1 ano em Merctrio corresponde a aproxi-

madamente % de ano em Marte ou, equivalentemente, que 1 ano em
Marte equivale a 8 anos em Mercurio!

Observacdo 3.15 Esta é uma boa aproximagao, visto que, divi-
dindo 686 por 88, obtemos

686_616+7O_616+70_7+7O
88 88 88 88 88’

ou seja, temos 7 anos e um excesso de 70 dias ou

686 _ 704—18 704 18 . 18

88 83 88 88 88’

ou seja, temos 8 anos e uma falta de apenas 18 dias.

Exercicio 3.60 Em paises angl6fonos, a milha é usada como uma
medida de comprimento (distdncia, usualmente), sendo que 10
milhas correspondem aproximadamente a 16 quilémetros. A uma
velocidade média de 80 quilometros por hora quantas milhas seriam
percorridas em 72 minutos?

2. Solucdo. A esta velocidade média, percorre-se 80 quiléometros

em uma hora. Como cada 16 quilémetros equivalem a 10 milhas, 1
quilémetro corresponde a

D

1
% milha,
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uma fracdo de uma milha. Logo, um percurso de 80 quilémetros
corresponde a
80

10 1 1
80X1—6 = 8OX1OXE = 1OX80XE = 10X1—6 = 10x5 =50

milhas por hora. Como 72 minutos correspondem a
1
60 minutos + 12 minutos = 1 hora + 3 hora,

concluimos que, nestes 72 minutos ou 1%, percorre-se

1
50 + gXBO = 50 4 10 = 60 milhas.

Exercicio 3.61 A densidade demografica de uma regiao é igual a
razdo entre seu nimero de habitantes e sua area territorial. Sabendo

que o Piaui tem cerca de 13—& da populacao do Ceard e que sua area
territorial é cerca de % vezes maior do que a area territorial do

Ceara, podemos concluir que a densidade demografica do Piaui é

169
100

% vezes a densidade demografica do Ceara.

vezes a densidade demografica do Cearé.

169
169

36

)
)

(c) 35 vezes a densidade demogréfica do Ceara.
) vezes a densidade demografica do Ceara.

Exercicio 3.62 — Banco OBMEP 2006. A sexta parte dos alunos de
uma classe usam 6culos. Dentre os que usam 6culos, % sdo meninas.
Além disso, 4 meninos usam 6culos. Quantos sdo os alunos dessa
classe?
2. Solucdo. De acordo com o enunciado, % dos alunos usam 6culos.
Desses, % sao meninas e, portanto, % sdo meninos, o que corresponde
a 4 alunos. Observe que % de % ¢é dado por
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De fato, dividindo % em trés partes iguais, temos 1—18. Veja o modelo
deste calculo usando barras:

Voltando a resolu¢do do problema, concluimos que 1—18 do total de
alunos equivale a 4 alunos. Logo, o ntimero total de alunos é igual a
18x4 = 72 alunos. |

Exercicio 3.63 — ENEM 2020 - Segunda aplicag¢do. Foi feita uma
pesquisa sobre a escolaridade dos funcionarios de uma empresa.
Verificou-se que }1 dos homens que ali trabalham tém o ensino médio
completo, enquanto % das mulheres que trabalham na empresa tém
o ensino médio completo. Constatou-se, também, que entre todos
0s que tém o ensino médio completo, metade sdo homens. A fracgéo
que representa o niimero de funcionarios homens em relagdo ao
total de funcionarios dessa empresa é

oo

(a) - (b) . (c) 3 (@ 3. ()

2. Solucdo. Metade, ou seja, %, dos que tém ensino médio corres-
1

ponde a 3 dos homens. A outra metade dos que tém ensino médio

corresponde a % das mulheres. Concluimos que

—

1

2 1
3 das mulheres = 1 dos homens,

ou seja,
1

1
3 das mulheres = 1 12 = 3 dos homens.

Logo, o niimero total de mulheres é igual a
1 3
3x— = — dos homens.
8 8
Portanto, o nimero total de funcionarios é igual a

homens + mulheres = homens + g dos homens = 3 dos homens.
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Assim, o ntimero de homens corresponde a 1% do nimero total de
funciondrios, o que corresponde a letra (e). |

Exercicio 3.64 — ENEM 2010. Grandes times nacionais e internacio-
nais utilizam dados estatisticos para a definicdo do time que saird
jogando numa partida. Por exemplo, nos tltimos treinos, dos chutes
a gol feito pelo jogador I, ele converteu 45 chutes em gol. Enquanto
isso, o jogador II acertou 50 gols. Quem deve ser selecionado para
estar no time no proximo jogo, ja que os dois jogam na mesma
posicdo? A decisdao parece simples, porém deve-se levar em conta
quantos chutes a gol cada um teve oportunidade de executar. Se
o jogador I chutou 60 bolas a gol e o jogador II chutou 75, quem
deveria ser escolhido?

(a) O jogador I, porque acertou 3/4 dos chutes, enquanto o jogador
IT acertou 2/3 dos chutes.

(b) O jogador I, porque acertou 4/3 dos chutes, enquanto que o
jogador II acertou 2/3

(¢) O jogador I, porque acertou 3/4 dos chutes, enquanto o jogador
IT acertou 3/4 dos chutes.

(d) O jogador I, porque acertou 12/25 dos chutes, enquanto o
jogador II acertou 2/3 dos chutes.

(e) O jogador I, porque acertou 9/25 dos chutes, enquanto o
jogador II acertou 2/5 dos chutes.

2. Solucdo. O jogador I acertou 45 dos 60 chutes, ou seja, sua razio

de acertos é ég ou

45:15 3
60:15 4’
enquanto o jogador II acertou 50 dos 75 chutes, ou seja, sua razdo de
acertos é ?g ou
50:25 2
75:25 3
Uma vez que
2 3
350
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concluimos que o jogador I deve ser escolhido por ter acertado 3/4
dos seus chutes ao passo que o jogador II acertou 2/3 dos seus chutes.
Portanto, a alternativa (a) é correta. [ |

Exercicio 3.65 — ENEM 2014. Um clube de futebol abriu inscri¢oes
para novos jogadores. Inscreveram-se 48 candidatos. Para realizar
uma boa selecao, deverao ser escolhidos os que cumpram algumas
exigéncias: os jogadores deverdao ter mais de 14 anos, estatura
igual ou superior a minima exigida e bom preparo fisico. Entre
os candidatos, 7/8 tém mais de 14 anos e foram pré-selecionados.
Dos pré-selecionados, 1/2 tém estatura igual ou superior a minima
exigida e, destes, 2/3 tém bom preparo fisico.

A quantidade de candidatos selecionados pelo clube de futebol
foi

Exercicio 3.66 — OBMEP 2019. Janaina tem trés canecas, uma pe-
quena, uma média e uma grande. Com a caneca pequena cheia, ela
enche 3/5 da caneca média. Com a caneca média cheia, ela enche
5/8 da caneca grande. Janaina enche as canecas pequena e média e
despeja tudo na caneca grande. O que vai acontecer com a caneca
grande?

(a) Ela ficard preenchida em 7/8 de sua capacidade.
(b) Ela ficard preenchida em 8/13 de sua capacidade.
(c) Ela ficard preenchida em 5/8 de sua capacidade.
(d) Ela ficard totalmente cheia, sem transbordar.

(e) Ela vai transbordar.

. Solucdo. Pelo enunciado, a capacidade da caneca pequena equi-

vale a % da capacidade da caneca média e esta, por sua vez, equivale
a g da capacidade da caneca grande. Assim, 1 caneca pequena teria

\‘ K A
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capacidade igual a de

3 3 5
5X1 caneca média = gxgﬂ caneca grande
3 1 1 3
= 5X5x§ caneca grande = 3><§ caneca grande = 3 caneca grande.

Portanto, 1 caneca pequena e 1 caneca média, juntas, tém capacidade
equivalente a de
3

—1—5 8 1 caneca grande
-t —=—= n rande.
8788 B

Portanto, (d) é a alternativa correta. |

Exercicio 3.67 — CMPA - adaptada. As girafas sdo animais que
se alimentam muito bem. Quando adultas, podem passar até
20 horas por dia se alimentando. Os machos adultos consomem,
por dia, cerca de 80 quilogramas de comida, sendo que }1 dessa
comida é composto de material seco (folhas secas, galhos, cascas de
arvores) e o restante de material fresco (folhagens). J& as fémeas
adultas consomem, diariamente, aproximadamente 75 quilogramas
de comida, sendo que % dessa comida é composto de material seco e
o restante de material fresco. Considerando a alimentagao didria de
2 girafas adultas, sendo um macho e uma fémea, é correto afirmar

que

4 dessa alimentacéo sdo compostos de material seco.
dessa alimentagao sdo compostos de material seco.

¢) 2 dessa alimentacio sdo compostos de material seco.
) =7 dessa alimentagdo sdo compostos de material fresco.

52 dessa alimentacao sdo compostoa de material fresco.
©. Solucdo. A girafa macho adulto come cerca de x80 = 20 qui-
logramas de material seco e, portanto, 80 — 20 = 60 quilogramas de
material fresco. Ja a girafa fémea adulta come cerca de %X75 =15
quilogramas e, assim, 75 — 15 = 60 quilogramas de material fresco.

A m S /
g'c??n'fs‘m%‘gmo ZSISEDU  rmaciosocnie CIENTISTA CHEFE ‘

uuuuuu




As duas girafas, macho e fémea adultas, consomem, juntas, cerca de
80 + 75 = 155 quilogramas, dos quais 20 + 15 = 35 quilogramas sao de
material seco. Assim, concluimos que

35 7

155 31
é a fracdo que o material seco representa de tudo que as duas girafas
comem. Logo, a alternativa correta é a de letra (b). [ |

Exercicio 3.68 — ENEM 2016. Cinco marcas de pao integral apre-
sentam as seguintes concentragoes de fibras (massa de fibra por
massa de pao):

e Marca A: 2 g de fibras a cada 50 g de pao;
e Marca B: 5 g de fibras a cada 40 g de pao;
e Marca C: 5 g de fibras a cada 100 g de pao;
e Marca D: 6 g de fibras a cada 90 g de pao;
e Marca E: 7 g de fibras a cada 70 g de pao.

Recomenda-se a ingestao do pao que possui a maior concentragao
de fibras.

Disponivel em: www.blog.saude.gov.br. Acesso em: 25 fev. 2013.

A marca a ser escolhida é
(a) A (b) B (c) C (d) D (e) E

. Solucdo. Concentragdo de fibras significa a fracdo a quantidade
de fibras em gramas por quantidade de pao em gramas, isto é, a

fragao ou razao

quantidades de gramas de fibras

quantidade de gramas de pao

Para as marcas A, B, C, D e E, respectivamente, essas concentragoes
sao iguais a
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Note que % < %, pois temos mesmos numeradores e denominador
menor na maior fracdo. Logo, a resposta ndo pode ser a marca C.
Obsrve também que

6 6:3 2 - 2

90 90:3 30~ 50
Portanto, a marca A também n&o é a de maior concentragdo de fibras.
Agora, as fragoes das marcas B e E sdo equivalentes, respectivamente,
a

5:5 1 7:7 1

R e _— .

40:5 8 70:7 10
Como 1—10 < %, concluimos que a marca E nao é a resposta. Resta,
assim, compararmos as concentragoes de fibras das marcas B e D, ou

seja, as fragoes % e %, respectivamente. Temos

2 1 - 1

30 15 8
Logo, concluimos que a marca B é a que tem maior concentragao de
fibras. |

Exercicio 3.69 Uma bandeira estd dividida em 4 faixas horizontais
de igual largura e cada faixa estd dividida em duas, quatro ou oito
partes iguais, conforme indicado na figura abaixo. Qual é a fracao
correspondente a drea pintada de amarelo?

Exercicio 3.70 — ENEM 2015. A expressao “Férmula de Young” é
utilizada para calcular a dose infantil de um medicamento, dada a
dose do adulto:

dose da crianga (em anos)

dose de crianga = ( ) - dose do adulto.

idade da crianga (em anos) + 12
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Uma enfermeira deve administrar um medicamento X a uma crianga
inconsciente, cuja dosagem de adulto é de 60 mg. A enfermeira
nao consegue descobrir onde estd registrada a idade da crianca no
prontuario, mas identifica que, algumas horas antes, foi adminis-
trada a ela uma dose de 14 mg do medicamento Y, cuja dosagem de
adulto é 42 mg. Sabe-se que a dose da medicacdo Y administrada
a crianca estava correta.

Entao, a enfermeira devera ministrar uma dosagem do medica-
mento X, em miligramas, igual a

Sequencm 4

Exercicio 3.71 — Canguru 2020 - Prova S. Se C' cachorros pesam
Q@ quilogramas e F elefantes pesam o mesmo que M cachorros,
quantos quilogramas pesa um elefante?

(a) CQEM () &&. (d) ¥¥. (@) <L,
(b) Z5-

“» Solucdo. Se C cachorros pesam () quilogramas, 1 cachorro pesa
& quilogramas e M cachorros pesam M X% quilogramas. Como este é
o peso de E elefantes, um elefante pesa

Q _ Q<M

E

@

~ xMx
E C  CxE’

o que corresponde a alternativa (d). [ |
Exercicio 3.72 Localize (aproximadamente) os pontos P = —%,
Q= %, R = —g e S = g na reta numeérica desenhada abaixo.

) —2 —1 0 1 2 ]
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Exercicio 3.73 — CMPA - adaptada. Nas joalherias, é possivel en-
contrar joias feitas de ouro de diferentes quilates. No Brasil, sao
mais comuns as de 18 quilates; nos Estados Unidos, sdo comuns
também as de 14 quilates.

. ouro

|:| outros metais

18 quilates 14 quilates

Baseado nas informagoes contidas na figura acima, considere as
afirmativas:

I. As joias de 18 quilates tém % de ouro.
II. Comparando joias de mesma massa, as de 14 quilates tém g
da quantidade de ouro das joias de 18 quilates.
ITII. Em 600g de joias de 14 quilates, existem 250g de outros
metais.

Qual alternativa indica a(s) afirmativa(s) correta(s)?

(a) Apenas I e II.
(b) Apenas III.
(c) Apenas I e IIL
(d) I, I e IIL.

(e) Apenas I

Exercicio 3.74 — CMF 2020. Qual o valor da expressao abaixo?

1+ —?
1+F%
(a) 2 (b) 2 (c) 8 (d) i (e) i
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Exercicio 3.75 Encontre uma fracio, equivalente a %, tal que a

soma do numerador com o denominador ¢é igual a 120.

\\‘\L\

> Solucdo. A fracdo L é irredutivel. Portanto, qualquer fracio

8
equlvalente a esta tem a seguinte forma
<k
8xk’

onde k£ é um numero natural, diferente de 0. Portanto, a soma do
numerador e do denominador é dada por 7k + 8k. Logo, precisamos
encontrar k tal que

15k = 120.

Portanto, k = 8. Assim, a fracdo que buscdvamos é 5%8 =& |

oo
ot
=2}

Exercicio 3.76 Sejam m,n numeros naturais com 0 < m < n.

Mostre que
m m+1

n n+1

E verdadeiro que, neste caso,

m m +
< p

n n-—+p

seja qual for o niimero natural p, diferente de zero?

Exercicio 3.77 — OCM 1990. Qual das fragoes é maior gggg’ ou gggg’?
Justifique (sem efetuar divisoes).

Exercicio 3.78 Sejam m,n nimeros naturais diferentes de zero com
m < n. Qual das seguintes afirmacoes é falsa?

estd entre 0 e 1 na reta numérica.
estd entre 7 e .- na reta numérica.
+ 2 =1.

esta a direita de 1 na reta numérica.

a
b
G
d

—_—~ N~

3

)
)
)
)

—

33 s
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Exercicio 3.79 — CMF - adaptado. A 22 fase de uma maratona de
Matemaética de uma escola sera realizada no préximo sabado. Os
alunos classificados para essa fase sdo aqueles que, na primeira fase,
acertaram no minimo 16 das 20 questées da prova. Observe os
resultados obtidos por alguns alunos na 1?* fase:

(I) Augusto nao respondeu 1l0 das questbes da prova e errou o
dobro do niimero de questdes que nao respondeu.
(II) Daniela acertou 3 das questoes da prova.

(III) Francisco acertou metade das questoes de 1 a 10. No restante
da prova, seu desempenho foi melhor: ele acertou % das
questoes de 11 a 20.

(IV) Jorge errou 5 das questdes da prova.

(V) Carolina acertou 4 questoes a mais do que Augusto.

Pode-se afirmar que os tnicos alunos classificados para a 22 fase da
maratona foram:

(a) Augusto e Francisco.
(b) Daniela e Jorge.

(c) Jorge e Carolina.

(d) Augusto e Daniela.
(e) Francisco e Carolina.

Exercicio 3.80 — CMF. Um fabricante de perfumes resolveu fazer
uma pesquisa para verificar a preferéncia do piblico feminino sobre
os perfumes por ele comercializados. Cada mulher entrevistada
poderia escolher apenas um perfume. O resultado da pesquisa
encontra-se na tabela a seguir:
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Perfume ‘ 20 a 29 anos | 30 a 39 anos ‘ 40 a 49 anos
Cheiro Bom 30 12 36
Aroma Suave 27 16 24
Fragrancia Forte 15 52 28

Com base nos resultados obtidos, é correto afirmar que:

(a) % das mulheres entrevistadas preferem o perfume Cheiro Bom.

das mulheres entrevistadas tém de 30 a 39 anos.

on
@)

N

wlot Wl

das mulheres de 30 a 39 anos preferem o perfume Fragrancia

&
=
-
@

(d) 1 das mulheres de 40 a 49 anos preferem o perfume Aroma
Suave.

(e) 2 das mulheres entrevistadas tém de 20 a 29 anos.

Exercicio 3.81 Uma lata cheia de tinta pesa 13kg. Se retirarmos
metade da tinta contida na lata, ela passara a pesar 8 kg. Qual é o
peso da lata vazia?

(a) 5 quilogramas.
(b) 10 quilogramas.
(¢) 2 quilogramas.
(d) 3 quilogramas.
(e) 21 quilogramas.

Exercicio 3.82 — CMF. Ao ser perguntado por suas duas filhas em
que ano havia nascido, o professor Crocker respondeu-lhes com o
seguinte problema: o numerador da fracdo irredutivel equivalente
a fracao 1%336 representa o ano em que completei 43 anos. Assim,

podemos afirmar que o professor Crocker nasceu:

(a) antes de 1965.
(b) entre 1965 e 1970.
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(c) entre 1970 e 1974.
(d) entre 1974 e 1980.
(e) apds 1980.

prou um album de figurinhas dos jogadores das selecoes que par-
ticiparam do torneio. O valor do album, sem nenhuma figurinha,
foi R$5,00. O album tinha 600 figurinhas, sendo que % delas ele
adquiriu gastando R$ 120,00. Como estava ficando dificil completar
o album, ele resolveu solicitar as figurinhas restantes diretamente
da editora que publicou o album. A editora enviou pelos Correios
todas as figurinhas solicitadas sem nenhuma repeticdo. Elas foram
enviadas em pacotes com cinco unidades e, por cada pacote, foram
cobrados R$1,75. Desse modo, o total que foi gasto por Augusto,
desde a compra do album até completa-lo, foi de:

Exercicio 3.84 — Banco OBMEP. Encontre uma fragio irredutivel
tal que o produto de seu numerador por seu denominador seja
2x3x4x5x ... x10. Quantas dessas fragoes irredutiveis existem?

Exercicio 3.85 — Banco OBMEP - adaptada. A figura mostra um
retdngulo maior dividido em 18 retdngulos menores (de diferentes
tamanhos), todos com a mesma largura. Que fracdo do retangulo
maior representa a parte pintada de azul?

‘ Exercicio 3.83 — CMF. Na Copa do Mundo de 2010, Augusto com-
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Secdo 3.4

Exercicio 3.86 — Banco OBMEP - adaptada. Uma fracao é irredu-
tivel quando o numerador e o denominador ndo possuem fatores
primos em comum, ou seja, quando eles sdo primos entre si. Por

exemplo, g é a forma irredutivel da fragao %.

(a) Encontre a forma irredutivel da fracao —11%}111

(b) Encontre a forma irredutivel da fragao ML

(c) Encontre a forma irredutivel da fragao 1111'5"111, onde o alga-

rismo 1 se repete 2019 vezes no numerador.

naturais m e n, diferentes de zero, sdo tais que

2010 m 2011

2011 = n 2012

Encontre o menor valor possivel para a soma m + n.

Exercicio 3.88 — OBMEP 2019 - Nivel 2. Os ntimeros a e b sao intei-

ros positivos tais que
a b 31

13T

| Exercicio 3.87 — Banco OBMEP 2019 - adaptada. Dois ndmeros
‘ Qual o valor de a + b7
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Exercicio 3.89 — Canguru 2020 - Prova S. Qual é o valor de

10102 + 20202 + 30302
2020

(a) 2020.  (b) 3030.  (c) 4040.  (d) 6060.  (e) TO70.
2. Solucd@o. Observe que 2020 = 2x1010 e 3030 = 3x1010. Assim

10102 + (2x1010)? + (3x1010)? 1010 4 4x1.010 4+ 9x1.010
2x1010 - 2
= 7x1010 = 7070.

Exercicio 3.90 — Canguru 2020 - Prova S. O grafico em pizza ao
lado refere-se ao transporte de alunos para uma universidade. O
numero dos alunos que vao de carro é aproximadamente o dobro dos
que usam o transporte publico e o nimero dos que vao a pé é quase
igual ao niimero dos que vao de bicicleta. O resto dos alunos vai de
patinete. Qual é porcentagem dos alunos que vao de patinete?

§

(a) 6% (b) 11%  (¢) 12%  (d) 24%  (e) 47%
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