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4 Aritmética de Niimeros Reais (B)

4.1 - Operagoes fundamentais e suas propriedades

Tao importante quanto o ato de medir é o de realizar operagdes com os
resultados obtidos. As operacoes fundamentais com nimeros reais sao a adicao
e a multiplicacdo, e as demais sdo derivadas destas. Aqui, centramos nossa
atengdo nas interpretacdes geométricas da adigdo, subtragdo, multiplicagdo
e divisdo de reais positivos. Comece com dois segmentos de medidas a e b,
digamos com 0 < a < b.

Nos restringimos a ntimeros positivos pois o comprimento de qualquer

@ segmento tem medida positiva. Obviamente, as quatro operagoes aritmé-
ticas acima podem ser executadas com numeros reais negativos e com o
zero (exceto a divisdo por zero). Para isso, basta levar em consideragao
a regra dos sinais: o produto de dois nimeros de mesmo sinal resulta em
um ndamero positivo; e o produto de um nimero negativo por um positivo
resulta em um negativo. Por fim, observamos que o comprimento de um
intervalo é, por vezes, também chamado de sua amplitude.

A soma, a + b, pode ser obtida concatenando (juntando) os segmentos a e
b em uma mesma direcdo, com um deles iniciando ao final do outro.

a+b

A
y

A subtragao, b — a, do maior pelo menor, pode ser feita removendo de b
um pedaco de comprimento a.

b

a b—a

Quando b é um nimero natural ndo nulo, o produto do nmero a por b
pode ser feito somando b cépias de a:

ab=a+a+a+...+a. (4.1)

b parcelas

Por exemplo, para b = 5 temos a interpretagdo geométrica a seguir.

5a

Y
Y
Y
Y
A

a a a a a
Da mesma forma, a divisao por um niimero natural nao nulo, pode ser feita

“quebrando” o segmento em partes de mesmo tamanho. Por exemplo, dividir
por 2 significa dividir o segmento & metade.
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Contudo, as interpretacoes acima para a multiplicacdo e a divisdo, ndo
respondem o que fazer quando ambos os nimeros nao sao inteiros. Se b nao
é um natural ndo nulo, ndo hd como interpreté-lo como uma quantidade (de
parcelas). Por outro lado, o caso em que b é racional positivo ser resolvido
mesclando multiplicagao e divisao. Por exemplo, se b = >, em que n e m sao
naturais nao nulos, temos que ab = a;- = 7*. Logo, para construir ab, basta
justapor n cépias de a e dividir o segmento resultante em m partes iguais.

Mas o que fazer quando a e b sdo irracionais? Por exemplo, a = /3 e
b= 7?7 A maneira geométrica de resolver esse problema é baseada na ideia de
proporcionalidade, que pode ser alcancada usando semelhanca de tridngulos
(ou pelo Teorema de Tales). Ao contrario da adigao e da subtragdo, que podem
ser realizadas de forma absoluta, independentemente da escala, o produto ab sé
pode ser construido se também conhecermos o segmento unitario. Admitindo
que nos foram dados, em uma folha de papel, segmentos de comprimentos
1, a e b, podemos construir um segmento c¢ tal que ¢ = ab (faremos o pro-
duto e deixaremos a divisao como exercicio). Basta posicionar os segmentos
1, a e b como na figura abaixo, de forma que as retas pontilhadas sejam paralelas.

Exercicio 4.1 Dados os segmentos de medidas a, b e 1, encontre uma cons-
trucdo geométrica para produzir um segmento de medida a/b.

4.1.1 - Propriedades das opera¢oes fundamentais

A adicao e a multiplicagdo possuem quatro propriedades fundamentais: co-
mutatividade, associatividade, existéncia de elemento neutro e existéncia de
inverso. Vejamos o significado de cada uma dessas propriedades, comegando pe-
las propriedades da adigdo, para as quais também exibimos suas interpretagoes

geométricas.
Comutatividade: a ordem | atb >
das parcelas ndo altera o resul- | o b i
tado. : >t >
i . |
a+b=b+a ! b . P '!
I b+a a
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Ao somarmos nimeros de uma lista com 3 (ou mais) elementos, a associa-
tividade nos diz que nao importa se comecarmos somando os dois primeiros
ou os dois dltimos niimeros da lista.

Associatividade: a maneira a+b+ec
em que se agrupam as parcelas
nao altera o resultado.

A

a+b c

A\ 4
\/

(a+b)+c=a+(b+c)

A 4

a b &

»l » | >

Na prética, a associatividade da adi¢do diz que (se estivermos realizando
apenas adigoes) os parénteses sdo desnecessarios: basta escrever a + b+ ¢ ao
invés de (a +b) +coua+ (b+c).

O elemento neutro da adi¢do é o niimero zero. Essa “neutralidade” do
zero significa que somar zero a qualquer nimero real nao altera seu valor. Em
simbolos, £ + 0 = 0 + x = x para qualquer que seja o namero real x.

O inverso aditivo do nimero x é o nimero —x. O nome “inverso” se refere
ao fato de que, ao somar um ndmero com seu inverso, obtemos o elemento
neutro. Em simbolos, z + (—z) = 0.

A multiplicagdo também satisfaz as mesmas quatro propriedades, com
excec¢ao de que a existéncia de elemento inverso nao se aplica ao niimero zero.
O elemento neutro da multiplicacdo é o niimero 1 e, para cada a # 0, o inverso
de a é o niumero % Em simbolos, resumidamente, temos para quaisquer a, b e
c

Comutatividade (da multiplica¢do): a-b="5"a.
Associatividade (da multiplicagao): (a-b)-c=a-(b-c).
Elemento neutro (da multiplica¢do): a-1=1-a = a.

Elemento inverso (da multiplicagdo): a - % =1, para a # 0.

Temos também uma propriedade que relaciona adigdo e multiplicacio.

Distributividade da multiplicagdo em relacao a adigao: a-(b+c) = a-b+a-c.

Observe que, na tltima expressio acima, a-b+ a - ¢ deve ser interpretado
como (a-b) + (a- c¢), isto é, multiplicagdes tém prioridade sobre adigdes.

Exercicio 4.2 Usar a propriedade distributiva para calcular os produtos
notaveis: (z +y)?%, (x —y)? e (z +9)(z —y).

4.2 - Potenciacdo e radiciacdo

4.2.1 - Poténcias com expoentes naturais ndo nulos

Dado um ntmero real a e um expoente natural ndo nulo m, podemos definir a
poténcia de a elevado a m por:

a"=a-a-...-q. (4.2)

m fatores
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A definicdo acima é semelhante & definicdo que usamos para a multiplicacdo
por naturais, na equagao (4.1): para ntmeros naturais, “multiplicar significa
somar varias vezes” enquanto que “elevar a uma poténcia significa multiplicar
varias vezes”.

Pensando assim, temos a seguinte tabela que indica a hierarquia das opera-
coes.

Nivel Operacdo Operacao Inversa

1 Adigéao Subtragao
2 Multiplicacao Divisao
3 Potenciagao Radiciagao

Nao é dificil nos convencermos de que, para a e b reais e m e n naturais
todos nao nulos,valem as seguintes propriedades:

a®-a*=(a-a-a)-(a-a)=a-a-a-a-a=ad.

De modo geral, para verificar 1., basta pensar na quantidade total de vezes que
o namero a foi multiplicado. Temos que:

a-d"=a-a-...-a-a-a-....a=a-a-...-a=a""".
_

m fatores n fatores m+n fatores

Quando & propriedade II., estamos multiplicando n vezes o nimero a™;
como a™ contém m fatores a, o total de fatores a é m - n. Por exemplo,

(a2>3 =(a®) - (@®) - (a®) =(a-a) (a-a)-(a-a)=dS.

A propriedade I11. resulta apenas de uma reordenagao dos fatores (usando
a propriedade comutativa da multiplicacdo). Por exemplo,

(a-b)>=(a-b)-(a-b)-(a-b)=(a-a-a) - (b-b-b)=a> b

4.2.2 - Poténcias com expoentes inteiros nulos ou negativos

A definigao usada na equagao (1.2) s6 faz sentido para expoentes naturais, pois
o expoente representa uma quantidade. Para outros expoentes, precisamos de
outras interpretagoes.

Quando a é um namero real ndo nulo, definem-se as poténcias

para m natural.

N = S /
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Uma boa justificativa para as definicbes acima é que queremos que as
propriedades apresentadas anteriormente (1., 11. e 111.) continuem vélidas
quando os expoentes sdo inteiros (e nao necessariamente naturais). Dessa
forma, os célculos podem ser feitos das mesma forma, independentemente do
conjunto ao qual o expoente pertence. Realmente, a propriedade . forca que:

a
a-a®=a'ad®=ad""=¢'=0d = "==-=1
a
¢ 1
a ™ g =gmMm=¢"=1 = ¢ "= ——
am

4.2.3 - Poténcias com expoentes racionais

Quando os expoentes sdo nimeros racionais ndo inteiros, também precisamos
de uma defini¢do para a potenciagdo que seja compativel com as propriedades
ja estudadas. Dessa forma ndo precisamos aprender uma propriedade diferente
para cada tipo de expoente.

Antes disso, precisamos definir o que é a raiz n-ésima de um real nao
negativo. Seja m um numero inteiro positivo e ¢ um real ndo negativo. A
raiz n-ésima de a é o nimero real ndo negativo b tal que ' = a. Neste caso,
escreve-se b = {/a. Se n = 2, denominamos /a a raiz quadrada de a (nesse
caso, escrevemos v/a em vez de ¢a). Se n = 3, denominamos /a a raiz cibica
de a. Para n = 4, chamamos /a de raiz quarta de a, e assim por diante. Em
resumo, para a > 0,

b=1{a < b"=a ¢ b>0.

I Exercicio 4.3 Explique o que significam os nimeros v/2 e v/5.

Solucéo. De acordo com a definicio acima, v/2 é o ntimero real que elevado a
5 (isto é, multiplicado por ele mesmo 3 vezes) da 2 como resultado: (\3/5)3 =2.
Da mesma forma, v/5 é o niimero real que elevado a 4 (isto é, multiplicado por
ele mesmo 4 vezes) d 5 como resultado: (¥/5)* = 5. |

Quando n é impar, podemos estender a definicdo de raiz n-ésima a reais
negativos pondo, para a < 0,

Vai= -V a
Por exemplo, ¢/—5 = —{/—(=5) = —/5.

Note, contudo, que nao ha como definir em R raizes de indices pares
de ntimeros negativos. Por exemplo, em R ndo ha como significar a
expressao /—1. Isto porque, devido & regra dos sinais, o produto de
todo real por ele mesmo resulta em uma nimero nao negativo; logo,
ndo existe um nimero real b tal que b = —1. Por motivo semelhante,
também nao ha como definir /—4, +/—16 e &/—7 em R, por exemplo.

Outro aspecto das coisas diz respeito a como podemos estimar nimeros como
os do exercicio anterior. Para tanto, precisamos de mais algumas propriedades
de raizes n-ésimas.

N = 132C
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Se a e b sdo numeros reais positivos e n é um numero natural, valem as
propriedades:
n n a Va
Va-b= {a- Vb e (- = \n/_
b b
Também,
a<b= Ya< Vb.

A verificagdo dessas propriedades se baseia no seguinte fato: se x,y > 0 e
n € N, entao
n:y”:}x:y e ,’]}'n>ynjx>y

Isto porque
n no__ n—1 n—2 n—2 n—1y __
—yt=@—y)E" +" Y+ Y ) = (@ -y
comc=zx""t+2" 2y + .. Fay 2 +9" 1 > 0. Assim,
"—yt=0=2x—y=0¢e 2" —y">0=>2—9y>0.

Tendo em vista essas propriedades, note que, com z = Va-bey = ¥a- b,
temos

o = (Va )" =a-b= ()" (V)" = (Va- )" =
Entao, x =y, isto é, {L/_b:y: Wa - b.

A partir dai, com ¢ no lugar de a, temos que

N R

Por fim, se a < b e denotarmos x = {a, y = /b, teremos 2" = a < b = y",
logo, x < y. Mas isso é o mesmo que Va < b.

Por fim,

As propriedades listadas acima sdo a chave para podermos estimar os
nimeros {/a. Vejamos um exemplo nesse sentido.

I Exercicio 4.4 Estime os ntimeros /7 ¢ v/2 com uma casa decimal correta.

Solugdo. Para estimar /7, nos valeremos dos quadrados perfeitos 172 = 289
e 182 = 324, juntamente com o fato de que 7 = 3,14, com duas casas decimais
corretas:

2,89 < <3,24= /289 < /m<324=1,7<+m<18.

Assim, /7 2 1,7, com uma casa decimal correta.

A mesma ideia funciona para v/2. No entanto, como os cubos perfeitos
crescem mais rapidamente que os quadrados perfeitos, precisamos adapta-la.
Inicialmente, listamos os dez primeiros cubos perfeitos: 13 =1, 23 = 8, 33 = 27,
4% = 64, 5% = 125, 63 = 216, 73 = 343, 83 =512, 9% = 729, 103 = 1000. Com a,
ajuda deles, podemos estimar /2 como se pede:

1<2<8=VI<V2<V8=1<v2<2;

A KD
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R7 ] sectio 12
125 _, 729 /155 _, _ [729
60~ 33~ Ver 343

W 729
;‘ffm

=>1,25=Z<\3/§<g§1,28

(com duas casas decimais corretas). Assim, /2 21,2, com uma casa decimal
correta. [

Evidentemente, os cdlculos acima sdo um tanto limitados. Por exemplo,
para estimar %/3,1 precisariamos conhecer os valores de algumas das poténcias
215 315 etc. Como esses ntimeros sdo muito grandes, o método usado no
exercicio anterior é impraticavel.

Apesar disso, estimativas como as do exercicio anterior tém a virtude de
emprestar um papel mais concreto aos nimeros {/a, de sorte que os vejamos
de forma menos misteriosa. Em todo caso, no uso corriqueiro de ntimeros reais
que faremos, em geral serd mais importante operar com niimeros da forma /a
algebricamente, sem nos preocuparmos a toda hora em ter estimativas para
eles.

A poténcia de base real a > 0 e expoente %, em que n é natural ndo nulo, é
definida por

Mais geralmente, definimos a poténcia de base a > 0 e expoente racional 7,
em que m,n € Z en # 0, por:

n

m
an = Vam.

A titulo de exemplo, gracas a definigdo acima, podemos escrever, por

exemplo,
2_7/4:\4/2_7:4i: \4/I: 1 = 1
Vor o JoT 2y 298
e

723 = Y = ()",

Uma vez mais, observe que estamos simplesmente exercitando a defini¢do, sem
NnOS preocuparmos em estimar os nimeros acima.

Para que a propriedade 11., (a*)" = a“?, permaneca valida quando

@ os expoentes u e v sao racionais, e nao simplesmente naturais, somos
forcados a definir a= como acima. De fato, admitindo a validade de I1.,
temos que:

1\" 1. 1 1
(an) —an " =q :a:}an:%
a® =a™r = (am)% = Va™.

Podemos, agora, ver que a propriedade [11. permanece valida para expoentes
racionais. Primeiramente, para m,n € N,

Ko
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implica (extraindo raizes n-ésimas)

Entao,
Varb=a- b= (Vo h)" = (Va- W’ (@)™ - (V)"

= {/(a-b)™ = Va™- Vb
Escrevendo essa tltima igualdade com expoentes racionais, obtemos
(a-b)n =a™ -bw.

A partir daf (e com § no lugar de a)

m m

m a % a % m a\n n
#=(50)=(5) =) =5

Vamos resolver alguns exercicios que ilustram como as definigdes acima
podem ser aplicadas para calcular poténcias com expoentes fracionérios.

Exercicio 4.5 Encontre o ntimero inteiro correspondente ao valor de cada
uma das expressoes a seguir.

(a) (—64) (( 25)%)1.
(32:(—5)* T

(b) o1 : :

o (297}

(c) -53

W=
»Nb—‘

Solugao. Temos:

(a)
(—64)3 ((—25)2)i = (—64)3 (252)% = (—64)3 - 251
= (—64)3 - 252 = (—4) -5 = —20
(b)
(32- (2—15>4>i _ (%Z- 54>4 (1.5}
_ (24 54)% _ ((2 5)4)i
= (104)‘1‘ =101 = 10
(c)
((_25)5)% - (_255)% B (_255)3 B <E)3
55 (55 L) 5
52 5\ 3 510 3 L
(2)-(2) -0
= 5% =5 =125

.“l
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Exercicio 4.6 Utilize as propriedades de potenciacdo para simplificar as
expressoes abaixo, em que x,y e z sdo nimeros reais positivos e n é inteiro.

$—3y4 " . w2n—1 .’L‘_l + y—l
(a) ——5 &©° (b) T2 - (c) T oNo1
x5y x (z+y)
1/2
_ _ 4l Y12\ /Y 4 4/
(d) (a%y1021%)73/5, © " (f) Van+l. Vg1,
Solugao. Temos:
(a) i
x %y _
S 3u0yty 5 = g2y
Ty
(b)
. p2n—1 _ p3n—1 B $3n—1 . x_(n_2)
rn—2 - rn—2 -
— p3n—l, pnt2 w(3n—1)+(—n+2) — p2ntl
(c)
e +y! -1, -1 ~1 -1
CrT e @ +y ety =z (@+y)+y (v+y)
=(1+as 'Y+ lzr) =2+ y+ay?
_gy Y Tyt ty
Ty Ty
(d)
3
_ _ e _ _ 6 x
(5y1021%) 3/5 _ () 3/5(y10) 3/5(215) 3/5 — 3y 6,79 = 6
(e)
NN Y12 (2y)1/2 1/4 B yU/21/2y1/2 1/4
x2/3 72/3 o 12/3
N 1/4 e 1/4
_ <y1/2+1/2m1/2 2/3) _ (yx 1/6)
_ y1/4m_1/24 _ y'/
21/24"
(f) 4 4 4 4
Va2ntl o /=1 = 20+l =1 — 4 /an _ w2n/4 _ :L_n/2.
|

4.3 - Intervalos na reta real

Um intervalo sobre a reta real é um conjunto de pontos sobre a reta com
seguinte propriedade: dados quaisquer dois pontos que pertencem ao intervalo,
todos os pontos que estejam entre os dois também devem pertencer ao intervalo.
Ou seja, é um trecho continuo da reta (sem buracos). Podemos, sem prejuizo,

.“l
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secao 43 N R0

pensar no intervalo como o conjunto dos ntimeros reais correspondentes aos
pontos indicados da reta.

Dados reais a e b com a < b, a notagao [a,b] representa o intervalo que
possui a e b como extremos, que contem todos os reais entre a e b assim como
os préprio nimeros a e b. Por incluir seus extremos, ele é chamado de intervalo
fechado. Por exemplo, [0,1] representa o conjunto dos niimeros reais de 0
até 1. Um intervalo que nao contém ambas as suas extremidades (possuindo
apenas os reais que estdo estritamente entre elas) é chamado de aberto e é
representado por (a,b). (Cuidado! Em outros contextos, (a,b) pode representar
um par ordenado, o que nao é o caso aqui). Um intervalo também pode ser
misto (sendo aberto de um lado e fechado do outro). Na notagdo, mantemos a
ideia de que quando usamos “paréntesis” o extremo indicado nédo é incluido no
conjunto. Quando desenhamos um intervalo sobre a reta real, usamos uma bola
preenchida (fechada) sobre sua extremidade para indicar que a extremidade
pertence ao intervalo; e desenhamos uma bola oca (aberta) para indicar que a
extremidade nao pertence ao intervalo. Em resumo:

[a,b] ={z € R:a < x < b}, ;—z -
(a,b) ={r €R:a <z < b}, 2—2 -
(a,b] ={zx €R:a <z < b}, 2—2 -
[a,b) ={z € R:a <z <b}. ao—ob -

Quando a = b o intervalo [a,b] se reduz a um tnico ponto (chamado de
intervalo degenerado) e os demais conjuntos acima tornam-se vazios. Quando
a < b, todos os intervalos acima possuem infinitos elementos, mas todos eles
sao limitados, pois seu comprimento é finito: todos os quatro intervalos acima
possuem comprimento exatamente b — a.

Os intervalos ilimitados sdo aqueles em que um dos extremos ¢ infinito
(simbolo c0) ou menos infinito (simbolo —oo). Dali, temos a notagao:

[a,00) ={z € R:a <z},

(a,00) ={z €eR:a <z},

Q0O ¢
A 4

(—00,b] ={z e R: 2z <b},

(—o0,b) ={z € R:z < b},

0 e
v

(—o0,00) =R. >

Em livros antigos era bastante comum usar a notagio |a, b[ no lugar de

ODbs ) (4,b); assim como, ]a, b] no lugar de (a,b], etc. Porém essa notagao caiu
em desuso. Em todo caso, em certos exames ainda ha problemas que
fazem uso da notacdo antiga.

N = 132C
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Note que co e —00 ndo sao nimeros reais, por isso eles proprios nunca sao
elementos do intervalo. O simbolo co apenas indica que nao estamos impondo
limitagdo ao quao grande um ntmero pode ser para que ele seja incluido no
intervalo. Enquanto —oo indica que nao impomos limitacao inferior ao intervalo.
Por isso, o intervalo sempre é aberto no lado em que o extremo é co ou —oo.

Exercicio 4.7 Desenhe cada um dos intervalos a seguir sobre retas retais e
indique o comprimento de cada um deles: [0, 2], (3,9), [-8,—3] e (=8,2).

\\\\\\\
/

\

_ 'y, Solucdo. Para poder comparar um intervalo com outro, vamos usar a mesma
? escala em todas as respostas. Em cada caso, o fato do intervalo ser aberto
ou fechado nao afeta o calculo de seu comprimento, mas afeta se usamos bola
aberta ao fechada no desenho de suas extremidades.
O intervalo fechado [0, 2] possui comprimento 2, pois 2—0 = 0 (e ele contém
duas vezes o segmento unitario):

0 -5 o 2 5 10

O intervalo aberto (3,9) possui comprimento 6 pois 9 — 3 = 6:
——t———————+————+———————+—0—
-10 -5 0 3 5 9 10

O intervalo fechado [—8, —3| possui comprimento 5, pois (—3) — (—8) =
—3+ 8 = 5. O fato do comprimento ser 5 é mais claro quando se observa a
figura, pois podemos contar 5 intervalos unitérios dentro do intervalo [—8, —3]:

—10 -8 -5 -3 0 5 10

Por fim, o intervalo aberto (—8,2) possui comprimento 10, pois 2 — (—8) =
2+ 8 = 10. O fato do comprimento ser 10 é mais claro quando se observa a
figura, que contem 10 intervalos unitarios, 8 deles no lado negativo e 2 deles
no lado positivo da reta real:

ettt
-10 -8 -5 0o 2 5 10

4.4 - Grilos saltitantes e a paradoxo de Zendo

O paradoxo de Zendo

O fil6sofo grego Zendo de Eleia (Z¥vwva tne Eleloc, em grego), por volta de
495-430 a.C., enunciou o seguinte aparente paradoxo:

Para ir para qualquer lugar, primeiro, vocé deve andar até metade

do caminho, depois trilhar a metade da distdncia restante, poste- Paradoxo ¢ uma frase que
riormente, andar mais metade do percurso restante e assim por contradiz a si mesma.
diante, até o infinito.

2\ = Ko k
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Os membros da escola eledtica eram especialistas na elaboracdo de parado-
xo0s. Na frase acima, o intuito era argumentar que ndo existe movimento, que
o universo ¢ imutével. Ela é considerado um paradoxo, ja que sabemos que o
movimento é possivel. Vejamos como esse aparente paradoxo é solucionado
pela Matematica.

Imagine que sobre a origem da reta real acaba de surgir um grilo muito
interessante. O grilho nao consegue ficar parado, logo, estd constantemente
pulando, sempre para a direita (sentido positivo) e de forma muito peculiar.
Ele comeca pulando metade de uma unidade e, a cada novo pulo, ele salta
metade da distdncia do salto anterior. Sobre qual nimero da reta real o grilo
estard apos pular 4 vezes? E apos pular infinitas vezes?

\ 1
e = 1
& 2 1 L
z== W
Z
1 3 7 15
0 2 1 8 16 1

Na figura acima vemos os 4 primeiros saltos. Os comprimentos de cada

salto formam a sequéncia

1111

PRRTI
onde cada termo é metade do anterior (logo, os denominadores sdo poténcias
de 2). Essa sequéncia é um exemplo de progressdo geométrica (PG), que
estudaremos em detalhes no médulo seguinte. Para calcular a distancia total
percorrida, temos que somar esses valores:

1 1 1 1 8+4+2+1 15

§+Z+§+E T:Eunldades.

Logo, o grilo estara sobre o niimero %. Mas hé uma maneira mais facil. A
cada salto a distancia que falta para o grilho chegar ao niimero 1 também cai
pela metade, formando a mesma sequencia de fracoes acima. Como 2* = 16,
apds o quarto salto o grilo estard a uma distancia de 1/16 unidades do ponto 1
(e a esquerda de 1). Logo, ele estard na posigao

oL
16 16

Em geral, apds n passos, o grilo estara a distancia 2% de 1 e a esquerda
dele, logo, na posicdo 1 — 2% da reta.

No que segue, argumentamos que, se o grilo pudesse dar infinitos passos,
ele se encontraria exatamente sobre o niimero 1 (e ndo apenas perto dele). Para
isso, vamos usar a seguinte estratégia de Arthur Conan Doyle': “quando vocé
eliminar o impossivel, seja o que for que reste, mesmo que improvavel, deve ser
a verdade.” Vamos eliminar a possibilidade do grilo estar em qualquer outro
ponto. E bastante claro que o grilo nunca chegard a um ponto & direita do
numero 1. De fato, para qualquer ¢ > 1, em todo momento o grilho estara a
uma distancia de pelo menos ¢t — 1 > 0 do ponto t. Agora, seja p um ponto da
reta real entre 0 e 1, diferente de 1 (ou seja, a esquerda de 1). A distancia de p
até 1, igual a 1 — p, também esté entre 0 e 1 e é diferente de 0. Logo, 1/(1 — p)

! Autor de Sherlock Holmes.
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é um real positivo. Seja n um nimero natural maior ou igual ele (por exemplo,
arredonde o valor de 1/(1 — p) para cima). Entéo,

. 1 1 1

Como sabemos que apds n passos o grilo estard na posigao 1 — 2%, ele j& terd

ultrapassado o ponto p. Por fim, como o grilo s6 anda para a direita, ele nunca

mais retornard, sendo impossivel que sua posi¢do final seja p. A conclusao é  Esse argumento nao vale

que a posicao final do grilo ndo pode ser & esquerda de 1 nem a direta de 1, para p = 1, pois neste caso

logo, ela deve ser 1. 1—p=0e1/0 nio tem
sentido.

Efetivamente, mostramos que, apds infinitos passos, se o grilo estiver

Obs) ¢ algum lugar da reta, esse lugar é sobre o nimero 1. Do ponto de
vista fisico, podemos declarar que é impossivel que o comprimento dos
saltos do grilo sejam divididos por 2 indefinidamente, pois, em algum
momento, o salto seria menor do um atomo e o proprio grilo ndo pode
ser tratado como um ponto adimensional.

Em Matematica isso ndo é um problema, pois hé niimeros tao grandes
ou tao pequenos quanto se queira (muito maiores que o didmetro do
Universo (supondo que o Universo é finito!) ou menores que o didmetro
de um atomo. Mais precisamente, por um lado, para todo natural
podemos obter um natural maior somando uma unidade a ele; por outro,
o Principio de Eudoxo (devido a Eudoxo de Cnido) diz que para
qualquer nimero real positivo é possivel dividir a unidade em partes
iguais para obter uma parte menor do que o niimero originalmente
escolhido.

O problema do grilo, corresponde a calcular a soma infinita

SR L
2747816 32

O argumento apresentado acima mostra que temos duas opgoes: (i)
declarar que o resultado dessa soma ndo é um nimero real; ou (ii) aceitar
a soma como um nimero real. A segunda opc¢do é a escolhida pela
Matematica. Tomada essa decisao, provamos que o valor da soma ¢ igual
al.

O grilo bindrio (ou representacdo bindria de reais) - tépico avancado

Esta secdo é mais avancada e pode ser pulada sem prejuizo. O ideal é que o
leitor ja tenha alguma familiaridade com o sistema de representacdo binario
(para numeros naturais).

Nosso segundo grilo também comeca no ponto zero, anda apenas para a
direita e a cada instante sua forca para saltar cai pela metade, mas ele é esperto
e tem a liberdade de escolher ficar parado quantas vezes achar necessario (ainda
assim, perdendo for¢a). Vamos argumentar que este grilo é capaz de chegar,
possivelmente usando infinitos saltos, a qualquer ponto da reta real no intervalo
de 0 até 1.

Por exemplo, digamos que ele queira chegar ao ponto g = 0,625. No
primeiro instante ele tem a opgao de saltar 1/2 unidade e faz isso. No segundo
instante ele tem a opgao de saltar 1/4, mas avalia que, se fizer isso, ele parara
na posicao % + ;11 = 0,75 > 0,625, ultrapassando seu objetivo. Como ele nao
poderia voltar, ele decide ndo saltar, permanecendo na posigao 1/2. No terceiro

. ~ 1 . 1.,1_5 4
instante, ele tem a opg¢ao de saltar g, o que o levaria para 5 + ¢ = g que ¢
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exatamente onde ele quer chegar. Ele salta ao destino e, depois disso, ndo salta
novamente. A tabela abaixo resume isso.

Instante 0 1 2 3 4 5 6

1 1 1 1 1 1
Forca - 3 i 3 is 35 &
Saltar? - Sim N&o Sim Nao Néo Nao
Posicdo alcancada 0 3 i s 2 s 3

Para o caso geral, seja p, com 0 < p < 1, a posigdo em que o grilo deseja
chegar. Sua estratégia consiste em saltar sempre que o resultado do salto
nao ultrapasse o ponto p. Para mostrar que o grilo chegara a p, mostraremos
primeiro que apds o saldo do instante n a distancia entre o grilo e p, que
chamaremos d,,, ¢ de no maximo 2%, ou seja, 0 < d, < 1/2", para todo n > 0.
No inicio isso é satisfeito pois: 0 < dg = p <1 =1/2". No instante 1, h4 duas
possibilidades: (i) caso p < 1/2, o grilo nao salta e sua distancia ao destino
permanece a mesma, logo, d; = p < 1/2; (ii) caso contrario, 1/2 < p < 1,
e o grilo decide saltar uma distancia de 1/2, obtendo d; = p — 1/2. Logo,
0 <d; <1/2. Em todo caso, 0 < d; < 1/2, como querfamos. No instante
2, novamente ha duas possibilidades (de acordo com distancia até o instante
anterior): (i) caso d; < 1/4, o grilo néo salta, logo, do = d; < 1/4; (ii) caso
contrario, 1/4 < dy < 1/2, e o grilo salta 1/4, obtendo ds = d; — 1/4. Logo,
0 <dy <1/4. Em ambos os casos, 0 < dg < 1/4.

Perceba que este padrao continua indefinidamente: antes do instante n, ou
o grilo ja se encontra a uma distancia menor ou igual a 1/2" e permanece 14,
ou ele se encontra a uma distancia maior que 1/2" e menor ou igual a 1/2"~L.
No segundo caso, ele salta 1/2", reduzindo a distdncia até o destino em pelo
menos a metade, obtendo uma distdncia menor ou igual a 1/2".

Feito isso, a mesma argumentagao da subsegao anterior se aplica:

Ap6s infinitos passos, o grilo ndo pode estar a direita de p e terd ultrapassado
todos os pontos a esquerda de p. Logo, a tnica possibilidade é que ele esteja
em p.

Por fim, veja que se permitirmos que o grilo dé saltos negativos (para a
esquerda) e que em seu primeiro salto ele va da posi¢ao 0 para qualquer nimero
inteiro, ele podera alcancar qualquer posicao da reta real.

Fundamentalmente, a posicao final do grilo pode ser descrita por sua posi¢ao
inicial e uma sequéncia infinita de “Sim ou Nao” como na linha “Saltar?” da
tabela anterior. Para escrever menos, representemos o “Sim” por S e o “Nao”
por N. O grilo que desejava chegar a posicao 0,625 realizou a sequéncia de saltos
descrita na tabela anterior: 0,SNSNNN. ... No mundo digital, o “Sim” e o “N&ao”
sdo representados como a presenca ou auséncia de um sinal elétrico e isso é salvo
na memoéria de um computador. Tipicamente, em Ciéncia da Computacao o S
é representado pelo digito 1 e o N pelo digito 0, dai o nome digital (que remete
ao fato de haver apenas duas possibilidades). Por isso, o nimero decimal 0,625
é salvo na memoria de uma computador em algo semelhante a 0,101 (chamada
de representacao bindria; no caso de niimeros nao inteiros, algumas pessoas da
area de Computacao chamam-na de representagao bicimal).
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O grilo decimal (ou representagcdo decimal de reais)

Este grilo é muito parecido com o anterior, com algumas diferengas: (i) antes
de iniciar sua jornada, ele pode escolher se saltara sempre para a direita ou
sempre para a esquerda, (ii) ele ndo precisa reduzir a distdncia do salto apos
cada salto, e (iii) caso ele queira reduzir o salto, deve dividir o comprimento
atual por 10, tantas vezes quanto for necessario (ao invés de reduzir a metade).

Um grilo desse tipo que queira ser econémico, s6 reduzindo o comprimento
do salto quando necessario, descreve justamente a representacdo decimal de
um numero real. Por exemplo, a representacdo decimal de 7 é:

=3,141...=3 L 1 L
T =3, —— -I-l—O-l-m'i‘m-l-....

Assim, nosso grilo comecgara saltando 3 unidades para a esquerda, pois, se
ele desse um quarto salto, ele ultrapassaria seu destino. Em seguida, ele
reduz a distancia do salto para 1—10 = 0,1 e d4 mais um salto, chegando a
posicao 3,1. Caso desse mais um salto, iria para 3,2, ultrapassando seu destino.
Continuando, ele reduz a distancia do salto para 1—(1)0 = 0,01, dando quatro
saltos para chegar a 3,14. E assim sucessivamente. Note que ele precisara de
infinitos saltos para chegar exatamente a posicdo m, mas agora ja sabemos que
isso ndao é um problema para nossos astutos grilos.

Para obter o nimero —v/2, que é aproximadamente —1,4142. . ., seguimos
0 mesmo principio, mas, por ser um nimero negativo, todos os saltos seguem
o sentido da esquerda.

O grilo racional (ou aproximagdes de reqis por racionais)

Este grilo nunca perde for¢a (pode dar quantos pulos quiser com o mesmo
comprimento) e pode dividir a unidade em qualquer quantidade inteira de
partes (ndo se restringindo a divisdes por 2 e por 10). Mas ele possui uma
tremenda desvantagem: ele s6 pode ajustar a largura de seu salto antes de
iniciar seu percurso. De inicio (partindo da posicao 0), ele escolhe um ntimero
natural n e divide o segmento unitario em n pedacos iguais. Depois, ele escolhe
um sentido (esquerda ou direita), podendo dar tantos salto quanto queira, mas
todos os saltos devem ter comprimento exatamente 1/n. E ficil ver que ele
pode chegar facilmente a qualquer ponto racional, m/n, onde m,n € Nen # 0,
em uma quantidade finita de saltos.

A falta da habilidade de se adaptar ao longo do percurso faz com que o grilo
racional ndo consiga chegar exatamente em um nuimero irracional. Contudo,
ele ainda consegue chegar muito proximo de qualquer irracional. Basta escolher
qual margem de erro é aceitavel. Por exemplo, se estivermos dispostos a tolerar
um erro de 0,0001 unidades, o grilo racional pode dar saltos com exatamente
este comprimento. Com isso, ele podera passar a uma distancia de no maximo
0,0001 de cada ponto da reta real. Em resumo:

O grilo racional pode chegar tdo perto de um nimero real quanto ele queira.
Porém, ele nunca poderé visitar exatamente um ponto da reta que corres-
ponda a um numero irracional.

O grilo racional vai nos ajudar com o seguinte
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Exercicio 4.8 Mostre que entre quaisquer dois niimeros reais distintos existe
(pelo menos) um nimero racional.

O

2\

o Solucdo. Dados niimeros reais p e ¢, com p < ¢, queremos mostrar que existe
_ . L
“2~ um racional entre p e ¢. Vamos assumir primeiro que 0 < p < ¢. Fazemos o

grilo racional dar saltos de comprimento %, em que n é um natural escolhido

N

de tal forma que % <q-—p. (E possivel escolher esse natural n, pelo Principio

de Eudoxo.)
5
;74/_)\> ..... >eu. s >eu. s >-. /\
;1 e

Agora, o grilo segue saltando para a direita (acompanhe na figura acima),

pousando nos pontos %, %, ..., até que chega no ultimo ponto & que néo
passa de p.

n
Entéao, por um lado,
m
— S 2
n

a0 passo que o préximo pulo do grilo o faz passar de p, de maneira que

m+ 1

p< .
n

Entretanto, como escolhemos n de forma que % < q—p, apos esse pulo adicional
o grilo ndo vai muito longe. De fato, ele cai entre p e ¢, pois, se ndo caisse
antes de ¢, terfamos
m—+1

n

Sp<g=

|3

e, dai, o tamanho % dos pulos do grilo seria tal que

1 m+1 m
—= - —2q-p
n n n
Ora, sabemos que isso nao ocorre, exatamente pela escolha que fizemos de n.
Portanto,
m-+1
p < <q.

Agora, se p < 0 < ¢, entdo 0 é um racional entre p e ¢. Por fim, se p < ¢ <0,
entdo 0 < —g < —p e, pelo primeiro caso, podemos escolher um racional 7
satisfazendo —g < r < —p. Assim, p < —r < ¢, e —r ainda é racional. |

O exercicio anterior mostra que os niimeros racionais estao espalhados por
toda a reta, ndo deixando buracos (intervalos de medida positiva onde nao
haja racionais). Em termos matemaéticos, dizemos que os racionais sao densos
na reta. Ainda assim, como vimos, também existe uma infinidade de niimero
irracionais.
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4.5 - Exercicios Propostos

Exercicio 4.9 Simplifique as expressoes:

Exercicio 4.10 Calcule as seguintes poténcias.
3
11
(@) (1) -
1
273
) (&)

Exercicio 4.11 A respeito do conjunto dos ntimeros reais, assinale a alterna-
tiva incorreta com relacdo as regras de sinais.

(a) Na adi¢do de ntimeros reais, dois nimeros com sinais iguais resultam
em um numero com o mesmo sinal.

(b) Na adigao de nimeros reais, dois nimeros com sinais diferentes resul-
tam em um numero negativo.

(¢) Na multiplicagdo de ntimeros reais, dois nimeros com sinais iguais
resultam em um nimero positivo.

(d) Na multiplica¢do de nimeros reais, dois ntimeros com sinais diferentes
resultam em um ndmero negativo.

(e) A adigdo entre dois nimeros com sinais diferentes deve ser feita
subtraindo-se esses nimeros.

Exercicio 4.12 A respeito das propriedades dos nimeros reais, qual das
alternativas a seguir estd incorreta?

(a) O resultado de um produto de ntimeros reais nao é alterado caso a
ordem dos fatores seja modificada.

(b) O resultado de uma adigao entre niimeros reais nao é alterado caso a
ordem das parcelas seja modificada.

(¢) O produto em que os fatores sdo um nimero real e uma soma de
numeros reais pode ser feito multiplicando-se o primeiro fator por
cada parcela do segundo e somando-se os resultados.

(d) Existem ntimeros reais que possuem dois ou mais elementos inversos
multiplicativos.

(e) Para cada ntmero real a, existe apenas um nimero real —a cuja soma
a+ (—a) é igual a zero.

A = K 3
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Exercicio 4.13 Indique qual o maior entre os seguintes nimeros: /500,

v/250.

I Exercicio 4.14 Indique qual o maior entre os seguintes ntimeros: /2 e /3.

Exercicio 4.15 — UNCISAL 2011. Considere os nimeros irracionais a, b, c,
d tais que a < ¢ < b < d. Os intervalos reais [a,b] e [c,d] possuem,
respectivamente, 10 e 16 ntimeros inteiros. Se o intervalo [a, d] possui 19
nimeros inteiros, entdo a quantidade de nimeros inteiros existentes no
intervalo [c, ] é

(a
(b
(c
(d
(e

~— — — —
2 e > e

Exercicio 4.16 — CEFET-CE 2004. Define-se a amplitude d do intervalo [a, b]
como sendo o nimero d = b — a. A amplitude de [—1,7] N [1,9]N[0,8] é

(a
(b
(c
(d
(e

~— — — —
go N & & >

Exercicio 4.17 Procedendo como no exercicio 4.4, estime cada um dos
ndimeros v/3 \/5, V7 e /11 com uma casas decimal correta.

vael 3

tricamente os nimeros reais 0, x, y e 1.

0 r Yy 1

Qual a posicao do nimero x - y?

(a) A esquerda de 0.
(b) Entre 0 e x.
(c) Entre z e y.
(d) Entre y e 1.
(e) A direita de 1.

Exercicio 4.19 Sejam os intervalos A = (—o0,1], B=(0,2] e C =[-1,1]. 0

‘ Exercicio 4.18 — FUVEST adaptado. Na figura estao representados geome-
| intervalo C U (AN B) é:

DY o CK®
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Exercicio 4.20 — ENEM 2014. Os vidros para veiculos produzidos por certo
fabricante tém transparéncias entre 70% e 90%, dependendo do lote fabricado.
Isso significa que, quando um feixe luminoso incide no vidro, uma parte
entre 70% e 90% da luz consegue atravessi-lo. Os veiculos equipados com
vidros desse fabricante terao instaladas, nos vidros das portas, peliculas
protetoras cuja transparéncia, dependendo do lote fabricado, estard entre
50% e 70%. Considere que uma porcentagem P da intensidade da luz,
proveniente de uma fonte externa, atravessa o vidro e a pelicula.

De acordo com as informagoes, o intervalo das porcentagens que repre-
sentam a variacao total possivel de P é:

no Brasil. Nunca se falou tanto no assunto como hoje, e a quantidade de
adeptos aumenta progressivamente, afinal, correr traz inimeros beneficios
para a saude fisica e mental, além de ser um esporte que nao exige um
alto investimento financeiro. Disponivel em: http://www.webrun. com.br.
Acesso em: 28 abr. 2010.

Um corredor estipulou um plano de treinamento diario, correndo 3
quilémetros no primeiro dia e aumentando 500 metros por dia, a partir do
segundo. Contudo, seu médico cardiologista autorizou essa atividade até
que o corredor atingisse, no maximo, 10 km de corrida em um mesmo dia
de treino.

Se o atleta cumprir a recomendagao médica e praticar o treinamento
estipulado corretamente em dias consecutivos, pode-se afirmar que esse
planejamento de treino s6 podera ser executado em, exatamente:

(a)
(b) 13 dias.
(c) 14 dias.
(d) 15 dias.
(e) 16 dias.

Exercicio 4.22 — ENEM PPL 2014. O criador de uma espécie de peixe tem
sete tanques, sendo que cada tanque contém 14.600 litros de dgua. Nesses
tanques, existem em média cinco peixes para cada metro ctibico (m) de
agua. Sabe-se que cada peixe consome 1 litro de ragdo por semana. O
criador quer construir um silo que armazenara a racao para alimentar sua

Exercicio 4.21 — ENEM PPL 2010. Nos tltimos anos, a corrida de rua cresceu
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criacao.
Qual ¢é a capacidade minima do silo, em litros, para armazenar a quanti-
dade de racao que garantird a alimentagao semanal dos peixes?

511.000.

)
)
(c) 51.100.
)
) 5.110.000.

e treinard alguns dias da seguinte maneira: no primeiro dia, pedalard
60 km; no segundo dia, pedalara a mesma distancia do primeiro mais r km;
no terceiro dia, pedalard a mesma distancia do segundo mais rkm; e
assim sucessivamente, sempre pedalando a mesma distancia do dia anterior
mais rkm. No ultimo dia, ele deverd percorrer 180km, completando o
treinamento com um total de 1560 km.

A distancia r que o ciclista deverd pedalar a mais a cada dia, em km, é
(a
(b
(c
(d
(e

=

3
7
1
13.
2

=

| Exercicio 4.23 — ENEM PPL 2014. Um ciclista participard de uma competicao

— — — — ~—

Exercicio 4.24 — OBMEP 2006. Os termos de uma sequéncia sao formados
usando-se apenas os algarismos 1, 2, 3, 4 e 5, como segue:

1° termo: 123454321
2° termo: 12345432123454321
3° termo: 1234543212345432123454321

e assim por diante.
Quantas vezes o algarismo 4 aparece no termo que tem 8001 algarismos?

(a) 1000.
(b) 1001.
(¢) 2000.
(d) 2001.
(e) 4000.

Exercicio 4.25 Mostre que, para qualquer niimero real r existem duas sequén-
cias de racionais, (a1, a2,as,...) e (b1, ba,bs,...), tais que:
g <a<az<...<r<...<bs<by<b,

com by, —a, < % para todo n natural. Ou seja, a largura do intervalo [ay,, by]
se aproxima de zero.
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Exercicio 4_2? Na Figura 4.1, AB = 1. Seja C um ponto qualquer sobre a Sugerimos desenhar a figu-
semirreta AB e r qualquer outra semirreta de origen‘l A. Com o compasso ra desse exercicio usando o
centrado em A e abertura AC, trace um arco (pontilhado, na figura) que Software Geogebra
intersecta a semirreta r no ponto D, de modo que AD = AC'. Pelo ponto

C trace a paralela a reta BD, que intersecta r no ponto FE.

(a) Usando o Teorema de Tales (veja o Médulo 6), conclua que AE = AC .
(b) Use uma construgao similar para obter um segmento cujo comprimento

seja o cubo de AC.
(c) Como vocé poderia obter um segmento PQ tal que PQ = Aach?

I

I

I

I

I
I
I
I
I
é
B

Figura 4.1: construcdo de um segmento cuja medida é o quadrado da medida

de um segmento dado.

Exercicio 4.27 Dado n > 1 inteiro, as poténcias n-ésimas perfeitas sdo os
nimeros 1™, 2", 3™ .... Se ¢ > 1 é um natural que ndo é uma poténcia

n-ésima perfeita, mostre que {/a é um ndmero irracional.

Exercicio 4.28 Considere o grilo da subsegao “O grilo bindrio” da Secgao 4.4.
Descreva a sequéncia de saltos que ele deve dar para alcancar o nimero
decimal 0,375. Faca o mesmo para o niimero 0,2. Este dltimo é bastante
interessante: mesmo tendo uma representacdo decimal finita, o grilo binario
precisa de uma quantidade infinita de passos para alcanc¢a-lo. Essa sequéncia
é infinita mas é periédica, uma vez que o nimero 0,2 = 1/5 é racional.

Exercicio 4.29 — Olimpiada Cearense de Matemadtica 2014. Temos uma
fila com 257 posi¢oes, numeradas de 0 a 256, com uma, ra sentada na posi¢ao
128. Desejamos que a ra mude de posi¢oes na fila, saltando para a frente ou
para tras. Inicialmente, a ra saltara 128 posig¢oes, de forma que, apds esse
primeiro salto, v4 para a posi¢ao 0 ou para a posicao 256; além disso, ela é
treinada a saltar, a cada vez, a metade do niimero de posigoes que saltou
anteriormente. Por exemplo, se quisermos que ela alcance a posicao 192 da
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fila, ela devera executar um salto para frente e, em seguida, um salto para
tras.

(a) Exiba uma sequéncia de saltos para a ra alcangar a posi¢ao 100.
(b) Mostre que é possivel a ra alcancar qualquer posicao de 0 a 256.

)

Z .\ Solucdo. Ideia: calcular a quantidade de novas posicdes possiveis apés cada
~~ > * movimento.

/

o
@@
KN

Por se tratar de uma questao um pouco mais dificil, incluimos aqui uma
solucdo. Porém, recomendamos que o leitor tente resolvé-la antes de ler a
resposta.

Para os dois itens, observe que a ra realizara saltos de tamanhos 128, 64,
32, 16, 8, 4, 2 e 1, nessa ordem, e que cada salto é realizado para frente ou
para tras.

(a) Podemos realizar a seguinte sequéncia de movimentos:

128 128, 0 4 64 32 96 1% 112 & 104 & 100.

Em suma, em seu primeiro pulo a ra pula para a casa 0, depois pula para frente
até passar da casa 100, quando entdo comega a pular para tras até chegar a
casa 100.

(b) Considere um segmento de reta que representa a fila, de modo que a ra
estd posicionada inicialmente no centro desse segmento (veja figura abaixo).
As bolinhas correspondem as possibilidades novas em cada passo. Note que,
a partir do terceiro passo, o niimero de novas possibilidades corresponde ao
dobro do niimero de novas possibilidades no passo anterior. Além disso, as
novas possibilidades estao localizadas nas posi¢oes médias de duas possibilida-
des consecutivas (marcadas em barras verticais), de tal maneira que nao hé
repeticdo. Assim, ao final dos oito passos, o total de posigdes possiveis para a
ra serd igual a 1+24+2+4+ 8416+ 32 4 64 4+ 128 = 257, que corresponde a
todas as posicoes 0,1, ...,256 da fila.

0 32 64 96 128 160 192 224 256
I ——O0—— | posicdo inicial
4 5
1 F
¢ ] $  1°passo: salto 128
A FoN
. TF FT
: —Q- : Q- | 2°passo: salto 64
N . 1 4
TFT TFF FIT- FTF
I ; } Q } < } s | 3°passo: salfo 32

T TFIF TFET TFFF FTTT  FTIF FIFT  FIFF
——o—t—o0—4—o0—+4+—o0—+4—0—+—0—4+—0— 4°passo: salto 16
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