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1 Expressoes algébricas

1.1 - A linguagem da Algebra

Do que vocé lembra quando 1& a palavra “Algebra”? A maioria de
noés pode lembrar de expressdes envolvendo letras e niimeros e ligadas
por operagoes aritméticas. Essas expressoes podem ser equagdes, como
2 _ b5z + 6 = 0, inequacgdes, como x + % < 0, identidades, como
(a—b) (a-l—b) = a®—b?, ou ainda expressoes que podem ser simplificadas,
como —a?b+ab®— b3
a’+b

No entanto, o que essas expressdes nos dizem pode ser dito de
outras maneiras, como usando palavras. Por exemplo, resolver a
equacio x2 — 5z + 6 = 0 é o mesmo que resolver o seguinte problema:
encontrar dois numeros cuja soma € 5 e o produto é 6. A inequagao
T+ % < 0 é equivalente a encontrar todos os nimeros que somados ao
seu inverso resultam em um niumero negativo.

Os simbolos da Algebra sdo uma maneira especifica de escrever
Matemadtica. Mas a Algebra também tem métodos, procedimentos
que podem ser usados para resolver problemas, independentemente do
uso de uma linguagem simbdlica. A maioria dos simbolos que usamos
hoje para escrever expressoes algébricas, surgiu entre os séculos XVI e
XVII. Antes disso, o mais comum era que problemas algébricos fossem
descritos e resolvidos usando-se a linguagem usual dos textos, o que
tornava a descricao e a solucao desses problemas muito mais longas
e, as vezes, corria-se o risco de que o texto desse origem a duas ou
mais interpretacoes distintas, ou seja, tivesse certas ambiguidades.
Os simbolos da Algebra formam uma linguagem que é usada para
simplificar e tornar mais precisa a descrigao e a solugao de problemas
matematicos.

Observacdo 1.1 Muitas idéias e métodos da Algebra ji eram co-
nhecidos em uma antiguidade remota, por egipcios e babilonios, ha
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cerca de 4000 anos! Ideias mais proximas das que usamos hoje na
Algebra escrita com simbolos, surgiram com Diofanto de Alexandria,
matematico grego que viveu no terceiro século dC., Brahmagupta,
matematico indiano que viveu na primeira metade do século VII
dC., e Al-Khwarizmi, que viveu na primeira metade do século XIX
dC. Algumas informacoes interessantes sobre a origem da Algebra
podem ser encontradas no video Origens da Algebra'. Outro video
interessante da, Academia Khan, sobre as vantagens do uso de letras
em Algebra, pode ser visto aqui: Por que usar letras em Algebra?Q.

o Origens da Algebra:* O por que tantas letras?”

[=]

Vamos iniciar estudando algumas situacoes de “traducao” entre a
linguagem simbolica da Algebra e a linguagem coloquial em Lingua
Portuguesa.

Exercicio 1.1 Escreva, usando linguagem algébrica, uma expressao
que resuma o seguinte texto: sdo dados trés nimeros positivos.
Some trés numeros e divida a soma por 2. Deste resultado, subtraia
cada um dos numeros com 0s quais iniciou, obtendo trés novos ni-
meros. Multiplique o primeiro resultado e esses trés novos numeros.
Calcule a raiz quadrada desse produto.

q,\

Solucdo. Chame os trés niimeros positivos dados de a, b e c. A

primeira instrucdo é somar os trés e dividir a soma por 2: %’H’C.
Vamos chamar essa expressao de s, ou seja, s = %b*c. Do resultado,

s, devemos subtrair cada um dos niimeros iniciais, obtendo s — a,
s — b e s — ¢. Multiplicando o primeiro resultado, s, e esses trés novos
nimeros, s —a, s — b e s — ¢, obtemos s(s —a)(s — b)(s — ¢). A raiz
quadrada desse produto é

Vs(s —a)(s —b)(s — ), (1.1)
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https://youtu.be/B6UxI1G26No
https://youtu.be/ZNIOh_OrGNY
https://youtu.be/B6UxI1G26No
https://youtu.be/ZNIOh_OrGNY
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onde s = %b*c. Esta é a expressao final, que resulta da sequéncia de

instrucdes dada no enunciado do exercicio. |

Observacdo 1.2 A expressao (1.1) é conhecida como férmula de
Heron. Ela fornece a area de um triangulo cujos lados tém medidas
a, b e c. Embora acredite-se que Arquimedes de Siracura (sec.
IIT aC.) j4 conhecesse este resultado, o registro mais antigo que
sobreviveu encontra-se no tratado Metrica de Heron de Alexandria
(sec. I, dC). Heron nao escreveu seu resultado usando uma férmula,
mas fez uma descri¢do parecida com a que aparece no enunciado do
Exercicio 1.1. Curiosamente, Arquimedes e Heron foram criadores
de maquinas e mecanismos, como podemos verificar nos videos
Invencdes de Heron® eSobre Arquimedes®.

D Invengoes de Heron:® O Sobre Arquimedes:*

Exercicio 1.2 Interprete a expressdo a’? geometricamente, lendo-a
como “a area do quadrado de lado a”. Com isso em mente, escreva
uma frase que descreva a identidade 32 + 42 = 52. E possivel
descrever essa identidade usando figuras? Se substituirmos 3, 4 € 5
por letras, a, b e ¢, respectivamente, o que significa a® + b%> = ¢2?

2. Solucdo. A frase que descreve geometricamente a identidade
32 +42 =52 6 a soma das dreas dos quadrados de lado 3 e 4 ¢ igual d
drea do quadrado de lado 5.

Sabe-se, desde a antiguidade, que o tridngulo de lados 3, 4 e 5 é
retangulo. Na figura a seguir, quatro tridngulos retangulos de lados
3, 4 e 5 sdo dispostos no plano de dois modos diferentes. A esquerda,
os quatro tridngulos formam, junto com um quadrado de lado 5, um
quadrado maior, de lado 7 = 3 4+ 4. Na figura da direita, o mesmo
quadrado de lado 7 é obtido usando-se os quatro tridngulos e dois
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https://youtu.be/kfvY6r58FE0
https://youtu.be/A1JlqwxxoGY
https://youtu.be/kfvY6r58FE0
https://youtu.be/A1JlqwxxoGY

quadrados, de lados 3 e 4. Isso descreve, geometricamente, a identidade
5% = 3% + 42,

Figura 1.1: uma descriciio geométrica da identidade 32 + 42 = 52.

As figuras acima podem ser construidas com qualquer tridangulo
retangulo, de lados a, b e ¢. Isso significa que a? +b? = ¢? em qualquer
tridngulo retangulo: Teorema de Pitagoras. |

O uso da simbologia algébrica pode simplificar bastante um pro-
blema, como no exercicio a seguir.

Exercicio 1.3 H4 oito anos, eu tinha o triplo da idade de Jodao. Hoje
eu tenho o dobro da idade de Jodo. A minha idade, hoje, é

(a) 16.
(b) 24.
(c) 32.
(d) 48.

&)\

“» Solucdo. Minha idade hoje é z e a idade de Joao hoje é y. A
relacdo entre as duas idades, hoje, é x = 2y. A relacdo entre as idades,
oito anos antes, é x — 8 = 3(y — 8). Podemos substituir z = 2y
na ultima igualdade para encontrarmos 2y — 8 = 3(y — 8). Logo,
2y — 8 = 3y — 24, que pode ser reescrita como 24 — 8 = 3y — 2y, ou
seja, y = 16. Essa é a idade de Jodo. A minha idade é x = 2y = 32
anos. Item correto: (c). [ |
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O problema a seguir aparece em um tablete de argila babilénico,
conhecido como BM13901, que estd hoje no British Museum, em
Londres. Este é um texto babilénico antigo que foi escrito ha, pelo

menos, 3700 anos e que contém 24 problemas envolvendo areas de
retangulos e quadrados.

Figura 1.2: o tablete de argila babilonico BM13901.

Exercicio 1.4 Considere o problema

“Subtrai o lado do quadrado de sua drea, e o resultado foi 870.
Calcular o lado do quadrado”.

Além disso, observe a sua solucdo dada nos seguintes passos.

(1) Tome 1, o coeficiente que diz quantas vezes o lado do quadrado
foi subtraido. Divida 1 em duas partes: % =0,5.

<) AVALIAGAO }
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(2) Multiplique a quantidade obtida por ela mesma: 0,5-0,5 =
0,25.

(3) Adicione o resultado a 870, obtendo 870,25.
(4) A raiz quadrada de 870,25 é 29,5.

(5) Some 29,5 a quantidade, 0,5, que vocé multiplicou por si
mesma, e obtenha o lado do quadrado: 29,5 + 0,5 = 30.

Escreva o problema e sua solu¢do em linguagem simbdlica.

&

>« Solucdo. O problema é encontrar um ntimero z tal que 22 — z =

870. Esta equacio é um caso particular de 2 — ax = b, onde, no nosso
caso, a =1 e b = 870.

A seguir, vamos “traduzir” os passos (1) a (5) acima para a lingua-
gem algébrica moderna:

(1) Encontrar o coeficiente de az, que é a, e dividir em duas partes:
a

g,
(2) Multiplicar por ele mesmo: (%)2

(3) Adicionar (%)2 a b, obtendo: b+ (%)2
(4)

(5)

4

Tomar raiz quadrada: /b + (2).

5) Somar a essa raiz quadrada a quantidade §, para obter a resposta:

A expressao do item (5) é um caso particular da férmula de solugao de
uma equagao quadratica. Substituindo a = 1 e b = 870 na expressao
do item (5), obtemos a resposta: = = 30.

Observe que a solugdo acima consiste no método de completar
quadrados para resolucao de equacao do segundo grau. Nesse caso,




P7 Secdo 1.1

em particular, temos

z? —axr =b: equacdo a ser resolvida
a
x2—2-x-§:b: passo 1

2 2
9 a a a
—92. R — — — = : 2
x T35 + <2> <2> b: passo
a
— b
2

2
a
—| 3
2) passo
2
g) : passo 4

2
T = b-|—<g> -1—3: passo 5
|

O problema anterior mostra que os antigos, embora nao conhe-
cessem a linguagem da algebra simbolica, podiam resolver problemas
usando, em vez de férmulas, um método, uma sequéncia de passos,
uma receita.

Vocé pode acessar a pagina do Museu Britanico, BM13901° para
ver algumas fotos e mais informagoes (em inglés) sobre o tablete de
argila BM13901, visto na Figura 1.2.

[ > ] BM139014

Exercicio 1.5 Suponha que a e b representem dois niimeros nao
nulos e que o nimero h pode ser obtido, a partir de a e b, pela

| 5, - -4
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https://www.britishmuseum.org/collection/object/W_1896-0402-1
https://www.britishmuseum.org/collection/object/W_1896-0402-1

férmula 1 .
===, 1.2
h «a + b &2

Escreva uma sequéncia de intrucdes que indique como obter h a
partir de a e b, sem usar simbolos.

&

. Solucdo. Dados dois ntimeros diferentes de zero, determine o
inverso de cada um deles. Some esses inversos. Inverta essa soma e
obtenha o resultado procurado. |

1.2 - Simplificacdo e fatoracdo

Expressoes algébricas envolvem somas e produtos e, portanto, obede-
cem as leis gerais que as operacoes de adicao e multiplicagao satisfazem:
comutatividade, associatividade, distributividade, etc. Usando essas
leis, podemos escrever certas expressoes algébricas de modo mais sim-
ples, agrupando termos semelhantes ou colocando fatores comuns em
evidéncia. Vamos esclarecer o significado destas palavras observando
alguns exemplos.

Exercicio 1.6 Na expressao algébrica a seguir, identifique os termos
semelhantes e, se possivel, simplifique a expressao.

2a3b% — 5a°b® + 6ab® + 2ab® — 2a°b + 6a°b + 8a*b> — 5a’b>.

©

Solucdo. Um termo em uma expressio algébrica é uma parte da

expressdo que nao envolve adicdo. Assim, 2a3b? e —5a?b? sdo termos,

mas 2a3b? — 5a2b3 e 6a®b + 8a2b® ndo sdo termos. Um termo tem

uma parte literal, que é a parte formada por letras, ou produto

de poténcias de letras, e tem um coeficiente, que é o niimero que
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multiplica a parte literal. Por exemplo, no termo que segue,

coeficiente
=~ 3
6 a”b
——
parte literal

6 é seu coeficiente e a3b é sua parte literal. Dizemos que dois termos
sao semelhantes se tém a mesma parte literal. Por exemplo, na
expressao algébrica dada no exercicio, os termos 2a3b? e —5a3b? sdo
semelhantes. Também sdo semelhantes os termos —5a2b® e 8a2b>.

A comutatividade e a associatividade da adi¢cdo permitem que
simplifiquemos a expressao dada, agrupando os termos semelhantes:
2a3b? — 5a3b? = —3a3b? e —5a?b3 + 8a2b? = 3a?b3. A expressio pode
ser reescrita, entdo, na forma mais simples

3a%b — 3ab? + 6ab® + 2ab® — 2ab + 6a°b.

Como nao ha outros termos semelhantes, ndo podemos agrupar mais
termos nesta expressao. |

Agrupar termos semelhantes nao é a tnica forma de simplificar
uma expressao algébrica. Podemos também fatora-la, ou seja, escre-
ver a expressao como produto de expressoes algébricas mais simples.
A ferramenta béasica usada na fatoragdo é a distributividade da
multiplicacdo sobre a adi¢do, ou seja, a propriedade

a(b+ c) = ab+ ac. (1.3)

Quando lida da esquerda para direita, ela nos diz que o fator “a”, que
multiplica a soma b + ¢, distribui sobre essa soma, e podemos escrever
ab + ac. Como queremos fazer fatoragoes, nos interessa mais ler a
distributividade da direita para esquerda, ou seja, escrever uma soma
do tipo ab + ac na forma a(b+ ¢). Na soma ab + ac, o fator a, que
aparece nas duas parcelas, chamado fator comum, pode ser colocado
em evidéncia, o que significa escrever a soma ab + ac como a(b+ c¢).

Podemos colocar um fator comum em evidéncia em uma soma com
mais de duas parcelas. Vejamos um exemplo.

vAl.lAgiO
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Exercicio 1.7 Identifique os fatores comuns na soma
3x3y? — 623y + 922y? — 323y3
e coloque-os em evidéncia.

\

“» Solucdo. Todos os coeficientes sdo multiplos de 3, logo, 3 pode
ser colocado em evidéncia:

QO

323y?% — 61‘3y + 9332y2 — 323y = 3(333y2 — 223y + 3%y — :U3y3).

A letra x aparece em todos os termos e o menor expoente com que
ela aparece é 2, logo 2 é um fator comum e pode ser colocado em
evidéncia:

3x3y% — 623y + 922y% — 323y® = 322 (x? — 2xy + 3y — 2y?).

A letra y também aparece em todos os termos, com menor expoente 1.
Podemos, entdo, colocar o fator comum y em evidéncia:

323y? — 623y + 922y% — 323y3 = 322y (xy — 22 + 3y — 21?).
Nesta ultima expressao nao ha mais fatores em comum que possam
ser colocados em evidéncia. |

Exercicio 1.8 Simplifique a expressao
3a%b% — 3a3b? + 6ab® + 2ab* — 2a%b + 6a>b
escrevendo-a como produto de expressdes mais simples.

>« Solucdo. Nos dois primeiros termos da expressdo dada, temos o

fator comum 3a?b?, que pode ser colocado em evidéncia:

QO

3a2b3 — 3a3b2+6ab® + 2ab® — 2a2b + 6a°b =
3a%b*(b — a) + 6ab® + 2ab* — 2a%b + 64°D.
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Os termos 6ab® e 6a®b tém o fator comum 6ab, que pode ser colocado
em evidéncia:

3a°b° — 3a’b*+6ab’ + 2ab® — 2a*b + 6a’b =
3a*b*(b — a) + 6ab(a® + b*) + 2ab* — 2a°b.
Os termos 2ab? e 2a2b tém 2ab como fator comum. Assim,
3a%b% — 3a3b*+6ab® + 2ab* — 2a%b + 6a3b =
3a*b*(b — a) + 6ab(a® + b%) + 2ab(b — a).
Nessa ultima expressao, ab(b — a) é o fator comum dos termos
3a?0*(b—a) e 2ab(b— a).
Logo,
3a2b® — 3a>b*+6ab® + 2ab* — 2a2b + 6a3b =
ab(b — a)(3ab + 2) + 6ab(a® + b?).

Finalmente, ab é um fator comum nos dois termos da expressao acima,
e podemos coloca-lo em evidéncia:

3a2b — 3a3b>+6ab® + 2ab® — 2a2b + 6a3b =
ab [(b— a)(3ab +2) + 6(a? + %)) .
]

Voltando a ver a distributividade em (1.3) da esquerda para direita,
podemos usa-la para expandir produtos, ou seja, para distribuir
uma soma sobre outra. Por exemplo,

(a+b)(z+y)=(a+bzxz+ (a+by=ax+bxr+ay+by, (1.4)

(a+b+c)z+y+z)=(a+b+c)z+ (a+b+c)y +
(a+b+c)z
=ax+br+cx +
ay + by + cy + az + bz + cz, (1.5)

e assim por diante. Os casos particulares em que xt =a, y=be z=c
sdo especialmente importantes e serdo tratados na préxima segao.
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Exercicio 1.9 Encontre a expansao do produto

(@a+b)(a+c)(b+c).

@ Solucdo. Vamos primeiro expandir os dois primeiros fatores: (a -+
b)(a+c) = (a+b)a+ (a+b)e=a®+ba+ ac+ be. Assim,

(a+b)(a+c)(b+c) = (a®>+ba+ac+bc)(b+c) =
(a® + ab+ ac + be)b + (a* + ab + ac + be)e =
a®b + ab® + abc + b*c + a*c + abe + ac® + b2 =
a®b + ab® + a®c + ac® + b*c + be? + 2abe.

Na tdltima igualdade, agrupamos os termos semelhantes. |

1.3 - Produtos notdveis

Algumas expressoes algébricas envolvem o produto de outras expressoes
mais simples. Aquelas que sdo mais frequentes sdo chamadas de
produtos notaveis, ou ainda, produtos especiais. Existem cinco
produtos notaveis basicos:

O quadrado da soma,

(a+b)? =a®+2ab+V? (1.6)
que pode ser obtido por

(a+b)?=(a+b)(a+b)=a®+ab+ba+b?
=a® +ab+ab+ b = a® + 2ab + b*.

I Exercicio 1.10 Interprete geometricamente o produto notavel 1.6.

@ Soluc@o. Observe a Figura 1.3, a seguir.
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a b
a a’ ab
b ab b2

Figura 1.3: interpretagdo geométrica de (1.6).

O quadrado de lado a + b tem &rea igual a (a +b)2. Essa drea também
¢é a soma das areas das quatro figuras que, juntas, formam o quadrado.
Duas dessas figuras sdo também quadrados, de lados a e b, portanto,
de areas a® e b%. As outras duas figuras sdo retangulos de lados a
e b, logo ambos tém areas iguais a ab. Assim, a area do quadrado
maior, (a + b)?, é igual & soma das 4reas dessas figuras, ou seja,
a® + ab + ab + b> = a® 4 2ab + b?, e isso explica, geometricamente, o
produto notavel (1.6). |

O quadrado da diferenga,
(a —b)? = a® — 2ab + b* (1.7)
que pode ser obtido da mesma forma que o quadrado da soma:

(a—b)%?=(a—b)(a—b) =a®—ab— ba + b*
=a? —ab—ab+ b = a® — 2ab + b2

Exercicio 1.11 Escreva a = b+ a—b e use o quadrado da soma para
encontrar o produto notavel (1.7).

\\(\\

SOIU(;CIO Elevando a identidade a = b 4+ a — b ao quadrado,
obtemos a? = (b+ a — b)%2. Agora, usando o quadrado da soma,

AVAI.IA§
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obtemos
a®> = (b4 (a —b))? =b* + 2b(a — b) + (a — b)*.

Assim,
a? = b* 4 2ba — 2b° + (a — b)?,

que é equivalente a a®> = —b> + 2ab + (a — b)2. Isolando o quadrado da
diferenca em um dos membros, obtemos (a — b)?2 = a® —2ab+ b>. N

A diferenca de quadrados,
(a—b)(a+b) =a®— b (1.8)
que pode ser verificada diretamente por
(a—b)(a+b)=a*+ab—ba—b*
=a’+ab—ab—b* =a® - V7.
O cubo da soma,
(a+b)3 = a® + 3a%b + 3ab® + b* (1.9)
cuja verificacdo é dada por
(a+b)3 = (a+b)(a+b)?* = (a+b)(a® + 2ab+ b?)
= a(a® + 2ab + b?) + b(a® 4 2ab + b?)
= a® + 2a®b + ab® + a®b + 2ab* + b*
= a® + 3a®b + 3ab® + b°.
O cubo da diferencga,
(a—b)3 = a® - 3d®b + 3ab® — b? (1.10)
que pode ser justificado da mesma forma que o cubo da soma:
(a—b)3 = (a—0b)(a—0b)*=(a—0b)(a* - 2ab+b?)
= a(a® — 2ab + b?) — b(a® — 2ab + b?)
= a3 — 2a%b + ab® — a®b + 2ab® — b*
=a® — 3a%b + 3ab® — b°.
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A diferenca de cubos,
a® — b = (a — b)(a® + ab + b?) (1.11)
que é obtida multiplicanso-se os fatores no segundo membro:
(a—b)(a® + ab+b%) = a(a® + ab+ b*) — b(a® + ab + b*)
=a® 4+ b + ab® — a®b — ab® — b = a® — 3.
A soma de cubos,
a® + 0% = (a +b)(a® — ab + b?) (1.12)
cuja verificacdo é analoga a do cubo da diferenca:
(a+b)(a® — ab+b?) = a(a® — ab + b%) + b(a® — ab + b?)
=a® — a’b+ ab® + a*b — ab® + b = a® + b7

I Exercicio 1.12 Calcule (a + b + c)?.

A
,2\

“» Solucdo. Devemos escrever

(a+b+c)=(a+b+c)(atbtc)
=ala+b+c)+bla+b+c)+cla+b+c)
=a?+ab+ac+ba+ b +bc+ ca+cb+ 2
= a2+ 0%+ 2 + 2ab + 2ac + 2be.

|
Exercicio 1.13 Fatore a seguinte expressao algébrica
a® — (b+c)a + be.
@ Solucdo. Podemos escrever
a? — (b4 c)a+ be = a* — ab — ac + be
=a(a—b) —c(a—0)
=(a—0b)(a—c).
|
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Exercicio 1.14 Fatore a seguinte expressio algébrica

a® — (b+ c+ d)a* + (bc + bd + cd)a — bed.

?

+ Solucdo. Temos
3 (b4 c+d)a*+ (be + bd + cd)a — bed
=a® — a’b — a’c — a’d + abc + abd + acd — bed
= (a —b)a® — a*(c+ d) + ab(c + d) + (a — b)cd
= (a — b)a® — (a® — ab)(c + d) + (a — b)cd
= (a—b)a® — (a —b)(c+d)a+ (a — b)ed
= (a—b) [e* = (c+ d)a+cd].
Pelo resultado do Exercicio 1.13,
a? — (c+d)a+cd = (a—c)(a—d).
Logo,
a® — (b+ c+ d)a*+(be + bd + cd)a — bed
=(a—0b) [a2 - (c-l—d)a-l—cd}
=(a—b)(a—c)(a—ad).

Exercicio 1.15 Verifique que

~(b+c+d+e)dd
+ (b + bd + be + cd + ce + de)a®
— (bed + bee + bde + cde)a + bede

=(a—"b)(a—c)(la—d)(a—e).

©» Solucdo. Poderiamos repetir o que fizemos nos dois exercicios
anteriores, mas é muito mais simples comegar no segundo membro e

realizar a multiplicacdo dos fatores. Pelo Exercicio 1.13,

(a=b)(a—c)(a—d)(a—e) = [ = (b+c)a+be|-[a® — (d+ e)a+ de] .

e | 3cEpy |
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Podemos multiplicar esses dois fatores, entre colchetes, obtendo

[aZ - (b—l—c)a~|—bc} . [aQ— (d+e)a+de} =
a? [az - (d+e)a+de] —(b+c)a {a2 — (d+e)a+d6} +
be [a2 —(d+e)a+ de} =
at — (d+e)a® + dea® — (b + c)a® + (b+c)(d + e)a*~
de(b+ ¢)a + bea® — be(d + e)a + bede =

at — (b4 c+d+e)a® + (be + bd + be + cd + de)a®—
(bed + bee + bde + cde)a + bede.

Essa ultima expressao é exatamente o que aparece no primeiro membro

da igualdade. |

Os ntmeros 3 =22" +1,5=22" +1,17=22 +1,257 =22 4+ 1
e 65537 = 22" + 1 sdo todos primos, ou seja, ndo podem ser escritos
como produto de nimeros naturais menores. O erudito francés Pierre
de Fermat (1601-1665) afirmou que, para cada n > 0 o nimero

F,=2"+1 (1.13)

seria primo, o que ndo é verdade. Vamos verificar, no problema a
seguir, que Fy = 22 + 1 = 232 4 1 = 4294967297 ndo é primo.

Uma biografia de Pierre de Fermat pode ser encontrada em Pierre
de Fermat®.
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http://www.ime.unicamp.br/~sandra/CCA/history/fermat/fermat.html
http://www.ime.unicamp.br/~sandra/CCA/history/fermat/fermat.html
http://www.ime.unicamp.br/~sandra/CCA/history/fermat/fermat.html

Exercicio 1.16 Encontre uma fatoracao para a expressao
(1+ab—bHat +1.
Faca a = 27 e b = 5 para concluir que Fy é divisivel por 641.
2. Solucdo. Vamos comecar pela fatoracio

(1+ab—bHat+1=(1+ab)a* —a*p* +1
= (1+ab)a* +1 — (a®b?)?
(1 + ab)a* + (1 — a®b?)(1 + a*b?)
( Ja'
( )

14 ab)a® + (1 + ab)(1 — ab)(1 + a®b?)
L+ ab) [a* + (1 - ab)(1+ a%?)] .

Nas igualdades acima, fatoramos duas diferencas de quadrados:
1— (a®b*)? = (1 — a®v*)(1 + a®h?) = (1 — ab)(1 + ab)(1 + a?b?).

Substituindo a = 27 e b =5, obtemos 1 +ab=1+5-128 = 641 e
1+ab—b*=14640 — 625 = 16 = 2*. Logo,

(1+ab—bYa*+1=2*- 2 +1=2"41=F;.

A fatoracdo que obtivemos mostra, entao, que 641 divide F5 e, portanto,
F5 nao pode ser um ntmero primo. [ ]

A respeito dos numeros de Fermat, vocé pode acessar os seguintes
links (em inglés): Wolfram® eOEISS.

D oEIss
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https://mathworld.wolfram.com/FermatNumber.html
https://oeis.org/A000215
https://mathworld.wolfram.com/FermatNumber.html
https://oeis.org/A000215

Exercicio 1.17 Escreva cada expressao a seguir como produto de
fatores mais simples.

(1) 2% — 72945.

(2)x +4r+4—y?+2y— 1.

(3) 22 — 6xy + 9y? —61‘+18y+9
(4) 5Py — 80xy°.

2. Soluc@o. (1) De inicio, notemos que 729 = 9 - 81 = 32 . 3% = 36.
Logo, 25 —729y5 = 25 — (3y)® ¢ uma diferenca de quadrados, que pode
ser fatorada como

2% — (3y)° = («° + (3y)*) (a” — (3y)°*).

Este é um produto com um dos fatores igual a uma soma de cubos e o
outro fator igual a uma diferenca de cubos. Eles podem ser fatorados
como z° + (3y)3 = (z + 3y) (2% — 32y + (3y)?) e

2* = (3y)® = (¢ — 3y)(«® + 3zy + (3y)).
Assim, a expressao inicial pode ser fatorada como

2% — 72995 = (x + 3y)(x — 3y) (2® — 3y + 9y?) (z* + 3zy + 9y?).

(2) Os trés primeiros termos formam o quadrado de uma soma:
22 Fdr+4=(z+2)>°
Os outros trés termos podem ser escritos como
P+ 2 —1=—( -2y +1) = —(y—1)*
Assim, a expressdo inicial toma a forma (z + 2)? — (y — 1), que é uma
diferenca de quadrado e pode também ser fatorada:

A +4—9y? 2y —1=(z+2)% - (y—1)>
=(@+2+y—1)(z+2—-(y—1))
=(x+y+1)(xz—y+3).

(3) Os trés primeiros termos da expressao formam um quadrado, logo

22 — 62y +9y? — 62 + 18y + 9 = (v — 3y)? — 62 + 18y + 9. Podemos
ainda colocar —6 em evidéncia em dois dos termos:

.........
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(z —3y)* — 6z + 18y + 9 = (x — 3y)? — 6(z — 3y) + 9.
Essa ultima expressao é, novamente, um quadrado:

(x—3y)2—6(ﬂc—3y)+9=((ﬂc—3y)—3)2=($—3y—3)2.

(4) Na expressdo 5x%y — 80xy°, podemos colocar 5xy em evidéncia,
obtendo 5xy(x* — 16y*) = 5xy(z* — (2y)*). Como

ot = (2)" = () = ((29)*)?,
temos uma diferenca de quadrados, que pode ser fatorada:
zt = (2y)* = (2 + (29)*)(2? - (29)°).
O fator 22 — (2y)? também pode ser fatorado:
2? = (29)% = (z + 2y)(z — 2y).

Juntando todas essas informagdes, obtemos a fatoragdo da expressao
inicial dada por

52°y — 80zy” = Say(x? + 4y?)(z + 2y)(z — 2y).

aaaaaaaaaaaaaaaaaa
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2 Nuimeros reais

2.1 - Nimeros que ndo sdo racionais

Ntumeros racionais sdo os que podem ser representados por fracoes

a

b

com numerador inteiro a e denominador inteiro b # 0.
Os niimeros racionais sdo aqueles que, quando escritos na forma
decimal, admitem uma representacao finita ou periédica. Por exemplo,

$=0125e

-+ =0,0909090909...
A representagdo decimal de % é periédica, pois os algarismos 0 e 9 se
repetem alternadamente. A representacao 0,0909090909... é chamada
dizima periédica simples e o bloco “09” é chamado periodo da
dizima.

No entanto, existem ntmeros que nao sao racionais. Vejamos
alguns exemplos.

I Exercicio 2.1 O ntmero /2 é racional? Por qué?

@ Solucdo. Veremos a seguir que, de fato, o nimero V2 néo é
racional, ou seja, nao pode ser escrito como uma fragao 3, onde a e b
sdo nimeros inteiros e b # 0.

Para isso, vamos supor que /2 é racional e chegaremos a uma
contradicdo. Se /2 = 7, com a e b inteiros e b # 0, podemos supor que

a fracdo 7 estd na forma irredutivel, ou seja, que a e b nao tém fatores

2 .
em comum. Elevando ao quadrado, obtemos 2 = 75, ou seja, 2% = a?.

Isso significa que a? é par, mas, se o quadrado de um nimero inteiro é
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par, entdo esse nimero tem que ser par, logo a = 2k, com k inteiro. A
igualdade 2b% = a? pode, entdo, ser reescrita como 2b* = (2k)?, isto
é, 2b%> = 4k2, o que implica que b*> = 2k?, ou seja, b é par, donde
concluimos que b também é par. Logo a e b sdo pares e nao tem fatores
primos em comum, o que é uma contradicao.

Esta contradicdo nos leva a concluir que v/2 nao é racional. |

Observacdo 2.1 As representagoes decimais de niimeros racionais
podem ser finitas, por exemplo % = 0,125, % = 0,04, e também
podem ser peri6dicas, por exemplo, + = 0,333..., & = 0,090909.. .,
% = 0,142857142857 . ... Dizer que a representagao decimal de um
numero é periddica, significa dizer que, a direita da virgula, hd uma
parte que se repete, que chamamos de periodo. Por exemplo, em
0,090909.. ., o periodo é 09. Em 0,142857142857 ..., o periodo é
142857.

Um fato importante sobre niimeros racionais é que, a represen-
tacao decimal de um nimero racional sempre € finita ou periddica.
Assim, uma maneira de produzir um nimero irracional é exigir
que sua representacido decimal seja infinita e nao periddica. Por
exemplo, o nimero « = 0,01001000100001... tem parte decimal
formada apenas por algarismos 0 e 1, dispostos de tal modo que a
quantidade de zeros entre dois algarismos 1 aumenta & medida em
que consideramos mais casas decimais. O nimero « nao é racional

pois sua representacao decimal nao é finita nem periddica.

Ntimeros como /2 ou o ntimero a da Observacdo 2.1, que sio
reais mas nao sao racionais, sdo chamados de nimeros irracionais,
porque nao podem ser escritos como fragdes (razdes) com numerador
e denominador inteiros.

O Exercicio 2.2 a seguir tras um método de verificacdo muito forte
para decidirmos se um ntmero é racional ou irracional.

Exercicio 2.2 Suponha que r = g seja um numero racional, com p e
q inteiros sem fatores comuns. Suponha que r seja uma das raizes
da equacao

az? 4+ bz +c=0, (2.1)
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K] Secdo 2.1

onde a, b e ¢ sdo nimeros inteiros, e a # 0.

(1) Verifique que p é um divisor de ¢ e ¢ é um divisor de a.

(2) Verifique que o mesmo resultado vale de, em vez de uma
equagao polindmial quadrética, como em (2.1), tivermos uma
equagao do tipo

ant"™ + ap_12" -+ a1z +ag = 0, (2.2)

onde ag, . ..,a, sdo nameros reais e a, # 0. Neste caso, se
P = § é raiz da equagdo (2.2), com p e ¢ sem fatores em
comum, entao p divide ag e ¢ divide a,.

(3) O ntimero v/2 + /3 é racional?

.
@\

> Solucdo. (1) Como r é uma das raizes da equagao dada, temos

ar? +br +c =0, ou seja, a (2’) +0b ( ) + ¢ = 0. Multiplicando essa

igualdade por ¢?, obtemos
ap? + bpq + cq® = 0,

de onde deduzimos duas igualdades:

ap® = —(bp+cq)q e

cg® = —(ap + bq)p.

Como a, b e ¢ sdo inteiros, temos que ¢ divide ap? e p divide c¢g?. Como
q nao tem fatores em comum com p, essas relagoes de divisibilidade
implicam que ¢ divide a e p divide c.

(2) Aqui o argumento anterior se repete: a,r™ + -+ ajr +ag = 0
n
implica a, (%) +-Fap (g) +ag = 0. Multiplicando por ¢", obtemos
anp” + an—1p" g+ -+ a1pd” " + ag” =0,
de onde deduzimos as igualdades

anp” = —(an—1p" "+ +apg”  +aod" g e

n—2

aoq" = —(anp" 4 an_1p" 2q+ - + a1 Hp.
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Assim, ¢ divide a,p"™ e p divide apq™. Como p e ¢ ndo tém fatores em
comum, essas relagoes implicam que p divide ag e ¢ divide ay,.

(3) Se r = /2 + /3, entdo, elevando ao quadrado,
r? = 2—1—2\/5\/5—1—3, ou seja,r2 —5=26.

Elevando ao quadrado novamente, (12 — 5)2 = (2/6)? = 24. Logo,
rt —10r2 + 25 = 24, ou seja, r* — 10r2 +1 = 0. Assim, 7 é raiz da
equacao z* — 1022 +1 = 0.

Vamos supor que 7 é um nimero racional e chegar a uma contradi-
¢do. Se r é um numero racional, entdo r = 75’, com p e ¢ inteiros e sem
fatores primos em comum. Pelo item (2), como r = § é raiz da equacao
% — 1022 + 1 = 0, segue que p divide 1 e ¢ também divide 1, mas isso
implica que r = g éigual a —1 oua 1. Como 7 = v/2+ /3 > 0, temos
r # —1. Logo, = 1 , ou seja, /2 + /3 = 1, 0 que é uma contradicio
porque V243> 2, visto que V2>1e+v3>1. Portanto, r néo é
um numero racional. |

Observacdo 2.2 Na Secdo 3.1 iremos verificar que r = v/2 + /3
é irracional resolvendo a equacdo biquadrdtica z* — 102> +1 =10
(veja o Exercicio 3.21).

Exercicio 2.3 Se a é um nimero inteiro positivo e n é um nimero
natural, entdo podemos afirmar que o niimero real {/a

é sempre racional.
nunca é racional.

\

= Solucdo. O ntmero real r = {/a é raiz da equagao " —a = 0. Se
r= ’5’, com p e q inteiros, ou seja, se r for um nimero racional, entéo,
pelo resultado do Exercicio 2.2, o denominador g tem que dividir o

@

coeficiente de =", que é 1, logo, = —1loug=1er = g =pour=
g = —p. Assim, se {/a for um nimero racional, ele é, necessariamente,
um numero inteiro. A alternativa do item (c) é a correta. [ |
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2.2 - NUmeros reais e Geometria

Atribui-se a Hipaso de Metaponto, um pitagérico que viveu no século
V aC., a descoberta da existéncia de segmentos incomensuraveis, indo
contra um dos principios da escola pitagérica, de que quaisquer medidas
poderiam ser feitas usando-se apenas ntimeros racionais, que podem
ser obtidos a partir de uma unidade multiplicando-se e dividindo-se
essa unidade em partes iguais.

De um modo mais preciso, um segmento de reta a pode ser medido
usando-se um outro segmento e como unidade de medida. Se e cabe
um ndmero inteiro n de vezes em a, isto é, se n codpias do segmento
de reta e, colocadas lado a lado, cobrem perfeitamente o segmento a,
dizemos que a tem medida n, ou que mede n unidades e.

Dois segmentos a e b sao ditos comensuraveis se existe um
segmento e que, quando tomado como unidade de medida, faga com
que a e b tenham ambos medidas inteiras, isto é,

m

a =mxe= m e
b=nxe=e+---+e,
n
onde m e n sdo inteiros positivos. O segmento e é chamado medida
comum de a e b. Neste caso, a razdo entre os segmentos a e b é o
ndimero racional m/n.

Exercicio 2.4 Pedro e Miguel resolveram medir o comprimento de
uma sala, usando seus pés como unidades de medida. Apéds as
medigOes, eles concluiram que o comprimento da sala é 25 pés de
Pedro e 30 pés de Miguel. Podemos afirmar corretamente que

2 Solucd@o. Seja p o comprimento do pé de Pedro e m o comprimento
do pé de Miguel. Seja L o comprimento da sala. Temos L = 25p e
L = 30m, logo 25p = 30m, ou seja, bp = 6m. Assim,

e I =
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p= 6?m = (1,2)m =m+ 0,2m,

ou seja, o pé de Pedro é 20% maior que o pé de Miguel. Note que o
pé de Miguel nao é 20% menor que o pé de Pedro, pois

o5p p
=—=p—==p—(0,16)p.
m= ¢ =P~ (0.16)p
Logo, o pé de Miguel é cerca de 16% menor que o pé de Pedro. Portanto,
a afirmagdo correta é a do item (a). |

Na pratica, ao fazermos medigoes usando unidades de medida fisi-
cas, como palmos, pés, passos, etc., encontramos valores aproximados
para a razdo entre as medidas, como no Exemplo 2.5 abaixo. Isso
pode ter sido a motivagao para que os pitagéricos acreditassem que
a razdo entre as medidas de dois segmentos sempre fosse um niimero
racional. No entanto, a Geometria lida com figuras ideais, que nao sao
realizdveis fisicamente, mas existem apenas como construgoes mentais,
ou seja, objetos idealizados. Neste caso, podem existir segmentos
incomensuraveis.

Exercicio 2.5 Salomedes tem uma piscina circular em sua casa.
Andando dentro da piscina, ele deu 7 passos para percorrer o
didmetro. Andando em torno da piscina, ele deu 22 passos para
dar uma volta completa. Apéds fazer essas medigoes, Salomedes
afirmou que tinha determinado o valor do nimero w. Podemos
afirmar corretamente que

(a) Salomedes encontrou o valor exato m = 3,142857.

(b) Salomedes encontrou 3,1 como uma aproximagcao para o ni-
mero 7.

(c¢) Salomedes encontrou uma aproximagao do nimero 7, dada
pela fragao %

(d) Salomedes nao pode encontrar uma aproximagao do nimero
7 dessa maneira.

O

> Solucdo. O ntmero 7 é, por defini¢do, a razdo entre o compri-

mento de um circulo e seu didmetro. As medi¢bes de Salomedes
indicam que sua piscina tem 22 passos de circunferéncia e 7 passos de
didmetro, o que indica a Salomedes, um valor para m, dado pela fragao
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2—72. Escrito na forma decimal, esta fracdo gera a dizima periddica

3,142857, onde a barra horizontal indica que os niimeros sob ela se
repetem indefinidamente. Esse valor, no entanto, ndo € exato, porque
7 nao é um numero racional. Portanto, 2—72 ¢ um valor aproximado

para o nimero 7. A afirmacao correta é a do item (c). |

Observacdo 2.3 O numero 7 é, provavelmente, a constante mais
famosa e importante da Matematica. Ele ocorre em praticamente
todas as culturas antigas, mesmo que de forma toscamente aproxi-
mada, pois esta associado a figura importante do circulo, simbolo
de perfeicao, do infinito® e do eterno retorno.

No Antigo Testamento, Livro dos Reis, capitulo 7, versiculo
23, descreve-se uma piscina mandada fazer pelo Rei Saloméao: Fez
mais o mar de fundicdo, de dez covados de uma borda até a outra
borda, perfeitamente redondo, e de cinco covados de alto; e um
corddo de trinta covados o cingia em redor. Dai pode-se deduzir
que 7 = ?—8 = 3, que é uma aproximacao precaria de 7.

Arquimedes encontrou uma aproximacao melhor para m como
sendo 3%, ou seja, % O nome “Salomedes”, dado ao personagem
de nosso problema é uma jun¢do de Salomao com Arquimedes.

O matemadtico suigo Johann Heinrich Lambert (1728-1777) foi

o primeiro a demonstrar que 7 ¢é irracional, em 1768.

“Na antiguidade, antes de o simbolo “0” ser usado para designar o zero, o
circulo simbolizava o infinito, pois ndo tem comeco nem fim. O simbolo “c0”
foi introduzido pelo matematico britdnico John Wallis (1616-1703) em 1665, no
seu tratado De sectionibus conicis.

Uma maneira préatica de encontrar a medida comum e, de dois
segmentos comensuraveis dados a e b, ¢ dada na proposi¢dao 3 do livro
X dos Elementos de Euclides. Trata-se, simplesmente, do algoritmo da
divisdo. Descrevemos, abaixo, o modo como Euclides exibe o algoritmo.

(a) Sea e bsdo segmentos congruentes, nada hé a fazer. Suponhamos,
pois, que um dos segmentos é menor que o outro, digamos a < b.

(b) Retiremos de b o maior niimero possivel ny de segmentos con-
gruentes a a, obtendo a;, tal que

b=npa+a; e 0<ay <a.
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Se a1 = 0, entdo, com e = a, a e b sdo segmentos multiplos de e
e o algoritmo termina.

(¢c) Caso 0 < a; < a, repitamos o procedimento anterior, para
obtermos um segmento as tal que

a=nia;+as e 0<as <ai.

Se as = 0, entdo, com e = ay, a e b sdo segmentos multiplos de
e.

(d) Caso 0 < a2 < a1, repitamos, novamente, o referido procedi-
mento, para obtermos um segmento as tal que

a1 =nsgaz+az e 0 < ag < as.

Se ag = 0, entdo, com e = a9, a e b sdo segmentos multiplos de
e.

(e) Caso 0 < as < ag, repita os passos acima, até que a; = 0, para
algum i > 1, pois 0 < -+ < a3z < as < a1 < a. Quando isso
ocorre, com e = a;_1, a € b s8o segmentos multiplos de e, ou
seja, e é a medida comum de a e b.

A partir do algoritmo acima, podemos expressar a/b em funcdo da
sequéncia ng, . . . ,1;:

a_ — —
b_noa—i-m_ al_ 1
no — no +
aq ag
ny + —
ai
1
- 1
no + 1
ny—+---+ 1
Nj—1 + —

)
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A combinacédo de fracoes

[07 no,ni, ... 7ni] =
ng +

¢ chamada fragdo continua da razao 7.

Exercicio 2.6 Escreva o niimero racional % como uma fragao conti-
nua.

2. Solucdo. Comecamos dividindo 17 por 12, obtendo 17 = 12 + 5.

L 17—12*—5—1 5—1 ! Dividindo 12 5, obt
ogo,ﬁ— THE +E_ —I—m. 1v1dindo por o, obtemos
12 2.542 9 .

12=2'5+2.Logo,E=T=2+5.Assm1,
17 1 1 1
—=14+—=14+4——=1 .
12 +12/5 +2 2 +2 1
T3 5

Dividindo 5 por 2, obtemos 5 =2-2 + 1. Logo, % =2+ % e, assim,

17 1 1
ki T
12 +2 1 +2 1
* 50 M
24

2

A divisao seguinte seria 2 dividido por 1, mas essa divisdo deixa resto
zero, logo ndo vai mais modificar a fracdo continua. Portanto, na
notacao que estabelecemos anteriormente,

17

— =[1;2,2,2].
12
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Exercicio 2.7 A fracdo ag = % = [1;2,2,2], escrita na forma decimal,
éigual a 1,41666 . ... Encontre a forma decimal das fragdes continuas

a1 = [1;2,2,2,2] e ap = [1;2,2,2,2,2].

@» Solucdo. Temos

1 1
ar=[1;2222) =1+ ————=1+ ;
2p —— 2+
o4 1 P14
241 241
2 2

1 12 41
Sl 1422 = 2 1413793103
+1+17 T =39 b ¢

12
1
az = [1;2,2,2,2.2) =1 + -
2+
24 !
2p !
14l
2
1+ ! 14
B 144
1+1+ N 9
2+
2 !
14l
2

29 _ 99 = 1,414285714.

1
+70/29 +70 70
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Exercicio 2.8 Determine a expansio dos seguintes niimeros racionais
como fragbes continuas:

17
)
(3) 2.
() e
@ Solucdo. Temos as seguintes expansoes.
17 1443 3 1 1
()7= - =2+ 7—2+m—2+—1
2+§
13 1 1 1 1
@) 3 31/13 5 1 1
13 2+13/5 2+ 3
2+5
1 1
- 1 1
2+ N 2+ N
2+—2 2+ 1
1+§ 1+—1
1+ 3
P G L PR
34 34 13 1
21 Tt
1+1—3
1 1
=1+ 1 =1+ 1
1+ 1 1+ 1
1—i——5 1+ N
1+§ 1—i——3
1+g
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=1+ 1
1+ 1
1+ 1
1+ 1
1+—2
1—|—§
1
=1+ 1
1+ 1
1+ 1
1+ 1
1+ 1
1+—1
1+§
1
=1+ 1
1+ 1
1+ 1
1+ 1
1+ 1
1+ 1
1+—1
1+i
158 20 1 1
(4) E:3+4_9=3+ 9=3+ 1
+2—0 2+—2
2+§
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2+ ——
1

Para os pitagoéricos, o algoritmo para determinar uma fracdo conti-
nua sempre terminava apds um numero finito de passos. Assim, dados
dois segmentos de reta, existiria sempre uma medida comum e todos
os segmentos de reta seriam comensuraveis. Isto também significa que,
para os pitagéricos, uma fracdo continua sempre seria finita. Hipaso,
no entanto, conseguiu produzir uma fragdo continua infinita, gerada a
partir de dois segmentos de reta incomensuraveis.

A insignea da escola pitagodrica era o pentagrama, que é a figura
obtida tragando-se as diagonais de um pentagono regular.

Esta figura foi largamente difundida entre astrélogos e esotéricos e,
até a idade média, acreditava-se que ela retinha grande poder mistico.

Figura 2.1: o pentagrama.
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Dada a importancia do pentagrama para a escola pitagérica, supoe-
se que Hipaso tenha descoberto a existéncia de segmentos incomen-
suraveis estudando esta figura. Nao ha porém, documentacdo que
comprove isto.

Exercicio 2.9 A razdo ¢ entre a diagonal d e o lado a de um

pentagono regular — ¢ = — — é conhecida como razao aurea, ou
a

numero de ouro. Este nimero é racional?

Y

&\

2+ Solucdo. Observando a Figura 2.2, vemos que a = AE e d = AD.
O triangulo AEH é is6sceles, com a = AE = AH. Os tridngulos
DFEH e ADFE sao semelhantes, logo

AD AE
DE D
Como DH = AD — AH = AD — AE = d — a, a igualdade acima toma
a forma p
a
- = . 2.3
a d—a (2:3)

i R R
a d—a d—a a ) d—a
d a
=1+ ! =1+ !
B a—d 1
1+ 1+
a a
a—d

Este procedimento pode ser repetido, o que equivale a considerar um
pentagrama menor semelhante ao original desenhado na figura 2.1.
Mais ainda, este procedimento pode ser repetido indefinidamente.
Assim, obtemos

d
¢:E=1+—:[17171717]7
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D E

Figura 2.2: os dois primeiros passos de um processo que nao termina.

o que significa que o algoritmo de Euclides ndo termina em um ntimero
finito de etapas. Isso diz que ndo podemos encontrar uma medida
comum para d e a, ou seja, os dois segmentos sdo incomensuraveis, o
que é o mesmo que dizer que a razao ¢ = g nao é racional. |

Baseado em fatos deste tipo, Hipaso concluiu que existem segmentos
de reta incomensuraveis, isto é, que nao admitem uma medida
comum. No exemplo descrito acima, a diagonal d e o lado a do
pentagono regular, sdo incomensuraveis.

As fragoes
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8
el ———— =1
1+

14—
+1+1

sdo aproximacoes de ¢. Em geral, a sequéncia de fragoes continuas
finitas do tipo

1
1+ 1
1+ 1
tem o aspecto
19305818 Fu
D e TR LRy TR
onde Fi =1, Fhy =1e Fy41 = F, + F,—1, para todon > 2. A
sequéncia Fi,Fy,...,F,, ..., é chamada sequéncia de Fibonacci, em

homenagem a Leonardo de Pisa, ou Leonardo Fibonacci (1170-1250),
pioneiro no seu estudo.

Exercicio 2.10 Se d é a diagonal e a é o lado de um pentagono
regular, como no Exercicio 2.9, entao a razdo ¢ = £ é igual a

(a)
(b)
)
)

YN

| (V)

S

(c
d

s
&

—

[\

«*i\\

>+ Solucdo. Na solucio do Exercicio 2.9, encontramos a igualdade
(2.3):
a

a d—a’

2

que é equivalente a d?> — ad — a® = 0. Dividindo por a

2
(é) 4 g,
a a

, encontramos

e | 3cEpy |
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Sendo g = ¢, obtemos
P —p—1=0.
Resolvendo essa equagado quadratica, obtemos

1—+5 1 5
¢ = 2\/_<00u¢: +2\/_>O

Como d e a sdo positivos, a razdo ¢ = g também é positiva, logo

¢ = %5 Assim, a alternativa correta é a do item (d). [ |

No exercicio a seguir, encontramos um segundo modo de explicar
porque v/2 nio é racional.

Exercicio 2.11 Obtenha a representacio de v/2 como fragio continua.
Use essa representacio para concluir que v/2 nio é racional.

@+ Solucdo. Comecamos observando que

V2-1)(V24+1)=2-1=1.

Logo, V2—-1= T \f Isso nos permite escrever

1
142

Substituindo 0 v2 =1 + ﬁ na tultima fragdo, obtemos

V2=14+vV2-1=1+

1 1
V2=1+ — =l

1
1+14+ —— 24 ———
142 142

Fazendo a mesma substituicdo novamente, obtemos

V2 =1+

2+

MV EDUCA“ @ CERA
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e é claro que podemos continuar substituindo v/2 = 1+ 1+1 73 ha ultima

fracdo. Dessa forma, o processo de construcio da representacio de v/2
como fragdo continua ndo termina. Isso significa que a representacao

V2 =1[1;2,2,2,..]

de v/2 como fracéo continua é infinita, logo v/2 niao pode ser racional.
|

Observacgdo 2.4 As fragoes g, ‘2% e 70, que obtivemos no Exerci-
cio 2.6, correspondem as fragdes continuas [1;2,2,2], [1;2,2,2,2] e

[1;2,2,2,2,2]. Logo, sdo aproximagoes de v/2 = [1;2,2,2,.. ].

Neste capitulo, ja explicamos de duas maneiras diferentes que
v/2 néo é racional, nos exercicios 2.1 e 2.11. No Exercicio a seguir,
daremos uma terceira justificativa, desta vez, geométrica, para este
fato.

Exercicio 2.12 Considere o quadrado de lado 1 e diagonal dada,
pelo Teorema de Pitagoras, por d = v/12 + 12 = /2. Supondo que
o lado e a diagonal sejam comensuraveis, ou seja, que v/2 é racional,
construa, a partir de um dos triangulos isésceles determinados pela
diagonal do quadrado, tridngulos semelhantes, com lados inteiros,
arbitrariamente pequenos. Conclua, a partir da impossibilidade
dessa construcio, que v/2 ndo pode ser racional.

\\\‘\L\

» Solucdo. Supor que 1 e d = v/2 sdo comensuraveis é equivalente
a supor que existe uma medlda comum e tal que 1 = be e d = ae, ou
seja, V2 =d=ae=a- b 7, com a e b inteiros positivos.

Podemos considerar um novo quadrado com razdo de semelhanca
b em relacdo ao quadrado de lado 1. Assim, o novo quadrado tem lado
b e diagonal a, como indicado na Figura 2.3, a seguir.

Seguindo o roteiro sugerido no enunciado do exercicio, indicaremos
como construir um tridngulo CEF, com lados inteiros, semelhante ao
tridngulo inicial ABC, como pode ser visto na Figura 2.4.

B5ISEDUY N aomers e At cEPAGE B CEARA -
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a/b

Figura 2.3: Dois quadrados com razao de semelhanca b.

D G
a—2>b

A b B

Figura 2.4: a partir do tridngulo ABC', podemos construir o tridngulo
CEF que ainda tem lados inteiros.

Inicialmete, tracemos um arco de circunferéncia, com centro no
ponto A e raio AB = b. Seja E o ponto onde esse arco corta a
diagonal AC do quadrado. Temos: EC = AC — AE = a — b. Pelo
o ponto F tracemos uma perpendicular & diagonal AC, que corta o
lado BC' no ponto F. Como FFE e FB sao tangentes a uma mesma
circunferéncia, temos FE = FB. Por outro lado, o tridangulo CEF é
retangulo e um de seus angulos internos mede 45°, logo ¢ um tridngulo
isésceles, com FE = EC = a —b. Assim, FB = FE =a—be
CF=BC—-FB=b—(a—b)=2b—a.

= AVAI.IAgiO }
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Portanto, o tridngulo CEF é semelhante ao triangulo ABC e
possui os lados inteiros. Agora vamos ao passo crucial: podemos
repetir este procedimento para o tridngulo CEF, de modo a
obtermos um outro tridangulo ainda menor, semelhante a CEF', e com
os trés lados inteiros. Como este procedimento pode ser repetido
indefinidamente, podemos obter tridngulos arbitrariamente pequenos
com lados inteiros. Em particular, existe um tridngulo semelhante a
ABC, com lados inteiros e contido em um circulo de didmetro 1. Isso é
impossivel, pois os lados do tridngulo, sendo inteiros positivos, devem
ser necessariamente maiores que ou iguais a 1, mas estando o tridngulo
contido em um circulo de didmetro 1, pelo menos um dos seus lados
deve ser menor que o didmetro, ou seja, menor que 1. Evidentemente,
isto é um absurdo, pois ndo existem nimeros inteiros positivos menores
que 1. A contradicdo veio de supormos que a diagonal do quadrado
de lado 1 é um ntimero racional. Logo, v/2 ndo pode ser racional. M

O conjunto ZxZ é formado pelos pares ordenados (m,n), onde m
e n sdo numeros inteiros. Esses pares ordenados sdo representados
por pontos no plano cartesiano, distribuidos de maneira homogénea,
que chamamos de reticulado, conforme vemos na Figura 2.5. No
Exercicio 2.13 a seguir, vamos usar a nogao de reticulado.

Exercicio 2.13 Considere, no plano cartesiano, o conjunto R for-
mado pelos pontos cujas coordenadas sdo ntimeros inteiros. Um
desses pontos é a origem O = (0,0) € R. Considere a reta r que
passa pela origem e forma, com a parte positiva do eixo x, um
angulo de 60°. Existe algum ponto P # O da reta r, que pertenca
ao conjunto R?

Z\

“2» Solucdo. A equagdo daretar éy = max, onde o coeficiente angular
m é igual a tangente do dngulo formado entre a reta e a parte positiva
do eixo x, ou seja, m = tg60° = /3. Se um ponto (m,n) # (0,0), com
coordenadas inteiras, pertencesse a r, entdo n = v/3m, isto é, /3 = -
seria um nimero racional. Como sabemos que /3 néo é racional, pela
solucdo do Exercicio 2.3, podemos concluir que nenhum ponto do plano
cartesiano com coordenadas inteiras, diferente da origem, pertence a
referida reta. u
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Figura 2.5: a reta r e alguns pontos do reticulado no plano.

2.3 - A reta real

O conjunto R dos ntimeros reais pode ser representado geometricamente
por uma reta, onde cada ponto corresponde a exatamente um nimero
real. Uma reta, com essa correspondéncia, é chamada de reta real ou
de eixo. O numero real que corresponde a um ponto P é chamado
coordenada de P.

Para estabelecer uma correspondéncia entre niimeros e pontos,
basta escolhermos dois pontos na reta, um ponto O, com coordenada
0 e outro ponto, U, com coordenada 1. Uma vez feitas essas escolhas,
a correspondéncia entre todos os outros pontos da reta e os niimeros
reais fica estabelecida.
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Figura 2.6: uma vez escolhidos dois pontos da reta, ela ganha uma
orientacao.

A escolha dos pontos O e U que correspondem, respectivamente,
aos numeros 0 e 1, determina uma unidade de medida sobre a reta
real, que é o comprimento do segmento de reta OU. Essa escolha
também determina a orientacdo da reta. Adotamos a convencgio de
escolher o ponto U, correspondente ao niimero 1, a direita do ponto O,
correspondente a 0. Neste caso, dizemos que o sentido de crescimento
da reta é da esquerda para direita.

Mais precisamente, se A e B sdo pontos da reta orientada, e a e b
sdo suas coordenadas, entdo A estd a esquerda de B se, e somente se, a
é menor que b. Escrevemos a < b para indicar que o nimero a é menor
que o ntimero b. Se a < b ou a = b, escrevemos a < b e dizemos que a
¢ menor que ou igual a b. Escrevemos b > a para indicar que b é maior
que a, o que é o mesmo que escrever a < b. Também escrevemos b > a
e lemos “b é maior que ou igual a a” e isso é equivalente a escrever
a < b. Podemos ainda entender a notacdo a < b como sendo a < b e

a # b.

Observacdo 2.5 Se A é um ponto sobre a reta real e a é a sua
coordenada, ou seja, é o numero real correspondente, usaremos
a identificacdo entre A e a e escreveremos “ponto a” em vez de
“ponto A cuja coordenada é a”. Dessa forma, usaremos a mesma
letra que representa um numero real, “a” por exemplo, também
para representar o ponto correspondente na reta real. Com esta
adaptacao, algumas frases do paragrafo anterior, por exemplo, ficam
mais simples. Por exemplo, a < b significa que, na reta real, a esta
a esquerda de b.

A relacao “<” entre elementos de R é chamada relagdo de ordem.
Ela tem as seguintes propriedades bésicas:
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(I) reflexividade: a < a, para qualquer a € R.
(IT) antissimetria: se a,b € R sdo tais que a < b e b < a, entdo
a=h.

(ITT) transitividade: se a,b,c € R sdo tais que a < b e b < ¢, entdo
a <c.

(IV) Ela é uma relagao de ordem total, ou linear: se a,b € R, entdo
a < boub < a, ou seja, dois elementos quaisquer de R podem
ser comparados, para decidirmos qual deles é o maior.

(V) A relagéo de ordem é compativel com as operagoes de R: se
ab,c € Rea <b, entdo a+c < b+ c. Além disso, se 0 < ¢,
entao ac < be.

Exercicio 2.14 Interprete as propriedades da relacdo de ordem,
dadas acima, como relagdes entre pontos da reta real, lembrando
que, de acordo com a Observacao 2.5, a < b significa que a estd a
esquerda de b.

2. Solucdo. Obseverve as interpretacoes geométricas que seguem.

Propriedade I: Se = < a, entdo, na reta real, x estd a esquerda de
a ou € o proprio a. Logo, x pode ser igual a a e, neste caso, a < a.

Propriedade II: Se a < b e b < a, entdo a nio pode estar a direita
de b e a ndo pode estar & esquerda de b. A tnica possibilidade, entao,
é que a e b sejam o mesmo ponto na reta real, ou seja, a = b.

Propriedade I1I: Se a < b e b < ¢ entdo a esta a esquerda de b ou é
igual a b, enquanto b esta a esquerda de ¢ ou é igual a c. Portanto, a
nao esta a direita de ¢, ou seja, a esta a esquerda de c ou é igual a c.
Logo, a < c.

Propriedade IV: Vendo os ntimeros reais a e b como pontos na
reta real, as Uinicas possibilidades sdo: a estd a esquerda de b, ou a
direita de b, ou eles sdo o mesmo ponto. Traduzindo em termos de
desigualdades, “a esta a esquerda de b” é o mesmo que a < b, “a esta
a direita de b” é o mesmo que b < a, e “a e b s40 0 mesmo ponto”,
significa que a = b. Assim, dados ntimeros reais a e b, temos a < b, ou
a=0>b,0ub< a, que é o mesmo que escrever a < b ou b < a.

Propriedade V: Se a < b entdo a ndo pode estar a direita de b.
Somar uma constante ¢ aos nimeros reais a e b, significa fazer uma
translacdo desses dois pontos: para a direita, se ¢ for positivo, ou
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para esquerda, se ¢ for negativo. Entretanto, isso ndo altera a posicao
relativa dos dois pontos: se a ndo pode estar a direita de b, entdo a + ¢
também nao pode estar a direita de b+ ¢, logo a +c < b+ c.

Finalmente, para que possamos apresentar uma justificativa geomé-
trica para a ultima propriedade, devemos interpretar geometricamente
a multiplicacdo de niimeros reais positivos.

Na Figura 2.7, temos duas semirretas concorrentes no ponto O.
Elas estao orientadas como partes de duas retas reais, de modo que
1 <a<bel<c Tracamos o segmento de reta ligando os pontos
1 e c¢. Pelos pontos a e b tragcamos retas paralelas a esse segmento,
que cortam a reta horizontal, determinada por 0 e ¢, em pontos z e y,
respectivamente.

Pelo Teorema de Tales, ou usando semelhanca de triangulos, po-
demos concluir que { = £ e { = §. Logo, x = ac e y = be. Como bc
aparece a direita de ac, temos ac < bc. Os casos em que a ou b nao
sdo maiores que 1 podem ser tratados da mesma forma. Se a = b ou
c =0, temos ac = bc.

Figura 2.7: interpretagdo geométrica da multiplicacao.

Finalmente, se 0 < ¢, a multiplicagdo por ¢, no caso em que ¢ > 0,
preserva orientacdo, ou seja, transforma os pontos a e b da reta real
em pontos ca e cb, de modo que, se a estd a esquerda de b, entdo ac
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esta a esquerda de cb. Se ¢ = 0, entdo ac = 0 = bc, logo, ainda vale
ac < be. [ |

Exercicio 2.15 Use as propriedades da relacio de ordem para ve-
rificar que, dado um namero real x, o seu quadrado nao pode ser
negativo, ou seja, 2 > 0.

@ Solucdo. Dado z € R, temos, por (IV), que 0 < 2 ou z < 0.

Se 0 < z, entao podemos usar a segunda parte de (V), com a =0
e b= c =z, para concluirmos que 0-z < x - z, ou seja, 0 < z2.

Se x < 0, entdo podemos usar a primeira parte de (V), com a = z,
b=0 e c= —z, para concluirmos que x + (—z) < 0 4 (—x), ou seja,
0 < —z. Agora, podemos usar novamente a segunda parte de (V),
com a =0eb=c= —x para obtermos 0- (—z) < (—z) - (—z), ou seja,
0< (—x)? =22 |

Observacdo 2.6 A igualdade (—x)? = 22 foi utilizada no final da
solugao do Exercicio 2.15, acima. Vamos justificar a sua validade
a seguir. Primeiro, notemos que 0-z = (0+0)-z2=0-2+0 - 2.
Escrevendo a = 0 - z, temos, entdo, que a = a + a. Somando
—a a essa igualdade, obtemos a = 0, ou seja, 0 - x = 0. Agora,
fazendo z = —1, obtemos 0 - (—1) = 0, logo (-1 +1) - (—1) =
0-(-1)=0e(—-1)-(=1)+ (—1)-1 = 0, o que é equivalente a
escrever (—1)-(—1) — 1 =0, isto é,

(1) (-1 =1. (24)

Assim, (—z)%? = (-z) - (—z) = (-D)z- (-Dz = (-1) - (-1)-z-z =
1-22 =22
Outra consequéncia de (2.4) é que o produto de dois nimeros

negativos € um numero positivo.

Observagcao 2.7 A igualdade (2.4) admite uma interpretagao geo-
meétrica: a funcido que associa a cada niimero real x o seu oposto
(—1)z = —z é um reflexao em torno do ponto 0. De fato, cada x # 0

= AVAI.IAgiO }
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real e seu oposto —z, sdo extremos de um segmento da reta real
que tem 0 como ponto médio. Aplicar esta funcao duas vezes, ou
seja, multiplicar x duas vezes por —1, significa fazer duas reflexdes
em torno de 0, o que resulta no préprio ponto inicial z:

Tz —z— —(—z) ==

Logo (—1)(—1)x = —(—z) = . Em particular, o ponto 1 é le-
vado, pela reflexdo, em —1, que é refletido de volta para 1, isto é,

(-1)(-1) = L.

Exercicio 2.16 Use a propriedade (V) da relacdo de ordem para
verificar que, se a < b, entao

(1) —a > —b;
(2) 1> 1, caso a e b sejam diferentes de zero e tenham o mesmo
sinal.

.
:2\

“» Solucdo. Comegando com a < b, podemos somar —a para obter-
mos, usando a primeira parte da propriedade (V), —a+a < —a+b, ou
seja, 0 < —a + b. Agora, somando —b e usando novamente a primeira
parte de (V), obtemos —b+0 < —b+ (—a+b), ou seja, —b < —a, 0 que
é equivalente a —a > —b. Podemos, assim, dizer que, a multiplicacdo
de uma desigualdade por —1 inverte a desigualdade. Vale notar que
essa mesma, propriedade vale, caso comecemos com uma das outras
desigualdades: “<”, “>” ou “>".

Vamos supor que a < b e que a e b sdo positivos. Neste caso, é
e % também sao positivos. Pela segunda parte da propriedade (V),
podemos multiplicar a desigualdade a < b por % e por % sem alterar a
desigualdade:

11 <11 b .
<D a_ab , OU seja, .

<

SN
IS

No caso em que a < b e a e b sdo negativos, entao é <0e i<,
mas, pela Observacao 2.7, é . % > 0. Assim, multiplicar por é e 3, que
é equivalente a multiplicar por é . %, nao altera a desigualdade. Logo,
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de a < b, segue que

11

1 o1 1
- a<—-—-b,ouseja, - < —.
a a

1
a b’ b b
Vale notar que, se a e b tém sinais contrarios, com a < b, entédo a
¢ negativo e b é positivo. Logo, Lg negativo e 11) é positivo, portanto
% < %. Por exemplo, —2 < 3 e —2 < z. Assim, o resultado nao é

valido neste caso. [ |

Exercicio 2.17 Considere uma quantidade finita de nimeros reais
T1,...,0,. Verifique que, 22 4 --- + 22 = 0 se, e somente se, todos
0s x; sao iguais a zero.

\

T \\‘5“

Solugdo Claro que, se 1 = 0,..., 7, = 0, entdo 23 +--- + 22 =
+ .-+ 4 0% = 0. Devemos demonstrar a recirpoca.

Suponha que 22 +---+22 = 0 e que algum z; # 0. Podemos supor,
sem perda de generalidade, que 21 # 0. Entdo —2% = 22 +--- + 22 e,
como x1 # 0, podemos dividir por w% para obtermos

2 2
—1—(“)—H~+(ﬁﬂ'
I I

Cada parcela dessa tltima soma, por ser um quadrado é maior ou
igual a zero. Usando a primeira parte de (V) n — 2 vezes, podemos

concluir que
2 2
_1:<Q) _|__|_<m_”> > 0.
X1 I

Porém, como 0 < 1, segue que —1+0 < —1+1, ou seja, —1 < 0. Logo,
—1 > 0 é uma contradicdo, que vem de supormos que um dos x; é
diferente de zero. Concluimos, assim, que todos os x; necessariamente
devem ser iguais a zero. |

O

Exercicio 2.18 Use os resultados dos exercicios 2.15 e 2.17 para
verificar a validade das seguintes desigualdades, onde a, b e ¢
representam nimeros reais positivos:

Vab < “;b, (2.5)
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I Vab + vac+Vbe < a+b+ec. (2.6)

O

2. Solucdo. De acordo com o Exercicio 2.15, (v/a — v/b)? > 0. De-
senvolvendo o quadrado, obtemos

(va)? — 2vavh+ (VB)* > 0,
logo,
a—2Vab+b>0,

que é equivalente a
2vVab < a+b.

Dividindo por 2, obtemos a sesigualdade (2.5).
De acordo com o Exercicio 2.17,

(Va—Vb)? + (Va— Ve’ + (Vb= ve)? > 0.

Desenvolvendo esses quadrados e simplificando a expressao, obtemos
(2.6). |

Observacdo 2.8 A desigualdade (2.5) pode ser generalizada: se

T1,...,Ty SA0 NUMeEros reais positivos, entao
81 < ° 0 ° 9F B
(gp-my)/mg T (2.7)
n
e a igualdade ocorre se, e somente se, x1 = - - - = x,,.

Exercicio 2.19 Verifique a validade de (2.7) no caso n = 3, isto é,
para z, y e z reais nao negativos,

3 , (2.8)

(zyz)

com igualdade ocorrendo se, e somente se, x =y = 2.

2. Solucdo. Primeiro, observemos que, para a, b e ¢ reais positivos,
(a—b)%+ (a—c)®+ (b—c)? >0, pois é uma soma de trés quadrados

de nuiimeros reais. Desenvolvendo esses quadrados, obtemos

)

a® 4+ % 4 ¢ > ab + ac + be. (2.9)
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Agora, da identidade
a® + % + ¢ — 3abc = (a + b+ c)(a® + b* + ¢* — ab — ac — be)
da positividade de a,b e ¢, e de (2.9), segue que
a® + v+ & > 3abe.
Fazendo a = {/z, b = {/y e ¢ = /z, obtemos (2.8). [ |
Vejamos uma aplicacao da desigualdade (2.8).

Exercicio 2.20 Determine o valor maximo de zy(15 — z — y), para
T e y reais positivos.

@ Soluc@o. Sez >0,y >0ez=15—x —y > 0, entdo, pela
desigualdade 2.8,

3
(:Uyz)l/?’ < % e, assim, zyz < (%) ,
ou seja,
c4+y+ 15—z —9y)\* [15\°
zy(15 —z —y) < 3 =3 = 125.

Por outro lado, se x >0,y >0e z=15—z —y < 0, entao
zy(15 —z —y) <0< 125.
Logo,
zy(15 — x — y) < 125 quaisquer que sejam x >0 e y > 0.
Além disso, se x =5 e y = 5, entdo
xy(lb—x—y)=5-5-5=125.

Portanto, 125 é o méximo de xy(15 —x —y) parax >0ey >0. W
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Exercicio 2.21 Os pontos Ay, As, A3, Ag, A5, Ag e A7 sdo dispostos
sobre a reta real de modo uniforme, ou seja, a distancia entre dois
pontos consecutivos, A; e A;11 é sempre a mesma, conforme a
Figura 2.8. Suponha que As tenha coordenada 0 e A5 tenha coor-
denada 1. Entao, podemos afirmar que os niimeros correspondentes
aos pontos A, A4 e A7 sdo, respectivamente,

(a) —1,1/2¢e2.
(b) —1,3/2 e 4.
(c) =2, —1e2.
(d) —1,3/2e2.

A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7

Figura 2.8: sete pontos sobre a reta real.

“» Solucdo. O ponto A estd a esquerda de A3 e & mesma distancia

de As que o ponto As. Logo, a coordenada de A7 é —1. O ponto Az
estd a direita de As e a mesma distdncia desse ponto que As, logo,
a coordenada de A7 é 2. Finalmente, o ponto A4 é ponto médio do
segmento AsAs, ou seja, esta a mesma distancia de A3z e de As. Isso
significa que a coordenada de As é o dobro da coordenada de Ajy.
Logo, se a coordenada de Ay for z, entdo 2z =1 e x = % Portanto, a
resposta correta é a do item (a). [ |

Y

Se a e b sdo ntmeros reais, com a < b, o intervalo aberto (a,b) é
o conjunto dos niimeros reais maiores que a e menores do que b:

(a) ={z €eR|z>a e x <b}. (2.10)

Por conveniéncia, escrevemos a < x < b para indicar que “x > a e
x < b”. Deste modo,

(a,b) ={zr € R|a <z < b} (2.11)
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Também usamos a notagao |a,b| para indicar esse intervalo aberto. Ele
corresponde ao conjunto dos pontos situados na reta real, entre a e b,
conforme podemo ver na Figura 2.9 a seguir.

7N
N7

Figura 2.9: intervalo aberto (a,b).

Nessa figura, os parénteses indicam que os pontos a e b ndo pertencem
ao intervalo.

O intervalo fechado [a,b] é o conjunto dos niimeros reais maiores
que ou iguais a a e menores ou iguais a b:

[abl ={reR|z>aouz<b}={recR|a<z<Db} (2.12)

Um intervalo fechado corresponde ao conjunto dos pontos situados
na reta real, entre a e b, incluindo os dois extremos, a e b.

me
(1 ¥

Figura 2.10: intervalo fechado [a,b)].

Nessa figura, os colchetes indicam que os pontos a e b pertencem ao
intervalo.

Podemos, ainda, considerar intervalos semiabertos, ou semifechados,
onde apenas uma extremidade esta incluida:

(ab)={zeR|z>aouz<bl={zecR|a<z<b}e

2.13
[ab) ={xreR|z>aouz<bl={reR|a<z<b} (2.13)

A representacdo na reta real é a que aparece na figura 2.11.
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Figura 2.11: intervalos semiabertos (a,b] e [a,b).

Dizer que um nimero real ¢ pertence a um intervalo aberto (a,b) é
0 mesmo que dizer que a < ¢ e ¢ < b, 0o que pode ser escrito, de modo
mais rapido, como a < ¢ < b. Na reta real, o ponto correspondente
a ¢ estd entre os pontos correspondentes a a e b. O mesmo vale para
intervalos semiabertos ou fechados, com a diferenga que, nestes casos,
é possivel que ¢ seja um dos extremos. Por exemplo, dizer que ¢ € (a,b]
é 0 mesmo que dizer que a < ¢ < b, ou seja, ¢ estd entre a e b, podendo
eventualemente ser igual a b, mas nunca igual a a.

Também podemos usar a notagdo de intervalo para descrever se-
mirretas contidas na reta real. Por exemplo, o conjunto dos niimeros
reais x tais que = < 2 corresponde, na reta real, a uma semirreta,
formada pelos pontos que estao a esquerda de 2 e incluindo o ponto
2. Usamos a notagao (—o0,2] para escrever este conjunto. O simbolo
—oo significa que este intervalo ndo é limitado d esquerda. Da mesma
forma, podemos usar o simbolo +0o para indicar que um intervalo ndo
¢ limitado a direita.

Em geral, temos os seguintes intervalos nao limitados.

(—o0,a) ={z eR |z < a},
(—o0a] ={z e R |z <a}l,
(a,+0)={xeR|z>a}e
[a, +00) ={z e R |z > a}.
Até a reta real inteira pode ser escrita como um intervalo:
(—o0, +00) = R.

Devemos notar que, ao colocarmos —oo ou +00, ndo podemos incluir
estes simbolos nos intervalos, porque nao sao nimeros reais. Por isso,
os intervalos sdo sempre abertos em —oo ou 400.
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Exercicio 2.22 As intersecdes (—1,3] N (0, + o), (0,4) N (—00,0] e
(—00,6) N [2, 4+ o) sdo iguais, respectivamente, a

) (=1, 4 00), (—00,4) e [2,6).
) (0,3], {0} e [2,6).
(c) (0,3], @ e [2,6).
) (0,3), & e (2,6).
2. Solucdo. Para simplificar, denotemos I; = (—1,3] N (0, 4+ o),
Iy = (0,4) N (—00,0] e I3 = (—00,6) N [2, + 00).
Observe que x € I se, e somente se, —1 < x < 3 e 0 < x, ou seja,
0 < < 3. Assim, I; = (0,3].
Para a segunda intersecao, temos x € I se, e somente se, 0 < x < 4
e 4 < z. Como nao existe um numero real x tal que x < 4 e 4 < z,
esta interse¢do é o conjunto vazio. Logo, Io = &
Perceba que x € I3 se, e somente se, x < 6 e 2 < x, ou seja,
2 <z <6. Assim, I3 = [2,6).
Portanto, a resposta correta é a do item (c). |

Exercicio 2.23 Para cada nimero inteiro n > 2, seja I, = (0,1/n].
Por exemplo, I» = (0,1/2], I3 = (0,1/3], etc. Existe algum nimero
real que pertenca a todos os intervalos I,,, com n > 2?7
@4 Solucdo. A resposta é ndo. Caso existisse um tal niimero real x,
ele teria que ser positivo, pois z € (0,1/n] implica que 0 < x < 1/n.
Como x > 0, o seu inverso também é positivo, isto é, 0 < % O
conjunto dos nimeros naturais ndo € limitado superiormente, ou seja,
para cada ntmero real r, existe um nimero natural n, maior que r.
Em particular, existe um niimero natural IV, tal que % < N. Portanto,
% < x. Com isso, x nao pode pertencer a I. Entdo ndo pode existir
um numero real que pertenca a todos os intervalos I,. |

Exercicio 2.24 Considere o intervalo I = [—3,1) e os niimeros reais

5 1 2
4 =32 —; —i O §5 0,999; 0,999... e V3.
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Dentre esse niimeros, os que pertencem a I sao

(a) —3; 2 —5; —1; 0; %2 € 0,999,

(b) =3 =3 ¢0.

() =3, —L; 0 ? 0,999 e 0,999
o —dkc

(d) =5 =33 05 %5 ©0,999.

\\‘\\)

>+ Solucdo. Na Figura 2.12 a seguir, estd desenhado o intervalo
[ 3,1) e os pontos correspondentes aos nimeros dados, exceto 0,999 e
0,999.... Nao desenhamos estes dois ultimos pontos porque, na escala
da figura, ficariam muito préximos.

— :
2

—4 32 _

10 2

ot

Figura 2.12: o intervalo [—3,1) e alguns dos pontos dados no Exerci-
cio 2.24.

Observemos que 4 > 3, logo —4 < —3. De modo anélogo, observando
que 3,2 > 3, temos —3,2 < —3. Portanto, —4 e —3 nao pertencem ao
intervalo 1.

Repetindo o mesmo raciocinio, g =25 < 3 e, assim, —3 < —%.
Sendo negativo, —% é menor que 0, logo é menor que 1. O mesmo
ocorre para —%. Logo, —g e —% estao entre —3 e 1, ou seja, pertencem
al.

Como —3 é negativo e 1 é positivo, temos —3 < 0 < 1, logo, 0 € I.

De 0 < 2 < 4 segue que 0 < /2 < v4 =2, logo, 0 < ‘[<1 isto
é, % el

Como 3 > 1, obtemos, extraindo a raiz quadrada, v/3 > 1. Assim,
V3¢l

Finalmente, 1 — 0,999 = 0,001 > 0, logo 0,999 < 10,999 € 1. A
dizima peridédica 0,999... é igual a 1, logo ndo pertence a I, porque o
intervalo é aberto em 1.
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Portanto, dos ntimeros dados, os que pertencem a I sdo aqueles
listados no item (d). [ |

Os nameros reais sdo geralmente escritos usando o sistema de
notagao decimal, ou seja, a posicao dos algarismos no niimero indica
uma poténcia de 10 pela qual ele deve ser multiplicado para que se
obtenha o walor relativo ou posicional desse algarismo. Por exemplo,
no nimero 4321, o algarismo 3 tem valor relativo 3 - 102 = 300 e o
algarismo 4 tem valor relativo 4 - 103 = 4000.

Podemos usar a representacao decimal para obtermos aproximacoes
de certos niimeros reais. Faremos isso no exercicio a seguir.

Exercicio 2.25 Observando que 1 < 2 < 4 e extraindo raizes qua-
dradas, vemos que 1 < /2 < 2. Divida o intervalo (1,2) em dez
partes iguais e descubra em qual dessas partes v/2 esta. Use isso
para decobrir o algarismo da primeira casa decimal de /2. Esse
processo pode ser repetido para que se encontrem os algarismos das
outras casas decimais de /27
. Solucdo. O enunciado do Exercicio ja nos informa que v/2 est4
entre 1 e 2, logo, a parte inteira de v/2 é 1, o que significa que sua
representagao decimal é 1,.. ..
Ao dividirmos o intervalo (1,2) em 10 partes iguais, obtemos inter-
valos de comprimento 1%, como indicado na Figura 2.13 a seguir.

mH
A )

Figura 2.13: posicdo de v/2 no intervalo (1,2).

Elevando cada uma das fragoes, %, . ,% ao quadrado, observamos

que
(14)2 _ 196 _, 225 _ (15)2
10/ 100 100  \10/ ’
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logo
14 15
i 2« =
10 <2< 10’

o que significa que 1,4 < v/2 < 1,5, ou seja, V2 =1,4....

140 150
00 V2 100
L L1 L L L L L L L L \
AY LB T T T T T T T T V4

141 142 143 144 145 146 147 418 149
100 100 100 100 100 100 100 100 100

Figura 2.14: posicao de v/2 no intervalo (%,%).

O

Repetindo o que fizemos antes, dividimos o intervalo (—é Q) em

10 partes iguais, obtendo intervalos de comprimento ﬁ, como na

Figura 2.14, acima.
2
Elevando ao quadrado, vemos que (%) = 1,9881 < 2 < 2,0164 =
142 2 Assi
(m) . SSim,
141 142
— < V2 —
100 V2 100

e, portanto, V2=141....
Repetindo esse processo, podemos continuar descobrindo as casas
decimais de /2. [ |

I Exercicio 2.26 Verifique que o nimero \/5 — 21/6 é real.

« Solucdo. Para garantirmos que a raiz quadrada /5 — 21/6 é um

mero real, devemos verificar que 5 — 21/6 é positivo.

Primeiramente, devemos localizar 6 entre dois quadrados: 4 < 6 <
9 e com isso podemos concluir que 2 < v/6 < 3. Mas isso ainda nio é
suficiente para o que queremos, porque, multiplicando as desigualdades
por 2, obtemos 4 < 2v/6 < 6. Como 5 também estéd entre 4 e 6, isso
ainda é inconclusivo para sabermos se 5 — 2v/6 é positivo.
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Para encontrarmos uma estimativa mais precisa para v/6, dividimos

. ot . 21 22 23
o) 1ntervalé) (2,3) em 10 partes iguais usando os nimeros o 5 oo

etc, até 5. Procuramos, entdo, o maior deles cujo quadrado ainda

é menor que 6: (%) = 5,76 < 6 e (1—0) = 6,25 > 6. Portanto,
2,4 = 24 <\/_< 25 = 2,5. Assim,

4,8 < 2v6 < 5. (2.14)

Multiplicando (2.14) por —1, obtemos —5 < —2v/6 < —4,8. Somando
5, chegamos a 0 < 5 — 2v/6 < 0,2. Observando que 0,2 < 0,25 =

2
% = (%) , conclufmos que 0 < 5 — 2v6 < 0,25 = (0,5)%, logo

0 < /5 —2v6 <0,5. Em particular, 5 — 21/6 é positivo e a sua raiz
quadrada é um nimero real. ]

Observacdo 2.9 Uma solugao bem mais simples do Exercicio 2.26
pode ser obtida observando-se que 25 > 24 implica que v/25 > /24,
ou seja, 5 > 2v/6 e, portanto, 5 — 2v/6 > 0.

Exercicio 2.27 Encontre o algarismo que aparece na primeira casa

decimal da representacio decimal de 1/5 + 21/6.

2. Solucdo. O ntémero 5 + 2v/6 é positivo, logo nio ha problemas

em calcularmos a raiz quadrada /5 + 21/6: ela é um nimero real.
Somando 5 as desigualdades (2.14), obtidas no Exercicio 2.26,
obtemos 9,8 < 5+ 2v/6 < 10, ou seja,

32=9<98<5+2V6<10< 16 =42,

o que implica que 3 < /5 +2v6 < 4. Essa estimativa ainda nao é

precisa o suficiente para o que queremos.
Veja que

(3,1)2=19,61 < 9,8 < 5+2V6, o que da 3,1 < \/5+ 2V6.

.........
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Além disso, 3,22 = 10,24 > 10, logo, 5 + 2v/6 < 10 < 10,24 = (3,2)%.
Assim, 3,1 < \/5+4 26 < 3,2 e, portanto, o algarismo na primeira
casa decimal de /5 + 2v/6 é 1. |

O mddulo ou valor absoluto de um ntmero real z, é a sua
distancia, como ponto na reta real, até a origem. Usamos a notacao
|z| para indicar o médulo de z.

Se x = 0, entdo a distancia de x até a origem é igual a 0, logo
|0] = 0. Se x, visto como ponto na reta real, estd a direita da origem,
sua distancia até a origem é igual sua coordenada, logo |z| = z. Se
x estd a esquerda da origem, entdao x < 0, logo —x > 0. Como z e
—x estao a mesma distancia da origem, concluimos que, se x < 0,

|x| = | — z| = —z. Resumindo, temos
z se x>0
= - 2.1
2] { —x se z<0. (2.15)

ou seja, se x € positivo ou zero, o modulo de = é igual a z. Se z é
negativo, o modulo de z é igual a —z.

A Observacio 2.6 garante que x? > 0, para qualquer x real. Logo,
a raiz quadrade de 22 é igual ao médulo de z:

Va2 = |z].

Outro modo de escrevermos o médulo de um ntmero real é

r se x> —x,
—r se —x>ux,

|z| = max{—z,x} = {

ou seja, |z| é o maior dentre os nimeros —x e x.

Exercicio 2.28 Determine os médulos dos seguintes niimeros reais.

- e ) — 2 22 2 /3.
8, 3, 0,007 7, 5 88\/_ \/§

DY

\ = . . . , ~ . .z .
“» Solucdo. Os dois primeiros nimeros sao facilmente localizaveis

na reta real: 8 > 0, logo |8 =8 e —3 <0, logo | —3| =—(-3)=3. O
nimero 0,001, embora pequeno, é maior que zero, logo |0,001| = 0,001.

o L . = -
a CIENTISTAFHEFE MV Esﬁ%ﬁ% @ SERNQ)ET& -

= AVAI.IAgiO }
[, | $SISEDU




A diferenca 1—%:;—%: 7;73:%épositiva, logo
3 3 4
1——|=1—-2-=—.
’ 7‘ 7T 7

3 5 3.8 5-5 24_25_24—25__i<0
5 8 5-8 .5 40 40 40 40 ’

Finalmente 2 < 3, logo V2 < \/§, e V2 -3 < 0. Portanto,
V2=Vl = —(v2 - V3) = V3 - V2. .

O modulo de um nimero real tem as seguites propriedades basicas.

(1) x < |z|, para todo x real,

(2) se 0 <z <y, entdo |z| <|y;

(3) |z| > 0, para qualquer nimero real x, e |z| = 0 se, e somente se,
= 0;

(4) |zy| = |z||ly|, para quaisquer x e y reais;

(5) Desigualdade triangular: |z +y| < |z| + |y|.

As propriedades (1), (3) e (4) seguem diretamente da defini¢ao de
médulo. A propriedade (2), pode ser verificada da seguinte maneira:
z < y implica 22 < g2, logo Va2 < /42, ou seja, |z| < |y|. Note
que pode ocorrer |z| < |y| sem que x seja menor que y, por exemplo:
| —2| <|—3|, mas —3 < —2.

A validade da propriedade (5) é verificada no Exercicio 2.29 a
seguir.

Exercicio 2.29 Verifique que vale a desigualdade triangular para o
modulo de ntimeros reais.

@4 Solucdo. Elevando a igualdade |z +y| = v/(z + y)? ao quadrado,
vemos que |z +y|? = (x +y)? = 2% + 22y + y?>. Da mesma forma,
vemos que z2 = |z|? e y? = |y|?, assim,

2+ y* = |z]* + 2zy + [y|*.
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Pela propriedade (1), sabemos que x < |z| e y < |y|, logo
o+ y* = |2 + 2y + [yl < [l + 2Jzlly] + [y* = (=] + [y])*.

Como, na desigualdade |z + y|* < (|z| + |y|)?, os termos sdo todos
nao negativos, podemos escrever \/|z + y[? < /(|z| + |y])?, ou seja
[z +yl <l + [yl = [z] + [yl u

Usando a nogao de médulo de nimeros reais, podemos calcular
distancias na reta real. Mais precisamente, a distancia entre dois
pontos a e b na reta real, é igual a |a — b|.

Exercicio 2.30 O conjunto solu¢ao da equagao

|z — 2|+ |z — 3| =1.

(a) S
(b) 5
(c) S
(d) S

{2,3}.
{2,5/2,3}.
[ 3.

\\\\\

~» Solucdo. Procuramos nimeros reais x tais que a soma das dis-
tanmas de x até 2 e de x até 3 é igual a 1. Vamos testar alguns valores:
x = 2 safisfaz a equagdo, porque [2—2|+[2—-3|=0+|—1|=1. Da
mesma forma, x = 3 também satisfaz a equagao, porque |3—2|+|3—3| =
1+0=1.

Agora, se x estd a esquerda de 2, a distancia entre x e 3 é maior
que a distancia entre 2 e 3, porque z estd mais longe de 3 do que 2.
Assim, |z — 3| > |2 — 3] =1 e, portanto,

[t —2|+|x—=3]>|x—2|+1>1, oquedd, |[x — 2|+ |z — 3] > 1.

Isso significa que, nenhum nimero menor que 2 pode satisfazer a
euqgacao dada.

Da mesma forma, se x estd a direita de 3, a distancia de = até 2 é
maior que a distancia de 3 até 2, ou seja, |[r — 2| > |3 —2| = 1. Da
mesma maneira que antes, temos

|t = 2|+ |z —3|>1+|z—3|>1e, assim, |z — 2|+ |z — 3| > L.
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Logo, nenhum nimero real maior que 3 pode ser raiz da equagao dada.

As possiveis raizes da equagao, estdo, portanto, entre 2 e 3, sendo
que ja vimos, por inspecao, que 2 e 3 sao raizes. Testando alguns valores
entre 2 e 3, temos uma surpresa! Todos os valores testados safisfazem
a equacao. Por exemplo, z = g estd entre 2 e 3. Substituindo na
equacao, vemos que ‘g — 2‘ + ‘g — 3‘ = )%‘ + ‘—%‘ = % + % = 1. Por
que isso acontece?

Se z é um numero real tal que 2 < x < 3, entdo x esta entre 2 e 3.
As distancias |x —2| e |x — 3], entre x e 2 e entre x e 3, respectivamente,
quando somadas, fornecem a distancia entre 2 e 3, que é 1, ou seja,
para cada ntmero real z, entre 2 e 3, |x — 2| + |z — 3| é igual a 1.

Portanto, o conjunto solu¢do da equacao é o intervalo [2,3]. A
resposta correta é a do item (c). |

Seja a um ndimero real positivo. A desigualdade |z| < a significa
que a distdncia de z até 0 é menor que a, ou seja, —a < x < a. Na
Figura 2.15, as distancias dos pontos x1 e x2 até a origem sdo menores
que a, logo, ambos satisfezem a desigualdade |z| < a.

|1] |z2]

L I L I
Ay T T T

—a I 0 T2

QW

Figura 2.15: o intervalo (—a,a). Os pontos z; e x2 estdo a uma
distancia da origem menor que a.

O mesmo ocorre se procuramos todos os niimeros reais que satis-
fazem uma desigualdade do tipo |z| < a, onde a é um ntimero real
positivo. Neste caso, x também pode ser igual a —a ou a, ou seja,
—a<z<a.

Resumindo as duas situagbes acima, temos (para a um ndimero
real positivo):

|z] <a <= —a <z <a<=z€(—aa);

(2.16)
|| <a <= —a<zx<a<= x€[-aual
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Supondo novamente que a é um nimero real positivo, os niimeros
reais = tais que |x| > a sdo aqueles que, na reta real, estdo a uma
distancia da origem maior que a, ou seja, x estd a esquerda de —a ou
a direita de a, conforme a Figura 2.16.

1] E2]

L
\
T —a 0 a

T2
Figura 2.16: o conjunto dos nimeros reais z tais que |z| > a é a unido
de dois intervalos: (—oo, — a) U (a, + 00).

Assim, dizer que |z| > a é o mesmo que dizer que x < —a ou
x > a. Isso é, ainda, equivalente a afirmar que x pertence ao intervalo
(—00,—a) ou pertence ao intervalo (a,+ 00). Na Figura 2.16, os pontos
x1 e xo estdo a uma distancia da origem maior que a.

O mesmo ocorre se queremos encontrar todos os niimeros reais x
tais que |z| > a, para um nimero real positivo a. Neste caso, pode
ocorrer a igualdade, ou seja, temos z < —a ou = > a.

Resumindo esses duas situacoes, temos:

|| >a<= 2z < —aouz>a<=ze€(—00,—a)U(a,+00);

x| >a <=2 < —-aouz>a<=zec(—00,—alU]la, + o).
(2.17)

Exercicio 2.31 O conjunto formado por todos os ntimeros reais x
tais que
|z — 5] <2

o

(a) [-2,2]
(b) [-3,3]
(©) [3,7]-

IAGAO
NGsrica
J Do ENsING MEDIO

BE

o L - = -
D conmonse < CESRARE B CEARA

foucacio

25seDU

.........................




X] Secdo 2.3

| (d) [-7,7].

©

2. Solucdo. Usando (2.16), podemos concluir que a desigualdade
dada é equivalente a
—2<x—-5<2.

Somando 5, obtemos

ou seja,
3<x<T.

Portanto, os ntmeros reais z, que sao solugoes da inequacio dada,
formam o intervalo [3,7]. A resposta correta é da do item (c). [

Exercicio 2.32 Encontre, se existirem, todos os pontos da reta real
que estao a uma distancia menor que 5 do ponto 4 e menor ou igual
a 4 do ponto 7.

> Solucdo. Procuramos os niimeros reais que satiafazem as condi-
es

©

¢

(e}

lz—4] <5 e |z—7 <4

Isso é equivalente a
—S<r—4<be —4<x—-T7<4,

ou seja,
—1l<zrx<9ed3<z<I11.

Como essas duas condi¢bes devem ocorrer simultaneamente, os nimeros
reais que procuramos sao aqueles que formam a intersecao entre os
intervalos (—1,9) e [3,11], conforme podemos ver na Figura 2.17 a
seguir.

Essa intersecdo é o conjunto dos niimeros reais x tais que 3 < z e
x <9, ou seja, 3 < x < 9. Logo, esse conjunto é o intervalo [3,9). W
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L AY
\ L4
-1 19
[ ! |
| ! i |
\ ! 11
r N
L 4
3 9

Figura 2.17: os intervalos (—1,9), [3,11] e sua intersecao [3,9).

Exercicio 2.33 Encontre, se exisitirem, todos os pontos da reta real
que estao a uma distancia maior que 2 do ponto 3 e menor ou igual
que 5 do ponto 4.

O

. Solucdo. Parecido com o Exercicio 2.32, aqui temos que obter a

intersecdo de dois subconjuntos de R. Procuramos os niimeros reais x
tais que
|t —3| >2e |z —4| <5,

ou seja,
(x—3<-2o0uzx—-3>2) e —5<x—-4<5,
que sao condigoes equivalentes a
(x<louxz>5) e —1<z<0O. (2.18)

Como procuramos x que satisfaga as duas condig¢oes sumultaneamente,
temos que calcular a interse¢do dos conjunto (—oo,1) U (5, + 00) e
[—1,9]: um deles é um intervalo e o outro é a unido de dois intervalos.
Vejamos como essa intersecdo ocorre na reta real:

—_
[ A

AN T T AN

N__ |- - W

|
—
—_
ot
Ne)

Figura 2.18: os conjunto (—oo, — 1) U (5, + 00), [—1,9] e sua intersegao
[—1,1) U (5,9].
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De fato, as condicoes em (2.18) sdo equivalentes a
(x<le —1<z<9)ou(r>5e —1<z<9),

ou seja,
—1<z<loub<az<0. (2.19)

Assim, o conjunto dos pontos da reta real que satisfazem as duas
condigoes dadas é [—1,1) U (5,9]. |

Exercicio 2.34 O conjunto solu¢ao da inequacao

lz -2 —2| <1 (2.20)
(a) (=3,3)
(b) (=00, = 1) U (1, + o0)
(C) (_171) U (375)
(d) @.

>
@\

2+ Solucdo. Ao retirarmos o médulo mais externo, obtemos a condi-

¢ao equivalente
“l<|lz—2|-2<1

Somando 2, obtemos a outra condi¢ido equivalente
1<|z—2|<3.

Assim, estamos procurando os pontos da reta real que estdo a uma
distancia do ponto 2 que é maior que 1 e menor que 3. Observe que
este pontos formam o conjunto destacado na reta da figura abaixo.

2

¢
)
-1

—~b

Vi 3
Y 7
3 )

Figura 2.19: pontos da reta real que estdo a distdncia maior que 1 e
menor que 3, do ponto 2.
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A condigao |z — 2| < 3 é equivalente a —3 < z — 2 < 3, ou seja,
—1 < x < 5. Assim, os pontos da reta real que procuramos estdo no
intervalo (—1,5), mas nao sao todos os pontos deste intervalo, porque a
outra condicao, |z — 2| > 1, exclui aqueles que estdo “muito préximos”
de 2. Mais precisamente, a condigao |z — 2| > 1 é equivalente a

r—2<—-louzx—2>1,istoé, z<louz>3.

Isso exclui exatamente os pontos do intervalo (—1,5) que satisfazem
1 < x < 3. Podemos dizer que estamos “cavando um buraco” no
intervalo (—1,5), retirando a parte central [1,3]. O que resta é a unido
(—1,1) U (3,5), que é o conjunto dos pontos da reta real que satisfazem
a inequagao dada. Portanto, a resposta correta é a do item (¢). W
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3 Equacoes e inequacoes
quadraticas

3.1 - Equacoes quadrdticas

Chamamos de equagao quadratica, uma equagao do tipo
az® + bz +c=0, (3.1)

onde a, b e ¢ representam nuimeros reais fixados, com a # 0, e x é a
incognita.

Resolver uma equacao quadratica significa encontrar, se existirem,
todos os numeros reais que satisfazem a equacao, ou seja, todos os
nimeros que, quando colocados no lugar de z, na equacao, tornam a
igualdade verdadeira. Esses ntimeros sao chamados de solugoes ou
raizes da equacao.

Exercicio 3.1 Verifique que —1 e 7 satifazem a equagao quadratica
32 — 18z — 21 = 0.

©+ Solucdo. Devemos substituir 2 por cada um dos ntimeros dados,
na expressao 322 —18z—21 e verificar se, ao fazermos essas substituicoes,
a expressao se anula. Vejamos: se x = —1, entao

3(—1)2 —18(—1) =21 =3+ 18 — 21 = 21 — 21 = 0.

Isso significa que —1 é uma raiz da equacéo 3z — 18z — 21 = 0. Se
x =7, entdo
3-77-18-7-21=3-49—126—21
=147 — 126 — 21 = 147 — 147 = 0.

Assim, 7 também é uma raiz da equacdo 322 — 18z — 21 = 0. |
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Suponha que a equacdo azx? + bx + ¢ = 0 tenha duas raizes reais
e distintas r1 e ro. Entao, ar% +bri+c=0c¢e¢ ar% +brg +¢ = 0.
Subtraindo-se uma equagao da outra, obtemos

a(r? —r3) 4+ b(ry — 1) = 0.

Fatorando a diferenca de quadrados e colocando o termo comum em
evidéncia,
(r1 —rg) (a(ry +r2) +b) = 0.

Como estamos supondo que as raizes sdo distintas, temos r1 — o # 0,
logo

b
a(ry +12) +b=0, ou seja, r; +rp = ——. (3.2)
a

Substituindo em ar? + br; + ¢ = 0, b por —a(ry + r2), obtemos

ar? —ary(ry +1m2) + ¢ =0,

ou seja,

ar? —ar} —aryry + ¢ =0,

de onde segue que

C
riro = a (33)

As identidades (3.2) e (3.3) sdo chamadas relagées de Viéte, em homena-
gem ao matematico francés, Frangois Viete (1540-1603). O argumento
acima exige que as raizes sejam distintas, mas, no Exercicio 3.9, vere-
mos que essas relacoes continuam validas quando r; = ro. Podemos
usé-las para encontrar uma das raizes de uma equacdo quadratica
quando soubermos a outra raiz.

Exercicio 3.2 Se uma das raizes da equacio 3z2 — 10z +3 =0 é 3,
entdo a outra raiz é

o

—_~~ T
o o
— — —

—
o,
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. Solucdo. Fazendo z = 3, obtemos 3-32—10-3+3 = 27—30+3 = 0.
Logo, 3 é, de fato, uma das raizes dessa equagao.
Usando uma das relagoes de Viete, podemos descobrir a outra raiz

~ -1
r dessa equacdo. Por exemplo, r + 3 = —%, logo r = 1—?? -3 =
1—?? . % = % Podemos, também, usar a outra relacao de Viete: 3r = %,

7

o que implica que 3r = 1, ou seja, r = % Assim, o valor do (d) é o
correto.

Observacdo 3.1 Uma equagao quadratica pode ter mais de duas
raizes distintas? Suponha que r1, 2 e r3 sejam raizes da equagao
quadratica ax? + bx + ¢ = 0. Da relacio de Viete (3.2) segue que,
se ry # Ty ery # r3 entdo rp + r9 = —g er,+ry= —%. Logo,
r1 +r9 = r1 + r3. Cancelando 71, vemos que ry = r3. Portanto, das
trés raizes, necessariamente duas sao iguais. Podemos concluir que
uma equagcdo quadrdtica tem, no mdrimo, duas raizes distintas.

Quando b =0 ou ¢ = 0, dizemos que a equacdo 3.1 é incompleta.
Equagoes quadraticas incompletas podem ser de trés tipos:

az’ =0 (b=0,c=0)

az® +bxr =0 (c=0)
ax®+c=0 (b=0)

Ainda nesta secdo, veremos como resolver uma equacao quadratica
qualquer. Destacamos as equagoes quadréaticas incompletas ndao porque
sejam essencialmente diferentes da equacdo quadratica geral, mas
porque suas solugbes sao mais simples. Veremos, a seguir, alguns
exemplos ilustrando os casos acima. O primeiro caso é trivial, pois, de
az® =0 e a # 0, podemos concluir que = 0. Assim, 0 ¢é a tinica raiz
da equacio quadratica az? = 0 com a # 0.

Exercicio 3.3 Joao fez trés quadrados de papel, todos iguais. Com
eles, formou um retangulo de area igual a 75 centimetros quadrados.
O lado de cada um dos quadrados que Joao fez mede

(a) 25cm.
(b) 3v/5em.
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I (c) bem.
(d) 15¢em.

\

©» Solucdo. Chame o lado do quadrado de x. Trés quadrados tém
area 3z2. Os trés juntos formam o retdngulo de 4rea 75. Assim,
322 = 75. Esta é uma equacio incompleta do tipo az? + b= 0, com
a=3e¢b=—75 A partir de 322 = 75, dividindo por 3, obtemos

@

2?2 = 25,logo x = —5 ou z = 5. Como —5 ndo pode ser lado de um
quadrado, temos que o lado de cada um dos quadrados é 5em. Logo,
a resposta correta é a do (c). [ |

Exercicio 3.4 Verifique que, em uma equacao quadratica incompleta
do tipo az? + bz = 0, uma das solucdes é igual a zero. Verifique
também que, uma equacdo incompleta do tipo az? + ¢ = 0 tem
solucgoes reais quando a e ¢ tém sinais contrarios.

\

\\Q\\\

» Solucdo. Colocando z em evidéncia em az? + bz = 0, obtemos
z(ax + b) = 0. Assim, uma das solugoes dessa equacdo é x =0 e a
outra é z = —g (lembre-se que a # 0).

A equacdo azx? + ¢ = 0 é equivalente a az? = —c. Como a # 0,
podemos dividir por a e obtemos z? = —<. Para que existam solugoes
c

reais, a fracdo —¢ tem que ser positiva, o que ocorre se, e somente se,

< ¢é negativa, ou seja, quando a e ¢ tém sinais contrarios. |

Exercicio 3.5 Do dobro da area de um quadrado é igual ao quadruplo
do seu lado. Determine a area do quadrado.

2. Solucdo. Se o lado do quadrado mede z, sua érea é 22. O dobro
da drea é 222 e o quadruplo do lado é 4x. Sao iguais: 2z = 4z,
logo 22 = 2z e 22 — 2z = 0. Esta é uma equacdo incompleta do tipo
az?+bx =0, coma=1eb=—2 Colocando z em, evidéncia, obtemos

75y Ao | } m L3¢
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z(z —2) =0. Assim, z =0 ou z = 2. Como z = 0 ndo pode ser lado
de um quadrado, temos x = 2 e a 4rea do quadrado é 22 = 4. Logo,
a resposta correta é a do item (b). [ |

Quando b # 0 e ¢ # 0 (e, claro, a # 0), dizemos que a equagao 3.1
¢é completa.

Podemos resolver equagoes quadraticas completas transformando-
as em equagoes mais simples e reduzindo sua solugdo, essencialmente,
ao problema de calcular raizes quadradas. Esse processo é conhe-
cido como completamento de quadrados. A seguir, exibiremos alguns
exemplos.

I Exercicio 3.6 Resolva a equacdo quadratica 2 +z — 12 =0.

&

A\
“n

~» Solucdo. A “parte literal” da equacao dada, isto é, a parte onde
aparecem letras, é 22+2. Vamos somar a ambos os membros da equacio
22 4+ 2 — 12 = 0 uma constante que complete a parte literal 2> + = =
242z % para transformé-la em um produto notavel, o quadrado de
uma soma, onde o primeiro termo é x e devemos determinar o segundo

termo. Observemos a expressao mais detalhadamente:

1
2

I
O :1:2

quadrado do

primeiro duas vezes o primeiro

vezes o segundo

Devemos somar }1, que é o quadrado do segundo termo (1/2) para
completarmos o quadrado, ou seja, para transformarmos a expressao
z? + 2 no quadrado de uma soma:

2422 l—i—l —12—l
2 4 4
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2
A expressédo entre parénteses é igual a (w + %) . Logo,

1\? 1
— ) =124+ -.
(:c + 2) + 1
Portanto,
( N 1)2 49
"T3) T
e isso implica que x+% = —% ou a:—l—% = %, ou seja, x = —4 oux =3,
que sao as duas solugdes da equacao dada. |

A solugao do Exercicio 3.6 pode ser adaptada para equacoes qua-
draticas em geral.
Sejam a,b,c € R, com a # 0. A equagao (3.1),

az® + bz +c=0,

pode ser reescrita no que chamamos forma candnica:

b 2
— ) — = = 4
a <:c + 2a> P 0, (3.4)

onde A = b? — 4ac é chamado discriminante da equacdo.
Para obtermos a forma canoénica, procedemos de modo andlogo ao
que fizemos no Exercicio 3.6:

b
ax2+bm+c=a(ac2+—x>+c
a

= 2+2. .£+<£)2_<£>2 +
I . 2a 2a 2a ¢
b

2a 4a
( N b)2 b? — dac
=alx+—| ——.
2a 4a
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Escrever a equacao quadratica (3.1) na forma canonica (3.4) a
transforma em uma equacio incompleta do tipo az?® + ¢ = 0.
A partir de (3.4), podemos escrever

(a:+ b>2—A ou seja <x+ 5)2_ A
2a)  4a’ 3%, 2a)  4a2’

Se A < 0, entdo A/(4a?) < 0 e, assim, ndo é possivel se extrair uma
raiz quadrada real de A/(4a?). Logo, neste caso, a equagdo quadratica
ndo tem solucdo real.

Se A = 0, entdo a equacao toma a forma

b 2
<x+ 2a> =0,

ou seja, T + 2—ba = 0. Portanto, se A =0, a equacao admite uma tnica
solucao real:

b

Se A > 0, entao

(o 2 = 2 e 2,50
r+—) =-— onde — .
2a 4a? 4a2
Dai, concluimos que x+ % = \gaZ oux—+ 4 2 —£ Podemos escrever
as duas solugbes simultaneamente, obtendo uma formula

_ —b+VA

- (3.6)

Claro que a férmula (3.6) vale também no caso em que A = 0. Neste
caso, (3.6) se reduz a (3.5).

Resumindo, temos as seguintes informacgoes sobre as solugoes de
uma equacao quadratica, dadas por seu discriminante.

(I) Se A <0, entdo a equagdo nao admite raizes rais.
(IT) Se A =0, entdo a equagao admite uma tnica raiz real.
(ITI) Se A > 0, entdo a equagdo admite duas raizes reais distintas.

- %ﬁ%ﬁﬁmo %SISEDU ; ’m CIEH‘I;:S?I’?EHEFE Mk ‘E:EGEAAH% @ CEN RA
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Exercicio 3.7 Resolva a equacdo quadritica 622 — 7z +2 = 0 usando
a férmula (3.6) e usando o método do completamento de quadrados.

2\

G\
©n
\

Solucdo. Primeiro, vamos usar a férmula:

N+ —4-6-2 T+/A9-48 T+1

T = =
2.6 12 12
Assim, sdo solugoes da equagao,
S -1 6 1 - T+1 8 2
T2 12 20 P 12 12 3

Vamos, agora, resolver a equacdo usando o método do completa-
mento de quadrados Podemos dividir 622 — 7z 4+ 2 = 0 por 6, para
obtermos 2 — —:1: + 3 = 0 E importante fazermos esta divisdo para
que o termo de grau 2, z2 fique com coeficiente 1. Isso vai facilitar o
completamento de quadrados.

Os dois primeiros termos da equacdo sao 22—

7
§T, ouseja, x 2 9.z 13-

2
Para completarmos o quadrado, devemos somar (1—72) = %. Assim,
a equacao pode ser reescrita como

CRrauE AT
12 144 3 144°

Os termos entre parénteses formam um quadrado:

ou seja,

( 7 >2 49 1
rT——) = — — =,
12 144 3
49 1 _ 49 48
Como 77 —3 =177 — 114 = 1447 temos

(-%)
TT12) T 1a

%SBEDU ::LT:::::f;::icm C'E":ﬁ““ MV ‘E:EGEAAH% @ cE
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isto é, x 172 = 112 oux — % = LQ Portanto, as solu¢bes da equacgao
dada sao
T B 1 7 L+ 1 8 2
AT T 12 2 T T 123
|
I Exercicio 3.8 Resolva a equacdo quadratica 222 — 6z + 1 = 0.
@ Solucdo. Aplicando a formula (3.6), obtemos
. —6)£+/(-6)2—-4-2-1
B 2-2
_6+v36—-8 6++/28
B 4 4
C6+2V7  3+£VT
4 2
Assim, as solugbes da equacao dada sao
3-VT 3+ V7
€r1 = To = .
! 2 2 2
|

Exercicio 3.9 Usando a férmula (3.6), obtenha novamente as relagoes
de Viéte (3.2) e (3.3).

. Solucdo. Sejam 71 e ro as raizes da equacdo quadratica

ar’ +br+c=0.

A férmula (3.6) nos permite escrever essas raizes como r; = =5 X= e
ro = %. Assim, a soma dessas raizes é
n —b—\/A+—b+vA —2b b
(& To = = = ——
2a 2a 2a a
VALIA Ko L - =3 -
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e o produto delas é

- (‘b— VK) | (—b+ﬂ>

2a 2a
(02— (VA)" _a
- 4a? T 42
b — (b —4dac) b —b? +4dac
N 4a2 B 4q2
_dac ¢
=17 o

Vale a pena notar que a verificacdo que acabamos de fazer nao exige
que as raizes sejam distintas. Logo, as relagdes de Viete (3.2) e (3.3)
continuam validas, mesmo que r; = rs. | |

Observagdo 3.2 Usando as relagoes de Viete, que vimos em (3.2)
e revimos no Exercicio 3.9 acima, podemos fatorar uma expressao
quadratica, az? + bz + ¢ quando a equacdo correspondente

az? + bz + ¢ = 0 admite pelo menos uma raiz real.

De fato, podemos escrever

b
ax2+bx+c:a<$2+—x+g> =a<$2— (1 +T2)$+T1T2>
a a
=a(x(x—r1) —re(x—r1)) =alz —r1)(z —12).
Resumindo, se az? + bz 4 ¢ = 0 admite raizes reais 7 e rq, entdo
az® +bx +c=a(x —r)(z — ra). (3.7)

Caso 71 = 1y = r, temos ax? + bz + ¢ = a(x —r)%. Se a equacio
ax®+bxr+c = 0 ndo tem solugdes reais, entdo a expressao az?+bx+c
nao pode ser fatorada.

Fracois Viete também desenvolveu um método para a resolugao
de equagoes quadréticas, que vamos usar para resolver o exercicio a
seguir.

\ Ko
:{éa CIENTISTA CHEFE
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Exercicio 3.10 Resolva a equacdo quadratica 22 — 7z + 12 = 0
usando o seguinte método, elaborado por Viete. Primeiro, faca
x = u+v. Se vocé conseguir encontrar u e v, vai conseguir encontrar
x. Substitua na equacao e faca uma “escolha adequada” para u.
Depois encontre v.

@ Solucdo. Seguindo as instrugdes do enunciado, vamos substituir
x por u + v na equagao original:

(u+v)* = T(u+v)+12 = 0.

Isso parece ser desvantajoso, a principio, porque tinhamos uma incég-
nita, x, e passamos a ter duas, u e v. Mas, como veremos a seguir,
isso permite que possamos escolher um valor especifico de uma das
duas novas incognitas, u ou v, para tornar a equacdo mais simples.
Vejamos como isso pode ser feito.

Desenvolvendo o quadrado na expressao da equagao, obtemos

u? + 2uv + 02 — Tu—To+12 = 0.
Isso é equivalente a

24 Qu—Tw+u?—Tu+12=0. (3.8)
~——
(%)
A “escolha adequada” para u, mencionada no enunciado, é aquela que
faz o termo (x) desaparecer da equagdo, ou seja, devemos escolher u
de modo que 2u — 7 =0, isto é, u = 7/2. Substituindo u por 7/2 em
(3.8), obtemos

2 7\?
—] =7--4+12=0
V7 + (2> 9 + ’
ou seja,
49 49 1
2
=——-——-12=-
2 4 4
Com isso, temos dois possiveis valores para v: v1 = —3, que fornece a
primeira raiz
1 =u-+v —Z—E—Q—B
b T2 227
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e vy = %, que fornece a segunda raiz

7
x2=u+v2:§+

O que fizemos no Exemplo 3.10 pode ser generalizado. Para uma
discussao do caso geral do método de Viete, veja a pagina Método
de Viete!.

© VMétodo de Viete

Usando ainda as relagées de Viete, podemos obter outro método de
resolucdo de equagodes quadraticas, que vamos apresentar no exercicio
a seguir.

I Exercicio 3.11 Resolva a equacio quadratica 22 — 10z + 21 =0

2. Solucdo. Sejam r; e o as duas raizes da equacio dada. Uma das
relagoes de Viete nos diz que r1 4+ 2 = 10. Logo, % = 5. Na reta
real, o ponto 5 é o ponto médio do segmento cujas extremidades sdo

as raizes, ou seja, b estd & mesma distancia t de r1 e 3, conforme a
figura 3.1, onde

r1+ 7o r1+ ro — 21 o — 7T
t: —’]"1: =
2 2 2
ri+ry  2ro—ri—ry T2 —7T1
= T9 — = =
2 2 2 2

Podemos, entdo, escrever 1y =5 —terg =5+t onde t = (rg —r1)/2.
Usando a segunda relacao de Viete, rirg = 21, obtemos

(5—t)(5+1) =21,

=1 Avalaco
DIAGNGSTICA
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1 D T2

Figura 3.1: as raizes da equagdo sdo pontos da reta real, equidistantes
do ponto 5.

logo 25 —t2 =21 e t> =4, o que nos dd t = —2 ou t = 2. Qualquer
desses valores de t vai nos fornecer as duas raizes. Por exemplo, se
t=2,temosry =5—-—2=3ery, =5+2 =7. Assim, as raizes
da referida equagao sdo 3 e 7. Este método funciona para qualquer
equacao quadratica. |

Como o método exibido no Exercicio 3.11 se baseia no calculo
do ponto médio entre as raizes da equagao, vamos chamaé-lo, aqui de
método do ponto médio.

O link Po-Shen Loh' leva & pagina (em inglés) do professor Po-Shen
Loh, que redescobriu o método, segundo ele, ja conhecido pelos
babilonios. Nessa pagina, vocé poderd encontrar mais detalhes.

© Po-Shen Loh’

ORwEd0
= 2

Vejamos mais algumas aplicacoes do método do ponto médio.

Exercicio 3.12 Resolva a equacio quadratica 2 +4x—5 = 0, usando
o método do ponto médio.

“. Solucdo. Sejam 71 e 7o as raizes da equacio. Sabemos que 1 +
ro = —4, logo % =—-2. Temos r1 = -2 —tery = —2-+1, onde
t = (ro —r1)/2 e deve ser encontrado.

= aunicio
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Como 7179 = —5, temos (—2—t)(—2+t) = —5, logo (—2)2—t? = —5,
ou seja, 4 —t2 = —5 e t> = 9, donde segue que t = —3 ou t = 3.
Escolhendo ¢t = 3, obtemos r; = —2—3=—-5ery =—-2+3 = 1. Logo,
as raizes da equacao sdo —5 e 1. |

Exercicio 3.13 Resolva a equacdo quadratica 9z2 — 18z + 5 = 0
usando o método do ponto médio.
@ Solucdo. Queremos encontrar as raizes 1 e ro da equacdo dada.
Temos

r1+r2=—%:2, logo mtr =1.
Assim, r; =1 —tery =1+t ondet = (ry —r1)/2. De rirg = g,
segue que (1 —t)(1+1t) =3, isto é, 1 —t* = 2. Logo, t? =1 — 35 = g,
donde segue que t = —% ou t = :2,)
Escolhendo t = 3, obtemos 7 = 1 — 5 = % ery = 1-1—% = g
Assim, as raizes da equagdo sao 1/3 e 5/3. [ |

Exercicio 3.14 Resolva a equacio quadratica 22 —z — 1 = 0 usando
o método do ponto médio.

@ Solugdo Novamente, se | e ry sao a raizes da equacao, entao
% = 2. Logo, 11 = ——ter2 =35 L4 t,ondet = (ro —r1)/2. O

produto das raizes é riro = —1, ou seja, (% — t) (% + t) = —1. Assim,

}1 —t?=—-let’ =1 -I—% = ?1. Portanto, t = j:\/TS, de onde segue
queﬁ:%—‘é:%[ 2:%+\/75:%5.Logo,asraizesda
equacao sao

1-+/5 1++5

2 T

O método ainda funciona no caso em que a equacao tem raizes
iguais. Vejamos um exemplo.

m\ g0 }
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Exercicio 3.15 Resolva a equacio quadratica 2z? — 12z + 18 = 0
usando o método do ponto médio.

\\*}‘3‘\

Solucdo. Vamos repetir o que fizemos nos exercicios anteriores.
Sejam r1 e ro as raizes procuradas. Temos 11 4+ rg = —(2—12) =6e
% =3. Logo,r1 =3—tery =3+t Deriro= % =9, segue que
(3—1)(3+1t) =9, ou seja, 9 —t2 =9 e t = 0. Neste caso, entdo, temos
que 71 = 9 = 3, OU seja, a equacao possui apenas uma raiz real. W

Mesmo quando a equag¢do nao tem raizes reais, o método do ponto
médio pode nos dar essa informagao. Vejamos o exercicio a seguir.

Exercicio 3.16 Resolva a equacido quadratica 22 4+ z + 1 = 0 usando
o método do ponto médio.

\‘&‘t\\

“» Solucdo. Suponha que 71 e 75 sdo as raizes da equacdo. Entdo,

ri+re 1
1—22 = —3 e, portanto,

1=-1/2—t e ro=—-1/2+1t, onde, t = (ra —71)/2 € R.

De riry = 1, segue que

Logo L_2=1et?= 1 -1=-3 3 < 0, o que é uma contradicao, ou
seja, 1sso nao pode ocorrer para t real, o que significa que a equacao
dada ndo admite raizes reais. |

Finalmente, vamos obter a férmula (3.6) usando o método do ponto
médio.
Exercicio 3.17 Use o método do ponto médio para resolver a equagao

quadrética geral az?+bx+c = 0, com a # 0, e encontrar novamente
a féormula (3.6).

“x Solucdo. Temos 11 + 1y = —g, logo % = —%. Assim,
b ro —"1
rn=—-——t e rp=——+t, onde, t = .
T 2 7 20 ’ 2
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De 7179 = £ segue que

(3 (2 t) =
2a 2a a’

ou seja,

2 = i _¢
402 a
o que da
2 b? — dac
4a2
Portanto,
P b* — dac
2a

e as raizes sdo dadas por

—b b2 —4ac b N b2 — 4dac
T T 2a ¢ 2 2a ’

que é exatamente o que nos fornece a férmula (3.6). |

Em alguns problemas, os coeficientes da equagdo quadratica tam-
bém precisam ser encontrados, sob certas condigoes dadas. Vejamos
os Exercicios 3.18 e 3.19 a seguir.

Exercicio 3.18 Admita que a equagio
42 — dmax +8m = 15

tem uma Unica raiz real r. Entdo, os possiveis valores para r +m
sao

(a) 3 eb.
(b) 3/2e5/2.
(c) 9/2 e15/2.

=1 Avalaco } .
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I (d) 11/2 e 13/2.

A

\z;\‘("\‘\\

Solucdo. Primeiro, devemos encontrar os possiveis valores para
m. Para que a equacido dada tenha uma tnica raiz real, devemos
ter A = 0. Isso nos fornece uma equacao quadratica na incégnita m:
A = (4m)? —4-4-(8m — 15) = 0, ou seja, 16m? — 16(8m — 15) = 0.
dividindo por 16, obtemos m? — 8m + 15 = 0. Resolvendo esta tltima
equacao, encontramos

 8+,/(-8)Z—4-15 842
_ ; _

2 )

logo m = 3 ou m = 5.

Se m = 3, entdo a equacido dada toma a forma 42? — 122 4+ 9 =0,
ou seja, (22 —3)? = 0, o que implica, neste caso, que a raiz da equacio
ér = % Assim, neste caso, a soma r +m é igual a % +3 = %.

Se m = 5, entdo a equacio dada se transforma em 422 —202+25 = 0,
que é equivalente a (22 —5)? = 0. Assim, neste caso, a raiz da equacio
ér:geasomar+méigualag+5=175.

Portanto, a resposta correta é a do item (c). [ |

Exercicio 3.19 Determine a condicao sobre os niimeros reais a e b
para que a equagao

(a® +b*)2? — dabx + (a®> +b*) =0
tenha raizes reais. Esta equagdo pode ter duas raizes reais distintas?

@\

“» Solucdo. Primeiro, devemos observar que a e b ndo podem ser
iguais a zero simultaneamente, pois isso implicaria a?+b>=0ea
equacao nao seria quadratica.
Vamos calcular o discriminante da equagao:
A = (—4ab)?* — 4(a® + b*)(a® + b?) = 16a*b* — 4(a® + b*)?
=—4 ((a2 +v?)% — 4a2b2> = —4(a* + 2a%0 + b* — 4a%V?)
= —4(a* — 2a%0* + b*) = —4(a® - v?)%

m\u.« Ko L - = -
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Como o quadrado de um ntimero real é sempre maior que ou igual a
zero, temos que (a? — b?)? > 0, logo A = —4(a? — v?)?

Como A nunca é positivo, a equagdo dada ndo pode ter duas raizes
reais distintas. A tnica possibilidade para que esta equacao tenha
raizes reais é que A seja igual a zero, o que ocorre se, e somente se,
a’? = b?, ou seja, |a|] = |b|. Assim, a condigdo para que a equacio
dada tenha raizes reais é que a e b nao sejam ambos nulos e tenham
o mesmo valor absoluto. Neste caso, a equagao tem uma unica raiz
real. |

3.1.1 - Equagoes biquadrdticas e equacgoes reciprocas

Se uma equacao é dada por um polinémio de grau 4 que ndo tem
termos de grau impar, podemos resolvé-la combinando duas equacoes
quadraticas. Mais precisamente, se for dada uma equagao

az* + bz’ +¢c=0, (3.9)

2

podemos substituir a incégnita xz por y = x° — técnica conhecida

como mudanga de varidavel, de modo que
ay? + by +c=0. (3.10)

A equagao (3.10) é quadratica e, assim, podemos aplicar os métodos
que estamos estudando, para obtermos, em existindo, as raizes dessa
equagdo: y1 e Y2, que podem ser iguais. Cada uma delas d4 origem a
uma nova equacio quadratica incompleta: 2% = y; e 22 = y», das quais

extraimos as raizes da equacao original. Vejamos alguns exemplos.

Exercicio 3.20 As solucdes reais da equacdo z* — 1322 + 36 = 0 sdo

. Solucdo. Escrevendo y = 22, a equacio dada pode ser reescrita
como

y? — 13y + 36 = 0. (3.11)

XK MV
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Podemos usar (3.6) para resolver essa ultima equacdo, obtendo
_13+£4/(-13)2—-4-36 1345
B 2 2

Assim, as solugoes da equagdo (3.11) stoy =4 e y = 9. Voltando a
variavel x, obtemos z? = 4 ou 22 = 9. Logo, as solucdes da equacio
dada sdo —2, 2, —3 e 3. Logo, a resposta do item (d) é a correta. W

Em geral, uma equacao do tipo az* + bz +¢c=0,coma, bec
numeros reais, e a # 0, é chamada equagao biquadratica. Numa
equagao biquadratica, os termos tém grau par e o maior grau é quatro.
Equacoes desse tipo podem ser resolvidas usando-se a técnica de
mudanca de varidavel do Exercicio 3.20. Vejamos outro exemplo.

I Exercicio 3.21 Resolva a equacdo z* — 1022 +1 = 0.

2. Solucdo. Assim como no Exemplo 3.20, podemos fazer a substi-
tuicdo y = x2, o que transforma a equacio dada em

y? — 10y +1 = 0. (3.12)
Resolvendo esta tltima equagao, obtemos

_ 101\/(—10)?—4= 10i4\/€=5:|:2\/6
2 2 ‘

Como 2,4 < v6 < 2,5, conforme o Exercicio 2.26, temos que 4,8 <
2\/_ 6 < 5, logo 5—2v6 e 5+ 216 sdo positivos. Dessa forma, z? =
— 26 e 22 = 5 + 2V/6 fornecem as quatro raizes da equacao inicial:

z==+1/5-2V6ouz==+\/5+2/6 |

Observacdo 3.3 No Exercicio 2.2 da Secdo 2.1, vimos que r = /2 +
v/3 néo é um nimero racional, verificando que r é raiz da equacio
biquadratica z* — 1022 + 1 = 0, exatamente a que consideramos no
Exercicio 3.21 acima. Na Observacao 2.2 prometemos verificar a
irracionalidade do niimero r de outra forma, e faremos isso aqui.
Observemos que /2 + v/3 > 2, logo, dentre as quatro raizes de

z*—102241 = 0 a tnica que pode ser igual a v/2++/3 é /5 + 21/6,

S, - S
m\u.« K A i
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e, de fato,

VE+ V3= (V2+V3)2 =2+ 2v2v3 +3 = /5 +2V6.

Suponha, agora, que V2 + V3 =1 = %, com p e ¢ inteiros. Entao
2
g =1/5 + 2v/6. Elevando ao quadrado, obtemos % =5+ 26, ou

seja, V6 = 5‘1—;7}%2 seria racional. Mas ja sabemos que /6 nao é
racional, porque a raiz quadrada de um niimero inteiro sé é racional
se esse inteiro for um quadrado perfeito, o que nao é o caso de 6.
Isso demonstra que v/2 4+ v/3 é irracional.

Uma equacao de grau 4 é chamada reciproca de primeira espé-
cie, se for do tipo

az* +ba® 4+ cx? +br +a =0, com a # 0. (3.13)

ou seja, se os coeficientes “equidistantes do centro” sdo iguais.
Para resolvermos uma equagio desse tipo, notemos, primeiro, que
0 ndo é raiz da equacdo 3.13, pois, com x = 0, temos

art +b2d + e +br+a=a-0"+b-04¢-02+b-0+a=a#0.

Logo, se x é raiz da equacdo, entdo, x # 0 e dividindo por x2, obtemos
b a
ar® +br+c+ -+ — =0,
x oz

0 que, a principio, parace ndao ser um caminho muito tutil na busca de
uma solugdo. No entanto, podemos escrever

1 1
a<x2+—2>+b(x+—)+c=0.
o i

Se escrevermos y = x + %, entao

1

2 1)? 2 1 2, 1
Yy =|lz+—-| =2"4+2-2-—+ 5 =2"+—5 +2.
x x  a? x?

Logo, =2 + ;lg = y? — 2. Entdo, podemos escrever a equacio em y:

a(y2—2)+by+c:O,

N
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ou seja,
ay® + by + (¢ — 2a) = 0,

que é uma equacgao quadratica. Uma vez resolvida esta equacao,
encontramos, se existirem, duas raizes reais y; e y2, que podem ser
iguais. Para encontrarmos as raizes da equagao original, escrevemos
T+ % =y ouzx+ % = y9. Essa duas igualdades dao origem a duas
novas equagoes quadraticas que, uma vez resolvidas, fornecem as raizes
da equagao inicial. Vejamos um exemplo.

Exercicio 3.22 As raizes da equacio 6x* — 3523 46222 — 35246 = 0
sao

)

) 1/2 e 2.
(c) 1/3 e 3.

)

&\

©

» Solucdo. Dividindo a equacdo inicial por x2, obtemos

35 6

6x2—35m+62——+—2=0.
X X

Seguindo os passos delineados anteriormente, podemos escrever a
equacao na forma

1 1
6<x2+—2> — 35 <m+—> +62=0.
x x
Fazendo y = = + %, temos, como antes, z2 + ;1; =42 — 2. Assim, a
ultima equagao acima é equivlante a
6(y* —2) — 35y + 62 =0,

ou seja,
6y — 35y + 50 = 0. (3.14)

Vamos, agora, resolver a equagao (3.14) para encontrarmos os possiveis
valores de y. O discriminante dessa equagao é

35+5
A= (=35)%—4-6-50 = 1225 — 1200 = 25 e, assim, y = ———,

= AvAuA§io } )
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ou seja, as raizes de (3.14) sdo

35-5 30 5 3545 40 10

M= T2 T

2 12 3

Vamos, agora, usar a identidade x-l—% = y, substituindo y pelos dois
valores encontrados para encontrarmos as raizes da equagao inicial.

Fazendo y = 2, obtemos = —|— == , que é equivalente a

222 — bxr +2 = 0. (3.15)
O discriminante de (3.15) é A = (=5)2 —4-2.2 =25 —16 = 9. Logo,
as suas raizes sdo x] = 543 % e .’L'2 = 51—3 =2.

Fazendo y = 13—0, obtemos x + 5 = g, que pode ser reescrita como
322 — 10z +3 = 0. (3.16)

O discriminante de (3.16) é A = (=10)2 —4-3-3 = 100 — 36 = 64,
logo as suas raizes sdo r3 = % :1,) exy = 10; 8 — 3.
Portanto, as raizes da equagdo dada sdo x1 = %, To =2, T3 =

e
x4 = 3. Portanto, a resposta correta é a do item (d). [ |

W=

Uma equagdo de grau 4 é chamada reciproca de segunda espé-
cie, se for do tipo

azt + bz + cax? —br —a =0, com a # 0. (3.17)

ou seja, se os coeficientes “equidistantes do centro” sdo opostos, ou
seja, tém mesmo valor absoluto e sinais contrarios.

Vamos exibir um método de solugdo para o caso em que o coeficiente
central ¢, isto é, o do termo de grau 2, é zero. Neste caso, a equacao
reciproca toma a forma

azxt + ba® —br —a = 0. (3.18)
Podemos observar que, —1 e 1 sdo raizes da equagdo (3.18), porque

a(£1)* +b(£1)? —b(£1) —a=a+bFb—a = 0. Outra maneira de
perceber que —1 e 1 sdo raizes da equacao é notar que a expressao

m te } 3. o
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ax* + bx® — bxr — a pode ser fatorada, da seguinte maneira. Observe
que

azxt +ba® —br —a = a(x* -

1) + bx(x? — 1)
= a(x? —1)(2® + 1) + bx(z? — 1)
= (2% = D)(a(x® + 1) + bx)
= (2? = 1)(az® 4 bx + a).
Assim, a equagdo (3.18) é equivalente a

(% —1)(az® + bz +a) = 0, (3.19)

que, por sua vez, é equivalente a 22 — 1 = 0 ou az? + bz + a = 0. Isso
nos permite resolver a equagao (3.18).

I Exercicio 3.23 Resolva a equagio 2z* — 523 + 5z — 2 = 0.
2. Solucdo. Esta é uma equacdo reciproca de segundo tipo. Se-
guindo os passos que exibimos acima, vamos fatorar a expressao algé-
brica da equagao:

— 5% 452 — 2 =2(2% — 1) — 5z(2? — 1)
=2(z> - 1)(2® +1) — 5z(2® — 1)
= (2* = 1)(2(2® + 1) - 52)
= (22 - 1)(22° — 5z + 2).

Assim, obteremos a equagao equivalente
(% —1)(22% — 5z +2) = 0.

Um ntmero real é raiz da equagao acima se, e somente se, é raiz da
equacdo 22 — 1 = 0 ou da equacdo 222 — 5z + 2 = 0. As raizes de

22—1=0s80x; = —1exy =1. Asraizes da equagéo 222 —5x+2=0
sdo dadas por x = %, ou seja, sdo T3 = 5 e x4 = 2. Portanto, a

equagao original dada possui quatro raizes reais: —1, 1, 1/2e2. W

Notemos que as raizes da equagdo do Exercicio 3.23 que nao sao
—1 ou 1, sdo inversas uma da outra: 1/2 e 2. Esse é um fato geral.

=1 Avalaco } )
[MsaE.| $sISEDU




Exercicio 3.24 Verifique que, se a equacao (3.18) admite quatro
raizes reais, entdo elas sdo —1, 1, 7 e 1/r, para algum r € R diferente
de zero.

“ Solucdo. Observando a forma fatorada da equagio, (3.19), con-
cluimos que uma raiz de (3.18) que nao é —1 ou 1, tem que ser raiz
da equacdo quadritica ax® + bx +a = 0. Se essa equacdao admite
raizes reais (possivelmente iguais) r e r/, pelas relagoes de Viete, temos

/

—_a _ r_ 1
rr' =2 =1,logor = -. |

DY

Algumas equagoes que nao sdo, a principio, equagoes quadraticas,
podem ser reduzidas por simplificacdo algébrica, a equagoes desse tipo.
Vejamos alguns exemplos.

Exercicio 3.25 Resolva a equacio

G\ = . ~
“» Solucdo. Para que os denominadores nao se anulem, devemos ter

x # 4. A equagdo dada é equivalente a x(zx — 4) = 2(4 — x), isto é,
z(x —4) = —2(z —4). Como = # 4, temos = — 4 # 0, logo, podemos
cancelar © — 4 para obtermos r = —2. |

\\\\\\

Exercicio 3.26 Resolva a equacio

4_|_9
z+7 x+3

2. Solucdo. Novamente, para que os denominadores nio sejam nulos,
devemos ter x # —7 e © # —3. Multiplicando a equacado dada por
(x +7)(x + 3), obtemos

4x+3)+9(z+7) = (x+3)(x+7).
Operando algebricamente, temos

4o + 12 + 9z 4 63 = 22 4+ 10z + 21,

} .
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ou seja,
z? — 3z —54=0.

O discriminante dessa equagdo é A = (—3)? — 4(—54) = 9+ 216 = 225.

Assim,
_ —(=3)+Vv225 3+15
B 2 2
Logo, as raizes da equagdo dada sdo 1 = —6 e z2 = 9. |

Exercicio 3.27 Resolva a equagio

NS D B
r z+1 z+2 zx+3

@ Solucdo. Novamente, para que os denominadores nao se anulem,
devemos ter = ¢ {—3, —2, — 1, 0}. Multiplicando a equagao dada
por z(z + 1)(z + 2)(z + 3), obtemos

(x4+1)(x4+2)(x+3)+z(z+2)(z+3) = z(z+1)(z+3)+z(z+1)(x+2).

Vamos simplificar esta tltima equagao:

(22 4324+2)(z+3)+z(z® +52+6) = z(2® + 4z +3) + x(2> + 32 +2).

Simplificando mais um pouco,

2543224 254 B2 9r+64 278 +522+61 = 27 +4a>+ 30+ 25 + 302+ 2%

Ap0és este cancelamento e simplificando os termos semelhantes, obtemos
2% — 122 — 6 = 0.

Calculemos o discriminante: A = (—12)% — 4(—6) = 144 + 24 = 168.
Assim,

12+ 41 12 + 2+/42
T = 5 68 = > =6+ v42.
Portanto, as raizes da equacao dada sao

1 =6—vV42 e z9 =6+ V42.

€3 MV < —~ 2
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Exercicio 3.28 Resolva a equacédo

z+3 1_x+2
x4+ 2 41

.
N

2+ Solucdo. Os denominadores ndo podem ser iguais a zero, logo
x#—2ex#—1.
Multiplicando a equagao por (z + 2)(x + 1), obtemos

(z+3)(z+1)+(xz+2)(z+1)=(z+2)(x +2),
que pode ser simplificada para
DR A 432?430 42 = 22+ dr 4,
isto é,
2 +3z+1=0.
Esta equacdo quadratica tem discriminante A =32 —4-1 = 5. Assim,

—3++5
r=——"

2
e as raizes da equacao dada sdo x1 = —35\/5 e Xy = —345\/5' n
Exercicio 3.29 Resolva a equacio
96 22
A2 +1=0.

“. Solucdo. Para que os denominadores nio se anulem, devemos ter
x # 0. Multiplicando a equacio por z*, obtemos

96 — 2227 + 2! = 0.

Esta é uma equacio biquadratica. Fazendo y = 22, obtemos
y? — 22y + 96 = 0.

Calculando o discriminante temos

A = (—22)% —4-96 = 484 — 384 = 100.

Emacio } ‘ m s
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Assim,
22100 22£10
N 2 2

Logo, as raizes da equagio quadratica sao

=11+5.

y1=11-5=6 e y2 =11+5=16.

De 22 = y1 = 6, obtemos as raizes 1 = —v6 e x9 = V6. De

2?2 = yy = 16, obtemos outras duas raizes: z3 = —4 e x4 = 4.

Portanto, as raizes da equacio biquadrética sdo —v6, V6, —4e 4. N

Exercicio 3.30 Resolva a equacio
(x+3)*—2x+3)2-24=0.

@4 Solucdo. Fazendo y = (x + 3)? e observando que a equacio dada
¢é equivalente a

[(z+3)%° -2z +3)2—-24=0,
obtemos a equacdo quadratica
y? — 2y —24=0.
Esta equacgdo tem discriminante A = (—2)% — 4(—24) = 4 + 96 = 100.

Logo,
—(-2)£v100 2+10

= =1+£5.
2 2
Assim, temos duas opgées para y: yy =1 —5=—1leyo =1+ 5 =6.
A equagdo (z + 3)? = —4 ndo tem solugdes reais, porque (x + 3)?,

sendo o quadrado de um ntmero real, ndo pode ser negativo. A
equacio (z + 3)? = 6 é equivalente a x + 3 = ++/6, logo, tem duas
raizes: 1 = —3 — /6 e 9 = —3 4+ /6. Assim, as raizes da primeira
equacao dada sdo x1 = —3 — V6 e 9 = =3+ /6. [ |
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Exercicio 3.31 Resolva a equacéo
(z® —1) + (#® + 5z — 6) = 0.
“« Solucdo. Fagamos, primeiro, uma fatoragio da expressdo algé-
brica. A diferenca z3 — 1 = 2% — 13 é um produto notavel e, assim,
podemos escrever 22 —1 = (x —1)(2? + 2z +1). A expressio 22+ 5z —6

também pode ser fatorada. Basta que encontremos as raizes da equagao
correspondente: x? + 5z — 6 = 0. Essas raizes sdo dadas por

L BV A6 _ 5+
- > = .

2

O

Sao, portanto, 1 = %‘7 =—06exy = # = 1. Isso nos permite,

enfim, fatorar a expressio #2+51x—6 = (v —z1) (v —x2) = (x+6)(z—1).
Voltando & equacdo original, apds a fatoracdo, temos

(x—1)(@*+2+1)+ (2 +6)(z—1)=0.
Colocando = — 1 em evidéncia, obtemos
(z—1D(z®+zx+14+2+6)=0,

ou seja,
(z—1)(2*+224+7) =0

o que é equivalente a x —1 = 0 ou 2 +22+7 = 0. Esta tltima equacio
nao admite raizes reais, pois seu discriminante é A = 4—28 = —26 < 0.
Assim, a tnica raiz real da equacdo inicial é z; = 1. |

Exercicio 3.32 Resolva a equacio

2725 + 262° — 1 = 0.

2\

2. Solucdo. Fazendo a substituicio y = x3, a equagdo dada pode
ser reescrita como uma equacao quadratica:

27y% + 26y — 1 = 0.
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O discriminante desta equagao ¢é
A =26%—4-27-(—1) = 676 + 108 = 784 = 282

Assim, os possiveis valores de y sao

_—26—28__%__1 26428 R _ 1
W= Toor T e ST oo TRoar T ar
Lembrando que y = 23, os dois valores de y encontrados acima,
fornecem dois possiveis valores para z: o3 = —1, ou seja, 11 = —1 e
T3 = %, ou seja, o = % Assim, —1 e % sdo as duas raizes reais da
equacao dada. |

3.2 - Inequagoes quadraticas

Se a, b e ¢ sdo numeros reais e a # 0, uma expressao do tipo
azr’ +br+c>0 (3.20)

é chamada inequagao quadratica. O sinal de desigualdade “>” pode
ser substituido por “<”, “>" ou “<”.

Em uma inequacdo, como (3.20), queremos encontrar todos os
nameros reais que, colocados no lugar de x, tornam a desigualdade
verdadeira. Podemos fazer isso se soubermos como o sinal da expressao
quadratica y = az? + bx + ¢ varia, de acordo com a variacio de x.
Vejamos um exemplo.

Exercicio 3.33 Para cada x real, vamos determinar um y real, que
depende de x de acordo com a relagao

y=z>—4z+3.
(1) Encontre os valores de x que fazem y ser igual a zero.

(2) Para cada z € {—4, —2,—1,0,1/2,1,3/2,2,3,4,5,6}, encontre
o valor respectivo de y.

=) AVALIAGAO CK MV - = Py
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2. Solucdo. (1) Os valores de = para os quais y é igual a zero sdo

as raizes da equacdo z? — 4z + 3 = 0, ou seja,

4-4 4+ V4
= 2 :167“2: 2 =

O

1 3.

(2) Vamos colocar em uma tabela os valores de z e os valores respectivos
de y:

x|—4|-2|-1|0[1/2|1| 3/2 | 2 |3]|4|5]| 6
y|35| 11| 8 |3|5/4|0|—-3/4|—-1|0]3|8]|15

Examinando a tabela na solu¢do do Exercicio 3.33 acima, vemos
que os valores que y assume entre as raizes da equacio x> —4x+3 =0
sdo negativos. A esquerda e & direita dessas raizes, os valores de y sdo
positivos. Vejamos porque isso acontece.

Suponha que y = ax? + bx + ¢ e que, como no Exercicio 3.33, a > 0
e A > 0, ou seja, a equacdo ax? + bxr + ¢ = 0 tem duas raizes reais
distintas r1 e r9, com 7| < ro.

Usando a fatoragao (3.7) da Observagao 3.2, podemos escrever a
relacdo entre x e y na forma

y=a(z—ry)(x—re). (3.21)

Como estamos supondo que a > 0, o sinal de y vai ser igual ao sinal
de (x — r1)(x — r2). Neste caso, lembrando que 1 < 79,

e sex <1y <7T9,entdoxr —r; <0ex—1ry <0. Logo,
(x—ri)(x—r2) >0 e y=a(z—mr)(z—ry) é positivo.
e Sery <z <ry,entdox—1r1 >0ex—1y <0. Logo,
(x —ri)(x—1r2) <0 e y=a(zx—r1)(zr —r2) é negativo.
e Sery<ro<uz,entdor —r1 >0ex— 19 > 0. Logo,

(x—ri)(x—r2) >0 e y=a(zx—r)(z—r2) é positivo.

N
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Esta situacgdo pode ser representada na reta real como na Figura 3.2
a seguir. Escrevemos os sinais “4” ou “—” sobre um intervalo, para
indicar se a expressdo quadratica y = ax®+ bz +c é positiva ou negativa
para x pertencente a esse intervalo.

+ — +

1 2

Figura 3.2: variacdo do sinal de y = az? + bz 4+ ¢, coma > 0e A > 0.

No caso em que 11 = ry = r, isto é, A = 0, temos
y=a(x—r)(z—re) =alx—1r)2>0.
Assim, y é positivo exceto em x = r, onde y = 0. Esta situacdo pode

ser representada na reta real como na Figura 3.3.

- -

Figura 3.3: variacdo do sinal de y = az® 4+ bx 4+ ¢, coma > 0e A = 0.

Quando o coeficiente a é negativo, os sinais se invertem. Vejamos
um exemplo no exercicio a seguir.

Exercicio 3.34 Para cada nimero real z, consideremos o niimero
real y, dado por

y:—x2+8$—15.

(1) Encontre os valores de & que fazem y ser igual a zero.
(2) Encontre os valores de x que fazem y ser positivo.
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2. Solucdo. (1) Os ntimeros procurados sdo as rafzes da equacgio

—$2+8:U—15:0,queséor1=#‘52=36T2=#§2:5.

KO

(2) A construgao de uma tabela, como no Exercicio 3.33, pode ajudar,
mas podemos usar os argumentos desenvolvidos nos paragrafos acima
para resolvermos este problema. Primeiro, usando a identidade (3.21),
vemos que

Yy = —($ - 3)((11' - 5)7

onde a = —1. Agora, se x < 3, entdo x também é menor que 5, logo
x—3<0exz—>5<0. Sendo ambos negativos, seu produto é positivo:
(x —3)(x —5) >0 e, assim, y = —(z — 3)(x —5) < 0. Portanto, os
nimeros reais menores que ou iguais a 3 nao fazem y ser positivo,
lembrando que, se x = 3, entao y = 0.

Da mesma forma, se x > 5, entdo x também é maior que 3, logo
r—3>0ex—5> 0. Portanto, (z — 3)(x — 5) > 0 e, assim,
y = —(x —3)(x —5) < 0. Dai, se x é maior que ou igual a 5, entao y
néo é positivo.

Finalmente, se 3 < x < 5, entdo xr —3 >0ex —5 < 0 e, como
tém sinais contrarios, o seu produto (x — 3)(z — 5) é negativo. Logo,
y = —(x — 3)(z — 5) > 0. Portanto, y é positivo se, e somente se,
3 < x < 5, ou seja, = pertence ao intervalo aberto (3,5). |

Em geral, quando a < 0, temos a situacao inversa daquela em que
a > 0. Mais especificamente, o sinal de y, dado como em (3.21), é
contrario ao sinal de (z — r1)(x — r2). Assim,
e sex <71y <rg,entdox —1r; <0ex—re <0, 0 queimplica que
(x—=r)(x—1r2) >0 e y=a(x—r)(x—ry) é negativo.
e Sery <z <rg,entdox—1ry >0ex—1y <0. Logo,
(x—ri)(x—r2) <0 e y=a(zx—r)(z—r2) é positivo.
e Sery <ro <z, entdox—ry >0ex—1ry>0. Logo,

(x—=r)(x—1ry) >0 e y=a(x—r)(x—ry) é negativo.
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Assim como na caso anterior, esta situacdo pode ser representada
na reta real como na Figura 3.4 a seguir. Escrevemos os sinais “+”
ou “—” sobre um intervalo, para indicar se a expressao quadratica
Yy = ax® 4+ bx + ¢ é positiva ou negativa para x pertencente a esse
intervalo. Note que as posicoes dos sinais sdo invertidas, em relacao a

reta real da Figura 3.2.

1 T2

Figura 3.4: variacdo do sinal de y = az? +bx 4+ ¢, coma < 0e A > 0.

No caso em que A = 0, ou seja, r1 = r9 = r, temos
(x—r)(x—79) = (x—7)>>0

e, como a < 0, y = a(z —r1)(x —12) = a(xr —7r)2 < 0. Assim y
é negativo exceto em x = r, onde y = 0. Esta situacdo pode ser
representada na reta real como na Figura 3.5.

Figura 3.5: variacdo do sinal de y = az? 4+ bx 4+ ¢, coma < 0e A = 0.

O Exercicios e comentarios acima esclarecem como varia o sinal de
uma expressao quadratica y = ax? 4 bx + ¢, nos casos em que A > 0.
Resta verificar o que ocorre quando A < 0. Neste caso, sabemos que a
equacao ax? +bx+c = 0 nio tem raizes reais. Logo, ndo podemos usar
a fatoracdo 3.21. Assim, é conveniente expressarmos y = ax? + bx + ¢
na forma canoénica

b\* A
y—u(:ﬂ—i—%) 1 (3.22)
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a CIENTISTA CHEFE MV ‘E:Eﬁ%ﬁ% @ S«Fm'ﬁgr&

Foucacao Loy e A, el N T GOy RN e <o

AsseDU ¢

DO ENSINO MEDIO




Em casos particulares, podemos fazer isso completando quadrados.
vejamos isso em um exemplo.

Exercicio 3.35 Determine o intervalo da reta real onde a expressio
quadrética
y=x2—4z+5

¢é positiva.

@+ Solucdo. De inicio, veja que a equacio 22 —4x+5 = 0 ndo admite

raizes reais, pois seu discriminante A é negativo:

O

A=(-4)?-4-1-5=16-20=—-4<0.

Podemos escrever y = 22 —4z+4+1 = (z—2)?+1. Como (z—2)*> >0
para cada x real, temos que y = (z —2)2 4+ 1 > 1, logo é positivo, para
cada x real.

Isso significa que a expressao y = x2 — 4z + 5 é sempre positiva.
Logo, o intervalo onde essa expressao é positiva é (—oo,+o00) =R. W

Voltando & expressao (3.22), se A <0ea >0, entdo —A >0 e

= (+b)2 2 _ <+b>2+_A> 220
g -\ 2a 4da —  4da

para cada z real.
No caso em que A <0 e a < 0, temos

= <+b)2 S _ <+b>2+_A< 2 o
y=a\r 2a a—a:c 2a 4a —  4da

para cada z real.

Vamos resumir, na tabela a seguir, todas as informagoes sobre
a variacdo de sinal da expressao quadratica y = ax? + bz + ¢, com
abc€eR, a#0, A=0b*>—4acer; <ro, onde r; e ry 530 as raizes de
ax?® + bx + ¢ no caso em que A > 0.

\ Ko
:{éa CIENTISTA CHEFE
) *

foucacio




___ P01 560032

A a y=20 y>0 y <0
a>0 r<riouxr>ry r<x<ry
A>0 T=T10Ux="9
a<0 rm<x<ry |xr<riouzx>ry
a>0 TETLI=T Nunca
A=0 T=7r] =79 ki 2
a<0 Nunca TFETI =19
a>0 Nunca Sempre
A<O Nunca p
a<0 Sempre Nunca

Exercicio 3.36 O conjunto soluc¢ao da inequacio

—2? 44 —4>0

(e

—~
24

=
o #
—

9}

—
(¢
—
=

=
S

@ Solucdo. A expressio y = —a? +4a —4 = —(2? — 4z +4) é igual
a —1 multiplicado pelo quadrado z? — 4z + 4 = (z — 2)2 > 0. Assim,
y = —(z — 2)? <0, para qualquer z real. Se x = 2, entdo y = 0. Se
x # 2, entdo y < 0. Assim, a inequacao dada é satisfeita apenas se
x = 2. Portanto, o conjunto solugdo da inequagao dada é {2} e, assim,
a resposta correta é a do item (b). [

Vejamos mais alguns problemas envolvendo inequagoes quadraticas.

Exercicio 3.37 Algum ntmero negativo pode ser solu¢ao da inequa-
cdo 5z — 8z + 3 < 222 4 4z + 57

@4 Solucdo. Passando os termos para o primeiro membro, obtemos

322 — 122 — 2 < 0.
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As raizes de 322 — 122 — 2 séo
124 /(122 —4-3-(=2) 12+ /144 + 24
2.3 N 6
1243168 12 £24/42

6 6
 6+42
T3

Como o discriminante A = 168 > 0 e o coeficiente do termo de grau

2é6a=3>0,a expressio 3z2 — 12z — 2 é negativa para = entre

G_T VA2 oy = (H'T V42, ou seja, o conjunto solugdo da inequacao

6—1/42 6+\/42>
3 3 :

=
dada é o intervalo aberto I = (

A pergunta feita no enunciado é se algum nimero negativo pode
ser solucdo da inequacao dada, o que é equivalente a perguntar se,
no intervalo I existem nimeros negativos. Como 36 < 42, temos
6 = /36 < V42, logoﬁ—\/@<06r1 =6J3@ < 0. Isso significa
que o extremo esquerdo do intervalo I estd a esquerda de 0, logo
existem ntimeros negativos em I. De modo mais preciso, os nimeros

do intervalo I = (6_:; 42,0), sdo os nimeros negativos que pertencem

ao conjunto solucdo da inequacdo 5z — 8z + 3 < 222 + 4z + 5.
|

I Exercicio 3.38 Resolva a inequacio (22 — 6z + 5)(z2 — 62 + 8) < 0.

&\

2. Solucdo. As raizes da expressdo 22 — 6z +5sdor; =1 e ry = 5.
As raizes da expressao 22 — 6z + 8 sdo 51 = 2 e s9 = 4. Nos dois casos,
A>0ea>0.

Para que o produto das duas expressdes quadraticas seja negativo,
essas expressoes devem ter sinais contrarios. Assim, temos os seguintes
dois casos.

QO

Caso 1:
2 —6x+5<0 (1)
2 —6z+4>0 (2

N
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Caso 2:

2 —6x+5>0 (3)
2?2 —6z+4<0 (4)

No caso 1, a inequagao (1) tem conjunto solugao S; = (1,5) e a
inequagao (2) tem conjunto solugao So = (—00,2)U(4,4+00). O conjunto
solugdo do sistema, no caso 1, é, portanto, S N Se = (1,2) U (4,5).

No caso 2, a inequagao (3) tem conjunto solu¢ao Ss = (—o0,1) U
(5,+00) e a inequacao (4) tem conjunto solugdo Sy = (2,4). O conjunto
solugdo do sistema, no caso 2, é, portanto, S3N Sy = <.

Assim, apenas o caso 1 contribui com solu¢des para a ineqacao
dada, isto é, a solucao da inequacao é dada pela uniao de intervalos
(1,2) U (4,5).

[ |

Exercicio 3.39 Sejam aj,az,b1,b2 quatro niimeros reais, com a? +
a3 # 0 e b3 + b3 #0.

(1) Verifique que

(a2 + a2)t? + 2(a1by + agby)t + (b2 4 b3)
= (art + b1)? + (agt +b2)> >0

para qualquer t € R. Ocorre a igualdade se, e somente se,
b1 ba

a2’
(2) Calcule o discriminante A da expressao quadratica

(a% + a%)tQ + 2(&11)1 + agbg)t + (b% + bg)

Use o item (a) para concluir que A < 0.

(3) Para aj, ag, by e by satisfazendo as condigoes do enunciado,
use o item (b) para concluir que é valida a desigualdade de
Cauchy:

|a1b1 + a2b2| < \/a% + a% 0 \/b% + b% (323)

@ Solucdo. (1) A soma de quadrados (at+by )%+ (agt-+bo)?, é maior
que ou igual a zero. A igualdade ocorre se, e somente se, a1t + by =0
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e agt +be =0 (veja o EXGI‘CICIO 2.17). Logo, ocorre a igualdade se, e
somente se, gl t = 22, Desenvolvendo essa soma, obtemos

ait? + 2a1bit + b7 + ajt® + 2asbot + b3
= (a% + a%)tQ + 2(a1b1 + agbg)t + (b% + b%)

(2) Observemos que o coeficiente que multiplica t2 na expressao qua-
dratica (a2 +a3)t? +2(a1by + agbo)t+ (b3 +b3), é a2 + a3, que é positivo.
Como sabemos que esta expressao é sempre maior que ou igual a zero,
o seu discriminante tem que ser A < 0. Caso contrario, ela teria duas
raizes reais distintas e mudaria de sinal. Calculando este discriminante,
temos
A = (2(a1by + agby)? — 4(a? + a2) (0% + b2) =
1 2)\b1 T 03

= 4 ((arby + asbs)? = (aF + a3) (63 + 13)) .
Como A < 0, concluimos que
(a1b1 + agb2)® — (af + a3) (b7 + b3) <0

ou seja,
(arby + agbz)? < (a2 + a) (b3 + b3).

Extraindo-se a raiz quadrada, obtemos a desigualdade (3.23), o que
responde ao item (3). [
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4 Introducao as fungoes quadraticas

4.1 - Propriedades bdsicas das funcoes quadrdaticas

Para resolvermos inequagoes quadraticas, na Se¢do 3.2, tivemos a
necessidade de estudar o sinal da expressio y = azx? + bz + ¢, onde x
varia livremente no conjunto R dos niimeros reais, e y depende de =,
nao podendo ser um numero real qualquer, mas sendo obtido a partir
de x por uma expressdo algébrica. Essa dependéncia de y em relagdo
a x é reforcada escrevendo-se y = f(x).

Exercicio 4.1 Suponha que y seja dado em funcéo de x pela expres-
sao y = f(x) = 2% — 3. Determine f(z), para = € {—2, — 1,0,1,2}.

@ Solucdo. Devemos substituir z pelos valores dados. Assim,

f(=2)=(-2?-3=4-3=1,

f-1)=(-1)?-3=1-3=-2,
f(0)=0*-3=-3,
fly=12-3=-2¢
f2)=2>-3=4-3=1.

Dizemos que y é dado em func¢do de x. A letra f representa uma
fungao e a expressao f(z) é o valor da funcdo para x real, que também
chamamos de imagem de z pela func¢do f. Escrevemos f: A — B
para esclarecer que os numeros x sao elementos de um conjunto A,
que chamamos de dominio e os valores de y = f(x) pertencem a um
conjunto B, que chamamos de contradominio.

Observagdo 4.1 Podemos interpretar uma funcdo como uma agao,
ou uma sequéncia de agoes, a serem realizadas sobre um ndmero,
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ou outro objeto. Por exemplo, quando escrevemos, no Exercicio 4.1,
que f(1) = —2, queremos dizer que a fun¢ao f transforma o nimero
1 no ntmero —2. Ela faz isso em dois passos. Primeiro, eleva-se
o namero ao quadrado: 12. Depois subtrai-se 3 desse quadrado:
12—3. O resultado dessa subtracdo é f(1). Em geral, ao escrevermos
f(x) = 22 — 3, estamos dizendo que esse processo, em dois passos,
deve ser feito para que, a partir de um ntmero real z, se obtenha a
sua imagem f(z).

Uma fungdo f: R — R, dada por
f(z) = az® 4 bx +c, (4.1)

onde a, b e ¢ s&o nimeros reais e a # 0, é chamada fungdo quadra-
tica. Neste capitulo, estudaremos as propriedades béasicas das fungoes
quadraticas. Também veremos que é possivel aplicar as fungdes qua-
dréaticas na solucdo de varios problemas interessantes.

Para estudarmos convenientemente a fungdo quadratica f, dada
em (4.1), vamos expressa-la de modo mais adequado:

b
f(x):axz—i-bx—i-c:a(xQ—i—g)—i-c

I
S
/N
8
[N}
_|_
)
8
&
S
_|_
AN
S8 M|®
S
~—
[ V)
|
AN
)
s:>|®
~_
no
N————
_|_
o

a

b\2 v?
_CL(‘T-}-%) —E—FC
_a<x+£>2_b2—4ac

2a 4q

Assim como no caso das equagbes quadraticas, conforme a Secdo 3.1,
pagina 72, a expressao A = b? — 4ac é chamada discriminante da
funcdo quadratica f. A expressao

flx)=a (x + i>2 A (4.2)

da

2a

¢é chamada forma canénica da funcao f.

== AVAI.IAgiO }
[, | RSISEDY v

\ Ko
a CIENTISTA CHEFE

.........




P. 107 Secdo 4.1

A forma candnica de uma funcdo quadratica permite que se chegue
a algumas conclusoes importantes sobre a fungdo. A primeira diz
respeito ao valor minimo, ou maximo, que essa fun¢do pode assumir.

Observacdo 4.2 Como o quadrado de um ntmero real nunca é

2
negativo, (m + %) > 0, para qualquer valor de x e é igual a zero

se, e somente se, x = —%. Temos duas situacoes possiveis:
(I) Se a > 0, entao

b2 b\? A _ —-A
a<93+2a> >0 e f(x) a(a:-i-?a) S I

qualquer que seja x € R. Assim, neste caso, a fungdo f assume
o valor minimo
b

?l_a quando = = ~on

(IT) Se a < 0, entao

b\’ b\ A —A
— <0 = — <
a<x+2a> <0 e f(x) a(m—i—za) <
qualquer que seja x € R. Assim, neste caso, a fungao f assume
o valor maximo
b

tl_a quando = = ~og"

Exercicio 4.2 Escreva cada fungdo f : R — R, dada abaixo, na
forma candnica. Em cada caso, decida se ha maximo ou minimo e
encontre esse valor extremo.

(1) f(z) = 2> — 6z +8.

(2) f(z)=—-2>+x+1.
(3) fla)=2*—z+ 5.

A
&

hS

A

S
W

» Solucdo. Colocaremos as fungdes na forma candnica.
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(1) Completando quadrados temos

f(x)=2®>—6x+8=2>—-2-2-34+3>-32438
= (z—-3)?—1.

Como (z — 3)2 > 0, temos que f(x) = (z —3)? —1 > —1. Assim, esta
fun¢ao atinge um valor minimo igual a —1.

Outra maneira de resolver o problema é aplicar diretamente as
condicoes (I) ou (II): coeficiente de 22 é a = 1 > 0, logo a funcdo
admite um valor minimo. Esse valor é dado por

f(—i>——é _b2—4ac__36—32__1
 da da 4

(2) Completando quadrados temos

1 1 1

f@) =~ o - = (P22 5+ -7-1)

2
Como (m — %) > 0, temos que

1\2 1\? 5 5
—lz—=] <0 =—|ax—= - < -,
(x 2> <0 e f(x) (a: 2) + 157
Assim, esta fungdo assume valor maximo %.

Outra forma de resolver o problema: o coeficiente de 22 é a =
—1 < 0, logo a fungao assume um valor maximo, dado por

4a 4a  4(-1) 4

f< b)_ A b2—4ac__1+4_5

(3) Neste caso,

f(:c)zacQ—a:+1:<x—%>2>0.

4

Logo, o valor minimo que ela atinge é 0.




Solugao alternativa: ¢ =1 > 0, logo a funcao admite um elemento

minimo . A
f <—%> = =0, pois A =0.

As observagoes acima nos permitem resolver problemas onde deve-
mos encontrar extremos para certas grandezas. Vejamos alguns desses
problemas.

Exercicio 4.3 Dentre todos os retangulos de perimetro 12cm, en-
contre o que tem maior area.

Q
x\‘)

» Solucdo. O perimetro de um retdngulo é a soma das medidas
de seus quatro lados. Se os lados do retdngulo medem z e y, entdo
seu perimetro é 2z + 2y, porque lados opostos tém a mesma medida.
Assim, 2z 4+ 2y = 12, ou seja, x +y = 6.

A 4rea do retdngulo de lados x e y é A = xy. Podemos substituir
y por 6 — x no produto xy, para obtermos a expressao da drea como
funcao de z: A(z) = z(6 — x), ou seja,

A(x) = —2* + 6.

Neste caso, como a = —1 < 0, a fungdo A(x) atinge o valor maximo
4 b
—— quando x = ——.
40 ¢ %

Temos b=6,c=0e A =b>—4dac=6>—4-(-1) 0= 36. Assim, o
valor maximo para a area A(zx) é

A 36
—_—_ —— = 9’
da — 4(—1)
que ocorre quando
b 6
S M T

Neste caso, y =6 —x = 6 — 3 = 3. Assim, as dimensdes do retdngulo
sdo x = 6cm e y = 6cm. Portanto, dentre os retangulos de perimetro
12¢m, o que tem maior drea € o quadrado de lado 3cm. |
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Observacdo 4.3 A solugao do Exercicio 4.3 pode ser adptada para
qualquer perimetro p onde, neste exercicio, p = 12. A concluséo
continua sendo a mesma: dentre os retangulos de mesmo perimetro,
o que tem maior drea € o quadrado.

Voltemos a aplicar as condi¢des de maximo ou minimo para uma
funcdo quadratica. Desta vez em um problema geométrico.

Exercicio 4.4 Dentre todos os retangulos inscritos em um quarto
de circulo, determine o que tem area maxima.

©

» Solucdo. Se um retdngulo de base x e altura y estd inscrito em
quarto de circulo de raio R, como na Figura 4.1, entao

2?4+ 9? = R% e, assim, y = VR2 — 22.

Logo, podemos escrever sua area como

u

=

A=zy=2VR?—12=+/R2%2— z*

T

Figura 4.1: um retangulo inscrito em um quarto de circulo.

A drea A(z) = vV R?x? — x* serd a maior possivel quando o radicando
R%z% — z* for méximo. Essa expressio pode ser escrita como

f(t) = R* —t*, onde t = 2°.
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Ou seja, a drea do retangulo € a raiz quadrada de uma funcdo quadrdtica
f, cuja varidvel t é quadrado de x.

Desse modo, A(x) serd o maior possivel quando f(¢) for o maior
possivel, sendo que f admite méaximo, pois o coeficiente de t2 é —1. O
maximo de f ocorre quando

22 2(—1)

t = —

)

bR R
2

ou seja, quando x = \/t = %. Neste caso, y = VR2 — 22 = \%. Isso
significa que a area serd maxima quando y = % =z, isto é, quando o
retdngulo inscrito for um quadrado. |

4.2 - Grdfico de uma funcdo quadrdtica

Nesta secao, estudaremos o grafico de uma funcao f : R — R, qua-
dratica, dada por f(z) = az? + bz + ¢, com a # 0. Primeiro, vamos
relembrar o que é o grafico de uma funcao.

Sabemos que os pontos do plano podem ser colocados em corres-
pondéncia com o conjunto dos pares ordenados de niimeros reais

R? =RxR = {(2,y) | z € Re y € R}. (4.3)

Assim como no caso da reta real, essa correspondéncia depende
de escolhas. Devemos escolher um ponto O, que chamamos de ori-
gem, e duas retas perpendiculares, concorrentes neste ponto O. As
duas retas sao colocadas em correspondéncia com os niimeros reais,
transformando-se em duas retas reais, ou dois eixos, com a mesma ori-
gem, um horizontal, orientado da esquerda para direita, e um vertical,
orientado de baixo para cima. Em geral, escolhe-se a mesma unidade
de medida em ambos os eixos. Feitas essas escolhas e estabelecida
a correspondéncia, chamamos o plano, e também o conjunto R?, de
plano cartesiano.

Um ponto do plano cartesiano passa a ser identificado com um
unico par ordenado de ntimeros reais. Na Figura 4.2, as projecoes do
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Y
A
2¢4------------- o
M

Figura 4.2: o ponto A = (3,2) no plano cartesiano.

ponto A sobre os eixos sdo os nimeros 3 e 2. Entdo, dizemos que 3 é
a abscissa de A e que 2 é a ordenada de A. Escrevemos A = (3,2)
para indicar a identificagdo do ponto A com o par ordenado (3,2). Os
numeros 3 e 2 sdo chamados coordenadas de A.

O gréfico de uma func¢ao f: R — R é o subconjunto

Gr(f) = {(zy) € R?* | y = f(2)} (4.4)

do plano cartesiano R2.

Queremos determinar o grafico de uma funcio quadratica dada
por f(z) = ax?® 4 bxr + ¢, com a # 0. Uma primeira observagdo em
relagdo ao grafico dessa funcio quadratica f, é que ele é simétrico
em relagdo a reta vertical x = —%. Essa reta é chamada eixo de
simetria do gréifico de f. Para verificarmos isso, devemos mostrar
que, se 1 e To sdo dois nimeros reais, situados a mesma distancia de
—%, entdo f(x1) = f(x2), conforme a descrigdo na Figura 4.3. Antes

de verificarmos que isso vale em geral, vejamos dois exemplos.
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Exercicio 4.5 Considere a funcao f : R — R, dada por
f(z) = 2% — 6z +8.
Verifique que f(6 — z) = f(x), para qualquer x real.
@ Solucdo. A verificagao é direta:

f(6—z)=(6-2)2—6(6—2)+8
=36 — 122+ 2% — 36 + 62 + 8
=2~ 6z +8= f(x).

Exercicio 4.6 Considere a funcdo f : R — R, dada por
flx)=2* -8z +7.

Encontre um nimero real v, tal que f(v—x) = f(z), para qualquer
x real.

@ Solucdo. A condicdo f(v—z) = f(x) deve ser valida para qualquer
x real. Em particular, ela é valida para x = 0. Logo,

f(v—=0) = f(0) =7, ouseja, f(v) =7,

o que é o mesmo que v2 — 8v + 7 = 7. Simplificando, obtemos
v? — 8v = 0, que nos fornece v = 0 ou v = 8. Uma verificacdo direta
mostra que v = 0 nao satisfaz a condi¢gdo do problema. Por exemplo,
f(0—=1)=f(-1) =16 # 0 = f(1). J& v = 8 satisfaz a condicao do
problema:

f8—z)=8—2)>-808—x)+7
=64 — 160+ 2> — 64+ 8z + 7
=2 —8x+7
= f(z) qualquer que seja x € R.

- Py = Py
= CEARA )& §
MV EDUCA“ @ CEARA




Secdo 4.2

f(z1) = f(x2)

Figura 4.3: o grifico de uma fungdo quadratica e seu eixo de simetria.

Seguindo o que acabamos de fazer no Exercicio 4.6, vamos mostrar
que, em geral, se f(z) = ar’ +bx+cev = —2, entdo f(v—z) = f(x),
para qualquer x real.

Exercicio 4.7 Seja f : R — R uma funcdo quadratica, dada por
f(z) = ax? +bx +c, coma #0. Se v=—2, entdo f(v—2) = f(z),
para todo x real. Isso significa que o grafico de f é simétrico em

relagdo a reta vertical xz = —%, conforme a Figura 4.3.

N

2\

2+ Solucdo. Se z e z sdo dois pontos da reta real que sdo simétricos

em relagdo a —%, ou seja, estdo a uma mesma distancia de —%, entao

2a
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Além disso,

2 2
:\XX—k?bx—l—axQ—\&R—bx—i—c
a a

=az? + bz +c = f(z).
|

Um lugar geométrico plano é um conjunto de pontos do plano
que satisfazem uma ou mais condigoes. Por exemplo, dados dois pontos
distintos A e B, o lugar geométrico dos pontos que estdo a uma igual
distancia de A e de B é uma reta, perpendicular a reta determinada
por A e B, e que passa pelo ponto médio do segmento AB. Essa
reta é chamada mediatriz do segmento AB. Se duas retas £ e m sdo
concorrentes, o lugar geométrico dos pontos equidistantes das duas
retas é a unido de duas retas perpendiculares, que sdo bissetrizes dos
angulos formados por £ e m. Se as retas £ e m sdo paralelas, o lugar
geométrico dos pontos equidistantes de ¢ e m é uma reta paralela a
ambas e situada entre as duas, exatamente no meio da faixa de plano
determinada pelas duas retas.

Estabelecidos os lugares geométricos, nos casos em que se exige
equidistancia em relacdo a dois pontos, e também no caso em que se
exige equidistancia entre duas retas, vamos estudar o caso em que se
exige equidistancia entre ponto e reta. Suponha que seja dado um
ponto F' e uma reta d. O lugar geométrico dos pontos que estdo a uma
igual distancia de F' e de d é uma curva plana chamada parabola. O
ponto F' é chamado foco da pardbola, e a reta d é chamada diretriz da
parabola. Vamos, agora, verificar que o grafico da fungdo quadratica é
uma parabola.

Exercicio 4.8 Seja f a funcao quadréatica dada por

f(z) = az® 4+ bx + ¢, com a # 0,
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e discriminante A = b> — 4ac. Seja F = (—%,if) e seja d a reta
1+A

horizontal de equacao y = —=-=. Verifique que a distancia de um
ponto P = (z,y), com y = f(x), pertencente ao grafico de f, até o

ponto F, é igual a distancia de P até a reta d.

&

@+ Solucdo. Dado um ponto P = (z,y), sobre o grafico de f, a
distancia entre P e a reta d é igual a distancia entre P e o ponto D,
onde

1+ A
D= (:v, —I—) , conforme veja a Figura 4.4.
a

Devemos verificar que os segmentos PF e PD tém o mesmo compri-
mento. A medida de PF é

- o (6

Como P e D tém a mesma abscissa, a medida de PD é a diferenga
entre suas ordenadas:

N 1+A 1+A
PD=y—|—— )] = _
Y ( 4 > L™
Assim,
2 b\? 1—A\?2
PF™ = — —
<$+2a) +<y da )
e
1+ A\?
PD2=<y+ * )
4a
Como
—ax2+bx+c—a(x+£)2 é
y= - 2a 4a’
temos
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H\f

D

Figura 4.4: um ponto sobre o gréifico de f e suas distancias até F' e d.

Logo,

—o oy A 1—A>2

PF =24+ — —
a+4a2+(y 4a
y A 1-A (1-A)?
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Assim, PF = PD.
Esta provado que a distancia de P ao ponto F' é igual a distancia
de P a reta d, qualquer que seja o ponto P sobre o grafico da funcao

quadratica f. Portanto, o grafico de f é uma parabola com foco F' e
diretriz d. |

Resumindo, o grafico da funcao f: R — R, dada por
f(x) = ax® + bz + ¢, com a # 0,
b 1-A

é uma parabola, com foco no ponto F' = (—%, 1o ) e como diretriz a

reta horizontal d, com equacéo y = ——ILA .

Podemos encontrar a equacao da diretriz e as coordenadas do foco
da parabola que é grafico de uma funcao dada. Vejamos um exemplo.

Exercicio 4.9 Encontre as coordenadas do foco e a equacao da
diretriz da pardbola que é grafico da funcao f, dada por

f(z) =222 — 3z + 1.

\ = . . . . .
> Solucdo. Primeiramente, vamos calcular o discriminante:

Q

A=(-3%*-4.2.1=9-8=1.
Assim, as coordenadas do foco séo

b (=3 3 1-A 1-1
2 2.2 4 da 4.2

Portanto, o foco é o ponto F' = (%,0).

A equacgao da diretriz é

1+A 141 1

4a 4.2

Reciprocamente, podemos encontrar uma funcido quadratica se
soubermos as coordenadas do foco e a equacdo da diretriz da parabola
que é seu grafico.
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Exercicio 4.10 Encontre a funcao quadritica f cujo grafico é a
pardbola com foco F' = (1,1) e diretriz y = —1.

2. Solucdo. O enunciado do problema diz que

( b 1—A>:(171) Lo_lra

24’ 4a 4aq

Dessas igualdades, podemos concluir que b = —2a, 1 — A = 4a e
1+ A = 4a. Somando as duas tltimas igualdades, obtemos 2 = 8a, ou
seja, a = }1. De b = —2a segue que b = —%. De I—A:4a:4-%,
segue que A = 0. Logo, b> —4ac = 0, ou seja, }1—4- }L -c¢ = 0. Portanto,
c= ;IL e a funcao f é dada por

A intersecao do grafico da funcao quadratica, dada por
f(z) = az® 4 bz + ¢, com a # 0,

com seu eixo de simetria, ocorre em um ponto V', que chamamos
vértice da pardbola. O par de coordenadas do vértice da parabola,

que é grafico de f, é
b A
V= ( ) . (4.5)

"2 da

De fato, o vértice V' pertence ao eixo de simetria do gréifico de f, logo

sua abscissa é xy = —% e sua ordenada é
b b\? b
(og0) = (a0) 0 () e
v v b2 — 20 +dac
"4 20 T 4a
B —b% + 4ac A
- 4a T 4a’

Podemos determinar uma funcio quadratica se conhecermos as
coordenadas do foco e do vértice de seu grafico.
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Exercicio 4.11 Encontre a funcido quadrdtica f cujo grafico é a
pardbola com foco F' = (1, — 1) e vértice V = (1,1).

A

2 Solucdo. O enunciado do problema diz que

(_%,1 LA) —1) e (_% _ %) = (1,1).

Q

Logo, —% =1, —% =1le 1_aA = —1. Das duas tltimas igualdades,
segue que ﬁ +1=—1¢e, assim, a = —%.

De —2—2 = 1, segue que b = —2a, ou seja, b = %. De —ﬁ =1,
segue que A = —4a = %, isto é, b — dac = % Substituindo os valores

2
(1 1 _ 1

de a e b, podemos encontrar o valor de c: (Z) —4- (—g) ¢ = 3, logo
1 _1 _7
wrg=z¢ec=g

Portanto, a fungdo dada por f(z) = —%xQ + ix + % tem como
grafico um parabola de vértice V = (1,1) e foco F' = (1, — 1), conforme

a Figura 4.5.

Figura 4.5: o gréfico da fun¢ao dada por f(z) = —%xQ + iz + %, com
vértice V = (1,1) e foco F' = (1, — 1).

Como o vértice estd acima do foco, a pardbola se curva para baixo.
Vamos discutir essa questao a seguir. |
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Ja vimos que o grafico de uma funcdo quadratica é uma parabola,

que tem um eixo de simetria vertical, com equagdo z = —2 e tem

2a°
1+A

uma reta diretriz horizontal, com equagdo y = . Também vimos

que o vértice V = (—i — A) e o foco F' = (—%,Zﬁ) tém a mesma

abscissa e ambos pertencem ao eixo de simetria da parabola.
A _ 1-A . 1 _
Se ocorresse V = F', entdo — - = = e terlamos ;; = 0, o que

é impossivel. Logo, o vértice e o foco de uma pardbola sdo pontos
distintos.

Observacdo 4.4 O formato da parabola depende da posicao re-
lativa dos pontos F' e V. De fato, a parabola se curva sempre na
diregcéo de seu foco, como ilustrado na Figura 4.6.

e Se F esta acima de V, entao a ordenada de F' é maior que
a ordenada de V, isto é, % > —ﬁ e isso é equivalente a
ﬁ > 0, ou seja, a > 0. Neste caso, o vértice V' é o ponto mais
baixo da parabola e —4A—a é o valor minimo que a funcao f
pode atingir, como ja vimos na Observacao 4.2.

e Se F esta abaixo de V, entdo a ordenada de F' é menor que
a ordenada de V, isto é, IZaA < —4A—a, 0 que é equivalente a
ﬁ < 0, ou seja, a < 0. Neste caso, o vértice V' é o ponto mais

alto da parabola e, como também ja vimos na Observagao 4.2,

AN /s P o 0
— 1. ¢ o valor méximo que a fungao f pode atingir.

4.3 - Aplicacoes
4.3.1 - Propriedades geométricas da pardbola

Vamos comegar esta se¢do usando as fungoes quadraticas para chegar
a conclusdes sobre a geometria da pardbola. Primeiramente, a Obser-
vacao 4.5 permite que cada parabola seja vista como o grafico de uma
funcdo quadratica relativamente simples.
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yl\ yl\
Vv
I
F
V \ \
- r
a>0 a<0

Figura 4.6: se a > 0, entdo a concavidade da parabola é voltada para
cima. Se a < 0, entdo a concavidade da parabola é voltada para baixo.

Observacdo 4.5 Dada uma pardbola qualquer, podemos escolher
um sistema de eixos tal que o eixo das ordenadas coincida com o
eixo de simetria da parabola e o vértice da pardbola seja a origem
do sistema. Se fizermos essa escolha, a funcdo correspondente,
f(z) = az® 4 bz + ¢, deve ter ¢ = 0, pois o grafico passa pela
origem, e ha apenas uma raiz real, de multiplicidade 2, logo 0 =
A = b — dac = b%, ou seja, b = 0. Assim, toda parabola é grafico
de uma fun¢do dada por f(x) = ax?, para uma escolha adequada
de um sistema de eixos.

Exercicio 4.12 Encontre a equagao da reta que tangencia o grafico
da funcdo f: R — R, dada por f(z) = az?, no ponto (g, f(xq)).

2+ Solucdo. Considere a reta, secante ao grafico de f, que passa pelo

ponto (zo,f(z0)), fixado, e por outro ponto (z,f(z)). O coeficiente
angular dessa reta secante é a tangente do angulo 6, na Figura 4.7,
isto é,

&

f(x) — f(zo) _ ax? — aac%.

r — X T — X

(= avauagio Ko MV - = -
] A55EDU v aommene <+ E582A W @ CEARA

(4.6)

mg =
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Figura 4.7: uma reta secante a pardbola y = az?.

Podemos fatorar o numerador desta fragdo e simplificar a expressao:

mg = a(z — ) (z + o) = a(x + zp).
Tr — X0

A medida em que z se aproxima de xg, a soma x + z se aproxima de
To + x9 = 210, € My Se aproxima de 2axg.

Por outro lado, quando x se aproxima de xg, a reta passa a ser
secante em dois pontos arbitrariamente proximos, logo, tende a ocupar
a posigao da reta que tangencia o gréafico de f no ponto (zo,f(zo)).

Podemos concluir que o coeficiente angular da reta tangente ao
grafico de f no ponto (xo,f(x0)) é my = 2axy. Portanto, a equacio
reduzida da reta tangente ao grafico de f neste ponto é

y — axd = 2axo(x — o) (4.7)

Vamos encerrar esta se¢ao observando uma propriedade importante
das parabolas.
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Figura 4.8: os angulos « e § sdo iguais.

Observacdo 4.6 Na Figura 4.8 acima, a reta t é tangente a parabola
no ponto P e PD é perpendicular a t. A reta PP’ é vertical, ou
seja, é perpendicular ao eixo x, e o ponto F' é o foco da parabola.
Sob essas condicoes os angulos « e 3 sdo iguais.

Isso garante que, se uma fonte de luz é colocada no foco de
uma parabola, entao os raios que emanam dessa fonte, depois de
refletidos em um espelho parabdlico, tornam-se paralelos. Essa
propriedade das parabolas é usada na construcdo de holofotes e
farois.

Por outro lado, se ondas eletromagnéticas atingem um anteparo
parabdlico e sdo paralelas, essas ondas sdo todas refletidas para
o foco da pardbola. Essa propriedade é usada na construcao das

antenas parabdlicas.
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4.3.2 - Movimento uniformemente acelerado em uma reta

Considere um ponto em movimento sobre uma reta. A situagao ideal
é aquela em que podemos determinar a posicdo do ponto sobre a reta
em qualquer instante t > tg, onde ty é um instante inicial. Supondo
que a reta é uma reta real, ou seja, que a cada ponto corresponde
um Unico nimero real, a posicdo do ponto que se move sobre a reta
pode ser dada, em cada instante ¢, por um ntmero s(t). A funcido
s : [to,+00) = R, que fornece a posi¢do de um ponto em cada instante
t > ty, é chamada fungao horaria do movimento.

Exercicio 4.13 Se a posic¢ao do ponto é dada, no instante ¢, por uma

fungao quadratica s(t) = at® + bt + ¢, COmMo esse ponto se move ao

longo da reta?
2. Solucdo. Primeiro, vamos descobrir como determinar a veloci-
dade em cada instante ¢, que nada mais é do que um nimero do
qual se aproximam as velocidades médias em intervalos de tempo
muito pequenos que comegam, ou terminam, em t. Mais precisamente,
considerando-se o intervalo de tempo de t a t + At, a velocidade média
do ponto nesse intervalo é dada pela razao

As _ s(t+ At) —s(t)
At At

) (4.8)
Vamos calcular a variacdo de posicdo As:
As = s(t + At) — s(t)
= a(t+ At)? +b(t + At) + ¢ — (at? + bt + ¢)

= at® + 2atAt + aAt? + bt +bAt +c — at®> — bt — ¢
= 2atAt + aAt? + bAL.

Agora, a velocidade média, no intervalo de tempo At, é

As  2atAt + aAt? + bAt
A= A7 = 2at + aAt + b.

Quando At fica muito pequeno, ou seja, proximo de zero, a parcela a/At
se torna desprezivel e pode ser desconsiderada. Assim, a velocidade,
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no instante ¢, é dada por
v(t) = 2at + b. (4.9)

Logo, se a posicao de um ponto é dada por uma funcdo quadratica,
sua velocidade é dada por uma fungao afim.
A razao
Av v(t + At) —o(t) (4.10)
At At
é chamada aceleragdo média do ponto no intervalo que entre ¢ e
t + At. No nosso caso, temos

Av =v(t + At) — v(t)
=2a(t + At) +b— (2at +b)
= 2aAt.

Portanto, a aceleracdo média
Av
— =2a
At
é constante.
Assim, podemos concluir que

Se a posi¢ao de um ponto sobre uma reta é dada
por uma funcao quadrética, entao sua aceleracio é
constante.

Mais ainda, se a aceleracdo do ponto é dada por A, entdo 2a = A
ca=4.

Vamos considerar o instante inicial do movimento como sendo
to = 0. Neste caso, por (4.9), vg = v(tp) = v(0) = b e a funcdo afim

que determina a velocidade em cada instante é dada por
v(t) = v + At. (4.11)

Finalmente, se sp = s(0) = ¢, entdo, a funcdo que descreve a posigao
do ponto em cada instante ¢ é dada por

A
s(t) = so + vot + 5752. (4.12)
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Reciprocamente, é possivel se demonstrar que

Se um ponto de movimenta sobre uma reta com ace-
leracdo constante, entdo sua posicao é determinada
pela fungdo s dada em (4.12).

A demonstracao desse fato esta além dos objetivos deste texto.

Exercicio 4.14 Uma pedra é deixada cair em um pogo e demora 2
segundos para chegar ao fundo do pogo. Supondo que o movimento
da pedra se d4 em linha reta e que a aceleragdo que ela sofre é
constante e igual a g = 9,8m/s%, determine a profundidade do poco.

@ Solucdo. Como a pedra é deixada cair, a velocidade inicial é
vo = 0. Portanto, temos s(t) = so + %t2. Considerando o movimento
sobre uma reta vertical, com sentido positivo para baixo e com sua
origem na boca do pogo, onde a pedra é solta, temos sp = 0 e s(2) = p,
sendo p ¢ a profundidade do pogo. Logo, p =0+ § - 22 = 29 = 19.6.
Assim, a profundiade do pogo é de 19,6 m. |

4.3.3 - Fracoes continuas e equacoes quadrdticas

Nesta se¢do, vamos usar as fragdes continuas, que estudamos breve-
mente no Capitulo 2, a partir da pagina 29, para obtermos aproxima-
¢Oes para as raizes de uma equagdo quadratica. Vamos comegar com
um exercicio.

Exercicio 4.15 Encontre aproximacoes para as raizes da equacio

22 — 5z — 1 = 0, com uma casa decimal exata.

. Solucdo. Evidentemente, sabemos resolver a equacio quadrética
dada, de varias maneiras diferentes. As raizes sdo

5+\/Eer 5— /29
2 2

A questao aqui é encontrar aproximagoes racionais para essas raizes.

........................
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Podemos escrever 22 = 5x + 1. Como as rafzes procuradas nio sio
nulas, podemos dividir por x:

1
T=95+—.
x
Substituindo x por 5+ % nesta ultima igualdade, obtemos
5+ !
T = —
1
5+ —
x
Podemos continuar esse processo indefinidamente, o que nos fornece
x =1[5;5,5,5,...].
A sequéncia 1 =5, rp41 =5+ %, para n > 1, fornece aproximagoes

racionais para uma das raizes da equac¢ao quadratica dada. Vamos
calcular os primeiros termos desta sequéncia:

T =5,

x2:[5;5]:5+%:%=5,2,
x3=[5;5,5]:5+ﬁ=5+236=121§%5,19,
24 = [5;5,5,5] =5+% = % ~ 5,26,
1:5:[5;5,5,5,5]:5+$:5+%:%%5,19

As cinco primeiras aproximacoes que obtivemos acima oscilam em
torno de 5,2. Assim, podemos admitir que 5,2 é uma boa aproximacao
para ry e, como r; + 19 = 5, ro = —0,2. |

Observacdo 4.7 A sequéncia x1,z9, . .., que construimos na solugao
do Exercicio 4.15 fornece aproximacoes para uma das raizes de
22 — 5z — 1 = 0. De fato, pode ser provado que a sequéncia
x1,%2,. .., onde x, 1 € obtido a partir do termo anterior z,, pela




expressao Ipy1 = 95 + -, para cada n > 1, sempre converge para

1+ij nao importa qual seja o valor inicial x;.

Em geral, dada uma equacio 22 — bz — 1 = 0, podemos escrever
r=b+ % Assim uma das raizes admite expansao em fra¢do continua
infinita, dada por r1 = [b;b,b,b,...]. Em outras palavras, podemos
encontrar aproximacgoes sucessivas para a raiz r; como termos da
sequéncia 1 = b, Tp41 = b+ %, para qualquer n > 1. Observando as
relagoes de Viete na equagdo, vemos que riry = —1, ou seja, ry = —%.

No exercicio a seguir, resolvemos o problema analogo ao do Exerci-
cio 4.15, mas com uma equacado mais geral.

Exercicio 4.16 Encontre aproximacoes das raizes da equacao qua-
dratica 22 — 6z + 2 = 0, usando fracdes continuas.

\i‘t\\/\

SOIUC;CIO Usando a mesma técnica do Exercicio 4.15, podemos
escrever 22 = 6z — 2. Dividindo por x, obtemos

2
r=6——.
T

Substituindo x por 6 — % no denominador da fragdo, obtemos

2
r=6— ——
2
6— =
T

e esse procedimento pode ser repetido, gerando a expressao

2
rT=06—

6 —
6 —

2
6—.--

Para que a expressao acima assuma a forma de uma fragao continua,
devemos simplificé-la:

.m.&' ca
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Assim, z = [6; —3,6, — 3,6, .. .].
Aproximagoes convenientes sao dadas por fragdes continuas finitas
obtidas a partir da fragdo continua infinita acima:

-'1:1:6’
1 17
—[6:—3] =6— - = — =567
€2 [67 3] 6 3 3 ;00
96
= [6:-3,6] =6 =2 ~565
T3 [a 7] + ; 1 17 sUJ,
_ _|_6
1 271
v4 = [6:-3,6, - 3] = 6+ —————= = =565, ...
—3+
6+ —

-3

A proximagao z = 5,65 é correta com duas casas decimais. Como a
soma das raizes é 6, uma aproximagcao para a outra raiz é 0,35. |
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Problemas Propostos

5.1 - Sequéncia 1

Problema 1 —PUC. Sendo 22+ 1 = (z + 1)(z? + az + b) para todo
x real, os valores de a e b sdo, respectivamente,

Problema 3 — UFRGS - 2017. Sendo a e b nimeros reais, considere
as afirmagbes a seguir.

(I) Se a < b, entdo —a > —b.
(II) Se a > b, entdo + < 1.
(ITI) Se a < b, entdo a? < b>.

Quais estdo corretas?
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Problema 4 — PUC-MG. Se A = (—2,3] e B = [0,5], entdo os
numeros inteiros que estao em B — A sdo

Problema 5 — CESGRANRIO - 1995. A maior raiz da equacao
—22% 4+ 3z +5 = 0 vale

(a) —1.
(b) 1.

(c) 2.
(d) 2,5.
(e) 3+4 19

Problema 6 Para quantos niimeros inteiros n a expressao 4+n(3—n)
é positiva?

aaaaaaaaaaaaaaaaaa
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Problema 7 — UFPI - 2000. Seja f : R — R a funcao definida por

f(av):{ 22—1 se z<1,

2242 se z>1.

A equagdo f(z) =0 tem

(a) 1 solugao.
(b) 2 solugoes.
(c) 3 solugoes.
(d) 4 solugoes.
(e) nenhuma solucao.

Problema 8 — PUC - Campinas, 1999. Uma bola é largada do alto
de um edificio e cai em direcdo ao solo. Sua altura em relacdo ao
solo, no instante t, é dada pela expressio h = —25t> + 625. Apés
quantos segundos de lancamento, a bola atingira o solo?

Problema 9 —Enem - 2017. A igreja de Sao Francisco de Assis, obra
arquitetonica modernista de Oscar Niemeyer, localizada na Lagoa
da Pampulha, em Belo Horizonte, possiu abébadas parabdlicas. A
seta na Figura 1, ilustra uma das abdbadas, na entrada principal da
capela. A Figura 2 fornece uma vista frontal desta abébada, com
medidas hipotéticas, para simplificar os calculos. Qual é a medida
da altura H, em metros, indicada na Figura 27

Ko
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I (e) 75/2.

H metros

A 4 metros \ IS metros
» .
- Ll

L]
U ¢ 5 metros l'

Figura 1 Figura 2

Observacdo 5.1 Embora o projeto arquitetdnico da igreja da Pam-
pulha seja de Oscar Niemeyer (1907-2012), o engenheiro calculista
desta e de muitas outras obras importantes, como varias construcoes
em Brasilia, foi o pernambucano Joaquim Maria Moreira Cardozo
(1897-1978). Cabe aqui a observagao simples, mas essencial, de que,
sem o engenheiro calculista, os projetos de Niemeyer nao seriam
mais do que isso: apenas projetos. Cardozo, dentre muitas outras
atividades, também era poeta. Uma breve biografia de Joaquim
Cardozo pode ser encontrada aqui: Joaquim Cardozo!

O oaquim Cardozo”

Problema 10 — Enem - 2013. A parte interior de uma taca foi
gerada pela rotagdo de uma pardbola em torno de um eixo z,
conforme mostra a figura.

A fungao real que expressa a parabola no plano cartesiano da
figura, é dada pela lei f(z) = %12 — 62 + C, onde C é a medida
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da altura do liquido contido na taga, em centimetros. Sabe-se que
o ponto V, na figura, representa o vértice da parabola, localizado
sobre o eixo x.

Eixo de rotacao (2)
y(em) a

Nessas condigoes, a altura do liquido contido na taca, em centi-
metros, é

(a
(b
(c
(d
(e

— — — —
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5.2 - Sequéncia 2

Problema 11 — OMB - 1998. Elevei um namero positivo ao qua-
drado, subtrai do resultado o mesmo nimero e o que restou dividi
ainda pelo mesmo nimero. O resultado que achei foi igual

) ao préprio nimero.
) ao dobro do ntimero.
¢) ao nimero menos 1.
) a raiz quadrado do ntimero.
) ao nimero mais 1.

Problema 12 — UFMS - 2009. A soma entre o cubo de um ntimero
irracional positivo n e o triplo do quadrado do antecessor desse
numero n é igual a 21. Entéo é correto afirmar que

(a) 0 <n<15.
(b) 1,5<n<2.
(c) 2<n<25.
(d) 2,5<n<3.
(e) n>3.

Problema 13 — FUVEST. A soma dos quadrados de dois niimeros
positivos é 4 e a soma dos inversos de seus quadrados é 1. Se P
é o produto e S é a soma desses dois ntimeros, entdo P e S sdo,
respectivamente,
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Problema 14 Considere a fracao continua finita r = [2;1,a], onde
a é um nimero inteiro positivo. Podemos afirmar corretamente que

(a) r é um numero racional maior que 3.
(b) 7 é um ntmero irracional menor que 3.
(c) Existe a tal que r < 5.

(d) Existe a tal que 5 <7 < 3.

(e) Existe a tal que § < r < 1L

ool Tt

Problema 15 — UNITAU - 1995 - adaptado. O valor da soma dos
inversos dos quadrados das duas raizes da equacdo z° + 2z +1=1046

Problema 16 — Mackenzie - 2005. Se as raizes reais a e b da
equacio 322 + 2z + k = 0 sdo tais que a® + b?> = 1, entdo o valor de
ké

) —17/6.
) 5/8.
(c) —5/6.
) 6/7.
)

Problema 17 — PUCSP - 2000. Se x e y s@o numeros reais tais que
2z 4+ y = 8, entao maior valor do produto zy é
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Problema 18 As solugoes do sistema

222 — 4xy +3y2 = 36
322 —4dzy +2y> = 36

(a) (272) e (_2’ - 2)
(b) (—6,6) e (6, —6)
(©) (2,2), (-2,—2), (—6,6) e (6, —6)
(d) (2,-2), (-2,2), (6,6) e (—6, — 6)
(e) (2,—2), (-2,2), (6,—6) e (—6,6)

Problema 19 — UERJ - 2017. No plano cartesiano a seguir, estao
representados o grafico da fungdo definida por f(z) = 22 + 2, com
x € R, e os vértices dos quadrados adjacentes ABCD e DM N P.
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Observe que B e P sao pontos do gréfico da fungdo f e que A,
B, D e M sao pontos dos eixos coordenados. Desse modo, a area
do poligono ABC PN M, formado pela unido dos dois quadrados, é

Problema 20 A trajetéria de um projétil, lancado da beira de
um penhasco sobre um terreno plano e horizontal, é parte de uma
parabola com eixo de simetria vertical, como ilustrado na figura.
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do ponto ocupado pelo projétil, percorre 30m desde o instante
do langamento até o instante em que o projétil atinge o solo. A
altura méxima do projétil, de 200m acima do terreno, é atingida no
instante em que a distdncia percorrida por P, a partir do instante
do lancamento, é de 10m. Quantos metros acima do terreno estava
o projétil quando foi lancado?

0.
0.
2
5
8

5.3 - Sequéncia 3

Problema 21 — FUVEST. A diferenca entre o cubo da soma de dois
nameros inteiros e a soma de seus cubos pode ser

a
b
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Problema 22 — UERJ - 2005, adaptado. Alguns calculos mateméati-
cos ficam mais simples quando usamos identidades, tais como:

e a2 —b>=(a—b)(a+b);
o a®+2ab+b% = (a+0b)?
o a®+0?=(a+0b)(a®—ab+1?).

Considerando essas identidades, o valor numérico racional mais
simples da expressao

(57,62)% — (42,38)2
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Problema 23 — ENEM - 2010. Um laticinio possui dois reservatorios
de leite. Cada reservatério é abastecido por uma torneira ligada
a um tanque resfriado. O volume, em litros, desses reservatoérios,
depende da quantidade inicial de leite no reservatério, e do tempo ¢,
em horas, em que as duas torneiras ficam abertas. Os volumes dos
reservatoérios sio dados pelas fungdes Vi (t) = 250t — 100t + 3000
e Va(t) = 150t3 4+ 69t + 3000. Depois de aberta cada torneira, o
volume de leite de um reservatério € igual ao do outro no instante
t = 0 e também no tempo t igual a

Problema 24 — UNICAMP - 1998. O indice I de massa corporal
de uma pessoa adulta é dado pela férmula I = %, onde M é a
massa do corpo, dada em quilogramas, e h é a altura da pessoa, em
metros. O indice I permite classificar uma pessoa adulta de acordo
com a seguinte tabela:

Homens | Mulheres Classificagao
20<T1<2519<71<24 Normal
25 < I <3024 < I < 29/Levemente Obeso
1> 30 I>29 Obeso

(I) Calcule o indice I para uma mulher cuja massa ¢é de 64kg e a

.........
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altura é 1,60m. Classifique-a segundo a tabela anterior.
(IT) Qual é a altura minima para que um homem cuja massa ¢é de
97,2kg nao seja considerado obeso.

Problema 25 — ESAF - Receita Federal. Considere as inequacoes
dadas por

(1) 22 -2x+1<0.
(2) —22°+3z+2>0.

Sabendo-se que A é o conjunto solu¢do de (1) e B é o conjunto
solucdo de (2), entdo o conjunto Y = AN B é igual a

(a) Y={zeR|-1/2< 2 <2}
(b)) Y={zeR|-1/2<z <2}
(c) Y={zeR|z=1}.
(d) Y={zeR|z >0}
() Y={zeR|z <0}

tado.

(1) Escreva a representagao de % como fracao continua.

(2) Escreva a reprsentagao de v/11 como fracao continua e conclua
que V11 = %.

Problema 27 — Rassia. Sejam a, b e ¢ numeros reais tais que as
equagoes 72+ ar +1 =0 e 22 + bxr + ¢ = 0 tém exatamente uma
raiz real em comum, e as equacdes 2 +zx+a=0ex?+cx+b=0
também tém exatamente uma raiz real em comum. Entao a soma
a+ b+ céigual a

0.

a

b

N~
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S— N N
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N =

| Problema 26 — Olimpiada Paulista de Matemdatica, 2013 - adap-
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(e) —4
Problema 28 Considere as expressdes quadraticas f(z) = 2°+ax+b
e g(r) = 22 +bxr +c. Seja Sy = {x € R | f(z) > 0} e seja
Sy = {x € R | g(x) > 0}. Suponha que S; = Sz = [r,s], um
intervalo da reta real. Podemos concluir que

(a) a=b#ec.

(b) a#b=c.

(¢c) a=b=c.

(d) a=b+c.

Problema 29 — IME - 1993. Seja f : R — R uma fung¢do quadratica
tal que f(z) = ax? + bx + ¢, a # 0, para todo z real. Sabendo-se
que 1 = —1 e w9 = 5 sdo raizes de f e que f(1) = —8, pede-se

(1) Determinar a, b e c.

(2) Calcular f(0).

(3) Verificar se f apresenta méximo ou minimo, justificando a
resposta.

(4) As coordenadas do ponto extremo.

(5) O esbogo do gréfico.

Problema 30 — PUC - Campinas, 2015. A figura indica um bom-
beiro lancando um jato de dgua para apagar o fogo em um ponto
de uma torre retilinea e perpendicular ao chdo. A trajetéria do jato
de 4gua é parabdlica, e dada pela funcio y = —22 + 2z + 3 , com «
e y em metros.
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Sabendo que o ponto de fogo atingido pelo jato de dgua esta a
2 metros do chao, entdo, p — ¢, em metros, é igual a

(a) 2+ V2.
(b) 1+ 2.
(c) 4 — 2.
(d) 3—+2.
(e) 2 — V2.

5.4 - Sequéncia 4

Problema 31 — Mackenzie - 2005. A implicacao verdadeira, quais-
quer que sejam os nimeros reais e distintos x e y, tais que 2+ =

y? +uy, é
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Problema 32 — ITA. Calcule o valor de 20082 — 20072 + 20062 —
20052 4 ... +22 12,

Problema 33 — Putnam - 1995. Calcule
s 2207 — !
2207 — 2207 — ..
Escreva sua resposta na forma #, onde a, b, c e d sdo inteiros.

Problema 34 — ITA - 2011. O produto das raizes reais da equagao

|22 — 32 + 2| = |2z — 3|

Problema 35 — ITA - 2001.
para os quais a funcdo

O conjunto de todos os valores de m

f(a) = 22+ (2m + 3)z + (m? + 3)
V22 2m A+ D+ (m2 + 2)

estd definida e é ndo negativa para todo x real, é

(a) [1/4,7/4].
(b) J1/4, + oo]
(c) 10,7/4].
(d) ] —o0,1/4]
(e) J1/4,7/4]
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Problema 36 Considere a fungdo f : R — {0} — R, dada por
flz)y=1+ %

(a) Dizemos que a € R — {0} é um ponto fixo de f, se f(a) = a.
Encontre os pontos fixos de f.

(b) Seja Iy = [1,2]. Considere a sequéncia de intervalos fechados
L = f(Ly), I, = f(I), etc. Se I, = [an,by], entdo |a, — by|
aumenta ou diminui, quando n cresce? Justifique sua resposta.

(¢) Seja Jy = [—1, —1/2]. Como no item anterior, considere a
sequéncia J; = f(Jp), J2 = f(J1), etc. Se J, = [cp,dy], entdo
|, — dy| aumenta ou diminui quando n cresce? Justifique sua
resposta.

Problema 37 Dentre todas as retas que passam pela origem, en-
contre as que sao tangentes & pardbola y = z2 + 2 + 1.

Problema 38 — Stanford - 1955.
) Encontre niimeros p, g e r tais que
ot 4423 — 222 — 120+ 9 = (p2? + gz +1)?

para qualquer x.
) O item (1) pede que seja extraida uma raiz quadrada “exata”
de um polindémio de grau 4 dado, que é possivel no presente
caso, mas, em geral, ndo é. Por que, em geral, este problema
nao tem solucao?

Problema 39 — OBM. Sejam p e g inteiros. Suponha que 2+ prtq
é positivo para todo z inteiro. Prove que a equacio 22+ px+q =0
nao tem solugao real.

Problema 40 — Semana Olimpica - 2018. Considere a lista de

numeros reais 1, . . . ,Ty, cuja soma é zero e cuja soma dos quadrados

1
é 1. Prove que existem dois deles, x; e z;, tais que z;x; < —-.
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