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]_ Fundamentos de Geometria

L T o |

Podemos entender a Geometria Plana como a area da Matematica
responsavel pelo estudo das figura planas. De modo mais informal, na
Geometria estudamos as propriedades de alguns desenhos especiais
que podemos fazer em uma folha de papel.

Apesar de sabermos que os antigos egipcios e babilonicos eram
capazes de empregar conhecimentos geométricos para resolver proble-
mas do cotidiano, o primeiro estudo rigoroso de Geometria surgiu com
a obra Elementos, do matematico grego Euclides de Alexandria, em
aproximadamente 300 a.C.

Os Elementos sdo um tratado matematico tao tinico que nao houve
necessidade de qualquer tipo de acréscimo ou modificacdo por mais
de 2.000 anos, até o momento em que o grande mateméatico russo N.
I. Lobagevskii (1792-1856) desenvolveu um novo tipo de geometria,
conhecida como geometria hiperbdlica, ao desconsiderar um dos azi-
omas de Euclides, isto é, um dos fatos que Euclides assumia como
verdadeiro.

A Geometria Euclidiana Plana baseia-se nos conceitos de ponto,
reta e plano, os quais sdo o que chamamos de nog¢des primitivas em
Geometria. Por serem conceitos tdo basicos, eles sdo alguns dos raros
objetos matematicos para os quais ndo é possivel dar uma defini¢do
precisa. Devemos simplesmente aceitar que eles existem.

Por outro lado, nao é dificil imaginar situacdes que podem ser
modeladas através desses conceitos bésicos. Considere, por exemplo,
um técnico de futebol que deseja explicar suas estratégias a um grupo
de jogadores. Ele pode utilizar uma folha de papel na qual esta
desenhado um retangulo com 22 pontos em seu interior, cada ponto
representando um jogador. Nesse desenho, hé também segmentos de
retas representado as linhas do campo. H&, por fim, a prépria folha
de papel que, se considerada infinita, representa o plano.
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Figura 1.1: Ao fazermos um esbog¢o de um campo de futebol, utilizamos
diversas nog¢oes primitivas da Geometria.

Uma dos motivos que levaram os povos antigos a se aprofundarem
no estudo da Geometria foi sua capacidade para modelar situacoes
reais. Considere o exercicio a seguir:

Exercicio 1.1 Joaquim é pescador e mora a 300 m das margens de
um rio retilineo. Um restaurante, situado no mesmo lado do rio em
que fica a sua casa, compra-lhe os peixes por ele pescados, fica a
500 m das margens desse mesmo rio e a 1,000m da sua casa, em
linha reta. Em um determinado dia, Joaquim planeja sair de casa ir
até a margem do rio, pescar alguns peixes e levi-los para vendé-los
ao restaurante. Qual trajeto ele deve escolher de modo a minimizar
a caminhada total?

Restaurante

Casa Joaquim

500m
300m

rio
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P3 Secdo 1.1

Convidamos o leitor a pensar um pouco na situagdo antes de
prosseguirmos. Porém, ndo apresentaremos a solugdo agora pois ainda
nao tratamos sobre os conhecimentos necessario para resolver a esse
problema.

Um dos objetivos desse mdodulo é fundamentar o estudo da geome-
tria para que sejamos capazes de responder de modo efetivo a situacgoes
como a que foi apresentada no Problema 1.1. Faremos isso com o
auxilio dos famosos axiomas de Euclides que abordaremos a seguir.

1.1.1 — Axiomas de Euclides

Além das noc¢bes primitivas que mencionamos nesta se¢ao, Euclides
também estabeleceu um conjunto de propriedades fundamentais que
todos os pontos, retas e planos devem satisfazer. Abaixo, vemos
algumas dessas propriedades, que sdo chamadas de axiomas.

A1) Por dois pontos distintos passa uma tnica reta.

(A2) Por trés pontos nao colineares passa um tnico plano.

A3) Para qualquer reta, existem pontos pertencentes a ela e pontos
nao pertencentes a ela.

(A4) Para qualquer plano, existem uma reta contida neste plano, um

ponto que pertence ao plano mas nao pertence a tal reta e um

ponto que nao pertence ao plano.

Estas afirmacoes recebem o nome de aziomas, pois suas validades
devem ser aceitas como evidentes, ndo podendo ser demonstradas, isto
é, justificadas através de um conjunto de verdades mais elementares.
Em outras palavras, os axiomas sao proposicoes consideradas como
um consenso inicial necessario para a construcdo ou aceitacdo de uma
teoria.

A seguir, derivaremos outros conceitos importantes da Geometria,
utilizando como base as nogbes primitivas e os axiomas de Euclides.
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1.1.2 - Semirretas e segmentos de reta

Um ponto O pertencente a uma reta r a divide em duas partes,
chamadas semirretas de origem O. Se A €re A # O, a semirreta de
r que contém o ponto A é denotada por OA.

0

Figura 1.2: semirreta de origem O e passando por A.

Se A e B sao dois pontos distintos pertencentes a uma na reta r,
0s pontos que pertencem simultaneamente as semirretas AB ¢ BA
formam uma parte da reta chamada de segmento de reta. Nesse caso,
dizemos que os pontos A e B sdo as extremidades desse segmento.
Denotamos o segmento com extremidades A e B escrevendo AB.

Figura 1.3: Segmento de reta AB, em vermelho s6lido, como intersecao
das semirretas AL e BA.

Uma vez 2 que AB ¢é a intersecao das semirretas AB e BA escreve-
mos AB = AB N BA. Também, dizemos que os pontos pertencentes
ao segmento AB e distintos de A e de B estdo entre A e B. segmento
AB ¢ denotado por AB.

Por vezes, também escreveremos AB para denotar a reta
Obs determlnada por dois pontos distintos A e B. A possibilidade
de confusdo com o segmento AB serd minima, pois o contexto
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sempre deixard claro se estaremos nos referindo a reta AB ou
ao segmento AB.

A distancia entre os pontos A e B é, por definigdo, a medida
do comprimento do segmento de reta AB. Frequentemente, o com-
primento do segmento AB é representado por AB. Porém, por vezes
também utilizaremos a notacao simplificada AB para representar essa
medida. Isso ndo deve causar confusdo, uma vez que o contexto sempre
deixard claro se, ao escrevermos AB, estamos pensando no segmento
de reta de extremidades A e B ou em seu comprimento.

O comprimento de um segmento AB pode ser calculado de diversas
formas. A maneira mais comum é medir o segmento AB utilizando
alguma ferramenta, como uma régua pautada, comparando-o com
alguma unidade de comprimento pré-estabelecida, como o centimetro,
0 metro ou o quilémetro. Assim, a figura abaixo mostra um segmento
AB de 3 centimetros de comprimento.

A B

|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

O ponto médio de um segmento AB ¢é o tinico ponto M que esta
entre A e B e divide o segmento AB em duas partes de comprimentos
iguais, isto é, tal que AM = M B.

A M B

Exercicio 1.2 Em cada uma das figuras a seguir, calcule AB, sendo
M o ponto médio de AB.

(a) AM =2x—5e MB=x+1.

A M B
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(b) AM =z, AP=4z—-5e BP=z+7.

A M B P

Solugao.

(a) Como M é o ponto médio de AB, temos 2z —5 = x+1. Passando
os termos com incégnita para o lado esquerdo e as constantes
para o lado direito da equacao, obtemos

2x —x =145, ou seja, r = 6.
Logo, AB= 2z —5)+ (x +1) =3z —4 = 14.
(b) Veja que MB = AP — AM — BP. Logo,
MB= 4z —-5)—2z—(x+7) =2z —12.

Como M é o ponto médio de AB, temos que AM = MB, ou
seja,
r=2x— 12, e assim, x = 12.

Portanto, AB = 2AM = 2z = 24.
|

Exercicio 1.3 Se A, B e C sao pontos colineares, calcule AC, sendo
AB =20 cm e BC =12 cm.

Solugao. Como BC < BA, o ponto A nao pode estar entre os pontos
B e C. Logo, temos apenas duas opcoes:

(i) Se C' estiver entre A e B, teremos que AC = AB — BC =
20 -12 =8 cm.

(ii) Se B estiver entre A e C, teremos que AC = AB + BC =
20412 = 32 cm.
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Exercicio 1.4 Consideremos sobre uma reta r um segmento fixo AB
e um ponto arbitrario P. Seja M o ponto médio de AP e N o ponto
médio de BP. O que podemos dizer a respeito do comprimento do
segmento M N?

Solugao. Seja ¢ o comprimento do segmento AB.

Consideremos inicialmente o caso em que o ponto P esta no interior
do segmento AB. Seja z a medida arbitraria do segmento AP. Nesse
caso, BP ={—x. Como M e N sio os pontos médios dos segmentos
AP e PB, temos que MP =5 e NP = . Como P também estd
no interior do segmento M N, temos que

{—x

T 4
MN—MP+NP—§+ 5 =35

Agora, consideremos o caso em que P esta fora do segmento AB,
com PA < PB. Sendo novamente x a medida arbitraria do segmento
AP, temos nesse caso que BP ={+ x. Como M e N s&o os pontos
médios dos segmentos AP e PB, temos que MP = § e NP = ”T”".
Como PM = %AP < %PB = PN, temos que

{4+
2

MN = L
2
Por fim, resta analisar o caso em que P estd fora do segmento
AB, com PA > PB. Essa situacio é analoga a situacdo anterior, de
forma que a deixamos a seu cargo. Logo, a medida do segmento M N é

igual & metade da medida do segmento AB, qualquer que seja o ponto
P. |

A situagdo apresentada no exercicio anterior pode ser visuali-
Obs | zada de maneira dindmica utilizando o GeoGebra.

Ainda em relagao ao exercicio anterior, uma solugao alternativa
Obs pode ser dada considerando a reta AP como a reta numerada,
tal que o ponto A corresponde a 0, o ponto B corresponde a £ e

Bsepu i s < {3 GEARA
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o ponto P a x. Nesse caso, M corresponde a 5 e N a %(f + ).
Portanto, a distdncia entre M e N é

14

5"

1.1.3 - Angulos

— e

Duas semirretas OA e OB, com uma mesma origem O, dividem o

plano em duas regides, cada uma das quais é chamada de dngulo. As
— =

semirretas OA e OB séo os lados do angulo.

r f+zx

2 2

MN =

Figura 1.4: um angulo convexo e seu suplementar céncavo.

Um angulo é chamado convezo se é uma regido convexa do plano.
Caso contrario, o dngulo é chamado céncavo. Usaremos a notacao
ZAOB para denotar cada um desses angulos; enﬁgda _caso, 0 contexto
deixara claro a qual dos dois dngulos de lados OA e OB estamos nos
referindo.

Se os pontos A, O e B sao colineares, o angulo ZAOB é chamado
angulo raso (veja a Figura 1.5).

Dois angulos ZAOB e Z/A'O' B’ sao ditos iguais ou congruentes, se
for possivel mover ZA'O’' B’ no espago até que ele possa ser posicionado
exatamente sobre ZAOB.
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Figura 1.5: um angulo raso.

Se ZAOB e Z/A’O'B’ sao angulos rasos, ¢ imediato que podemos
mover um deles no espaco até fazé-lo coincidir com o outro, de sorte
que dois angulos rasos quaisquer sao iguais. Em particular, o angulo
raso marcado na Figura 1.5 é igual aquele ndo marcado, situado na
parte “de baixo” da reta que passa por A e B. Portanto, uma volta
completa em torno do ponto O corresponde a dois angulos rasos.

Se os angulos ZAOB e ZBOC estéo situados em um mesmo plano,
compartilham o lado OB e nio tém pontos interiores comuns, nos
referiremos ao angulo ZAOC, que contém a semirreta OB, como a
justaposicio de ZAOB e Z/BOC' , conforme a Figura 1.6.

Figura 1.6: A justaposicdo de dois dngulos.

Para medir angulos, devemos escolher um padrédo, ou unidade. A
unidade de medida de angulos mais usada, e a mais antiga, é o grau.
Por convencéo, dizemos que um angulo ZAOB mede um grau —
1°, em simbolos — quando o angulo formado pela justaposi¢ao de
180 angulos iguais a ZAOB resultar em um angulo raso. Assim, um

e
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angulo raso mede 180° e uma volta completa em torno de um ponto

correspondendo a dois angulos rasos, mede 360°.

Um angulo cuja medida é 90° é chamado dngulo reto, e corresponde
a metade de um angulo raso. Se a medida de um angulo for menor
que 90°, diremos que esse dngulo é agudo. Se a medida de um angulo
for maior que 90° e menor que 180°, diremos que esse angulo é obtuso

Secdo 1.1

, conforme a seguinte figura.

(a) dngulo agudo. (b) angulo reto. (¢) angulo obtuso.

Uma forma simples de visualizarmos e medirmos dngulos é através
do uso de um transferidor, fazendo o centro do transferidor coincidir
com o vértice do dngulo e a marcacao zero coincidir com um dos lados

do angulo.
\\\\\\\\\\\\\\\Hn|uu;lu/////////,,/
\\\\\ 00 90 8§ 7
\\\\\\\\ 30 1 0 /// ///
QN 0 / 2.
\\\\\ er 0 /////

N o~ %

S ¥ 2
SIS “Z
S Y2
= =

=8 B2
= =
=5 5=
= & o=
—

Figura 1.8: Um transferidor medindo um angulo de 37°. Muitos

transferidores sdo transparentes, para poderem ser utilizados de ambos
os lados.

Em Geometria, é costume confundir um angulo ZAO B, visto como
uma regido do plano, com sua medida, isto é, usar a notacao LAOB

também para indicar a sua medida. Isso ndo causa confusdo, porque o
contexto sempre vai deixar claro se, ao escrevermos ZAQO B, estaremos
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Secdo 1.1

nos referindo ao angulo como regidao do plano ou a sua medida.

Voltando a Figura 1.6, olhemos novamente o dngulo ZAOC, for-
mado pela justaposicdo dos dngulos ZAOB e ZBOC. O uso de um
transferidor deixa claro que ha uma relacao bastante simples entre as

medidas desses angulos:
/AOC = ZAOB + ZBOC.

Observe que, na igualdade acima, ZAOC, ZAOB e /BOC denotam

as medidas dos angulos correspondentes.

Cm
\\\\\\\\\\\\\\\ g iy,
AW g 100 90 "y,
\\\\\\\\ Q1O 20 60/ M,
§\\\\\ \:,p” % //7//?
N 7
SRS Z
SN //
SGS @ Z
SO N °© =Z
= =
s B2
=Q =
=5 5 =2
=3 o=
—

Figura 1.9: soma de dngulos com um transferidor.

Nesse ponto, introduzimos duas defini¢ées sobre angulos que sao
muito comuns em diversos materiais sobre Geometria.
e Dois angulos sao ditos complementares quando

Definicdo 1.1.1
sdo justapostos e a soma de suas medidas é 90°.
e Dois angulos sdo ditos suplementares quando sdo justapos-
tos e a soma de suas medidas é 180°.
Em Geometria, devido a histéria de seu desenvolvimento, também
é comum e util utilizar letras gregas mintsculas para denotar angulos
ou suas medidas. Uma vez que faremos uso desse tipo de notagao
daqui em diante, reunimos na tabela 1.1 algumas das letras gregas
mais utilizadas. Procure familiarizar-se com os nomes e a escrita dessas
letras gregas, pois elas aparecerao frequentemente, doravante.
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Letra mindscula maitscula

alfa
beta
gama
delta
téta

pi
sigma
Omega

€9 3 32 WP
oMHoO Db

Tabela 1.1: Algumas letras gregas comumente usadas em Geometria.

Consideremos, agora, duas retas r e s concorrentes, ou seja, que se
intersectam em um tnico ponto. Nesse caso, elas determinam quatro
angulos, dois dos quais estdo marcados em verde na figura 1.10. Os
outros dois correspondem as regides que nao foram marcadas.

r

Figura 1.10: angulos opostos pelo vértice.

Dois dngulos que possuem um mesmo vértice e cujos lados estao
alinhados de modo a determinar apenas duas retas, como na Figura
1.10, s@o chamados de angulos opostos pelo vértice ou, abreviadamente,
OPYV. Angulos opostos pelo vértice possuem uma mesma medida,
ou seja, sdo congruentes. Esse fato pode ser demonstrado com os
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P13 Secdo 1.1

conhecimentos adquiridos até o momento.

Teorema 1.1 — Angulos OPV. Sejam AB e CD duas retas concor-
rentes no ponto P, situado no interior dos segmentos AB e CD.

Entao, ZAPD = /BPC e ZAPC = ZBPD.

C B

Demonstracao. Ja sabemos que angulos rasos medem 180° e a medida
da justaposicao de dois &ngulos € igual a soma das medidas dos mesmos.
Assim, temos ZAPD + /DPB = 180° e ZDPB + ZBPC = 180°.
Portanto,

/APD+ /DPB =/DPB + /BPC

e, cancelando a parcela comum ZDPB, obtemos
LAPD = ZBPC.

De modo anélogo, ZAPC = ZBPD. |

Nesse ponto, é conveniente dispormos de mais um pouco de ter-
minologia: se P é um ponto em um angulo ZA_O)B tal que ZAOP
e ZPOB sao iguais, dizemos que a semirreta OP é a bissetriz do
angulo ZAOB.

Exercitemos o material discutido até aqui em alguns exercicios
simples.

I Exercicio 1.5 Calcule o valor de « nos casos abaixo:
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Secdo 1.1

Figura 1.11: a bissetriz do dngulo ZAOB.

(a) (b)
4z — 2y
[0 [0

Solucao.
(a) Pelo teorema 1.1, temos que 3z — 15° = = + 35°. Como
3x —15° =2 4+ 35° & 22 = 50° & o = 25°,
x = 25° e os angulos verdes medem x + 35° = 60°, de sorte que
a = 180° — 60° = 120°.

(b) Novamente pelo teorema 1.1, temos z+y = 2z —y. Logo, x = 2y
e, assim, x + y = 3y, de forma que cada angulo verde mede 3y.
Dai, mais uma vez pelo teorema 1.1,

a =4x — 2y = 8y — 2y = 6y.

o
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___ RIS se600 1.1

Por fim, usando o fato de que o + (z + y) = 180°, temos
6y + 3y = 180°, ou seja, 9y = 180°.

Portanto, y = 20°. Com isso, o = 6y = 120°.
|

Exercicio 1.6 Em cada uma das figuras a seguir, ﬁ)’ é a bissetriz
de ZAOB. Calcule x em cada caso.

Solugao.
(a) Como OP é bissetriz, temos 3x — 5° = 2z + 10°. Logo, = = 15°.

(b) Novamente pelo fato de OP ser bissetriz, temos z+30° = y—10°,
logo y = = 4 40°. Por outro lado,

2y + (y — 10) + (= + 30) = 180°.

Assim,
2(x 4 40) 4+ (z + 30) + (= + 30) = 180,

ou seja,
4z + 140 = 180. Portanto, x = 10°.
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Exercicio 1.7 — OBMEP 2006. Qual é a medida do menor angulo
formado pelos ponteiros de um relégio quando ele marca 2 horas?
E qual é este menor angulo quando o relégio marca 12 horas e 30
minutos?

-

Solugao. Observe que o ponteiro menor leva 12 horas para dar uma
volta completa, que corresponde a 360°. Logo, em uma hora, este
ponteiro tera percorrido 360 = 30°. Portanto, o dngulo destacado no
relégio da esquerda corresponde a dois intervalos de 30°, logo mede
60°.

No relégio da direita, a posicao do ponteiro maior indica que ja
se passou meia hora apds uma hora cheia. Neste intervalo de tempo,
0 ponteiro menor percorreu 30 = 15°. Logo, o angulo destacado no
relogio da direita mede 180° — = 165°. |

Nota ao Professor 1.2 Antes de apresentar a solucao formal deste
exercicio, o professor pode pedir aos alunos que fotografem um
relégio analdgico e utilizem o GeoGebra para medir o 4ngulo assim
como apresentado na Figura 1.12. Essa atividade ird chamar a
atencao dos alunos, construindo um momento propicio ao aprendi-
zado. Também é recomendavel que o professor compare o resultado
obtidos algebricamente com o aquele obtido com a ajuda do software
de geometria dindmica.
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] w00 &N = @ Sc Q=
A= (0.89, 1=
B = (239,35
C = (5.15, 1.55)

a = Angulo(A, B, C
— 99.37°

+ Entrada..

= ,

Figura 1.12: Usando o GeoGebra para calcular o angulo formado
entre os ponteiros de um relégio.

Nota ao Professor 1.3 Apés resolver alguns problemas como esse,
indicamos que o professor proponha o seguinte projeto de pesquisa
aos estudantes: Elaborar um programa em Python que cal-
cule a medida do adngulo formado entre os ponteiros das
horas e dos minutos de um relégio.

O projeto deve durar entre uma e duas semanas e envolver os
alunos em equipes. O programa deve ter duas entradas: um niimero
que representa as horas e outro que representa os minutos. E deve
ter uma tunica saida que representa o angulo em graus formado
entre os ponteiros. Observe que para construir um programa que
funcione sempre, os alunos deverdo entender os conceitos que estao
por tras de problemas especificos, generalizando a situagao.

Os alunos devem apresentar seus programas e contar um pouco
dos erros e acertos cometidos durante o processo, que serao varios.
Um possivel programa esta descrito a seguir.

——————
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1 a=int (input (’Qual & a hora? ’))

2 b=int (input (’Qual & o minuto? ’))

3 ang = abs((a * 30 + b * 0.5) - (b * 6)
)

4 r = min(360-ang, ang)

5 print (’0 &ngulo entre os ponteiros é’,
r)

Também é possivel resolver esse problema computacionalmente
utilizando softwares de planilha. Veja que a atividade proposta visa
incentivar o desenvolvimento do pensamento computacional abor-
dado na BNCC. Também permite a exploracdo da mesma situacao
através de formas de raciocinio distintas que se complementam.

I @) 1.2 - O quinto axioma de Euclides

Como vimos anteriormente, quando duas retas sao concorrentes, elas
se encontram em um unico ponto e formam dois pares de angulos
opostos pelo vértice, os quais sdo congruentes. Por outro lado, em
sua construcdo da Geometria, Euclides permitiu a possibilidade de
duas retas nao se encontrarem. Nesse caso, dizemos que tais retas sao
paralelas.

A titulo de curiosidade, observamos que nem todas as teorias de

Obs | Geometria permitem a existéncia de retas que nao se encontram.
Por exemplo, em Geometria Projetiva, quaisquer duas retas
se encontram em um Unico ponto, de sorte que nao ha retas
paralelas. Quando tragamos uma relagao entre a Geometria
Euclidiana e a Geometria Projetiva, retas que sdo paralelas na
Geometria Euclidiana se encontram em um ponto da “reta do
infinito” na Geometria Projetiva.

No caso de retas paralelas, Euclides postulou a seguinte afirmacao
que hoje é conhecida como o seu quinto axioma.

Quinto Axioma de Euclides
Se duas retas r e s sdo cortadas por uma terceira reta, entao r

>
ASISEDU

\ S
nte ol CIENTISTA CHEFE @ eov:nNoDoEsTADo
.

FuNCaAcrP




___ P19 S60012

AV)\LIA A0
\ DIAGNDS’TICi\
1 |L_Y DO ENSINO MEDIO | MEDIO

e s sdo paralelas se, e somente se, os angulos marcados na figura —
chamados de alternos internos — sdo iguais. Ou seja,

rlsea=4.

Suponha, agora, que temos duas retas paralelas, digamos AB e
CD. Uma terceira reta que intersecta as duas primeiras é chamada de
reta transversal. Na Figura 1.13 a reta EF é uma transversal.

F
C % D Se AB e CD sao paralelas,
6
2/ B entdao aq + 1 = 180°.
Consequentemente,
2 o ar=ay =0 =0 e

A w B B1 = P2 =7 =7
F

Figura 1.13: duas retas paralelas e uma transversal.
Pelo Quinto Axioma, temos que a; = 41, logo
a1+ 1= ag + (180° — §;) = 180°.
Por outro lado, a; + 2 = 180°, pois AB é uma reta. Logo,

Yo = 180° — a1 = ,81.
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Como 1 = 72 e 51 = B2 , pois sdo pares de angulos OPV, concluimos
que os quatro dngulos em amarelo da Figura 1.13 sdo congruentes. Da
mesma forma, os quatro angulos em verde sdo congruentes entre si,
de forma que, dentre os oito angulos que a reta E'F forma com AB e
CD, ha apenas (no maximo) dois valores distintos.

As letras gregas que usamos aqui foram escolhidas arbitrariamente,
ou seja, nem sempre o angulo «y estara na posi¢ao indicada na figura.
Por isso, para melhor falar sobre estes dngulos, nos usamos o seguinte
vocabulario.

Angulos que estdo de um mesmo lado da reta transversal EF sdo
chamados de colaterais — o prefixo co indica mesmo. Por exemplo, aq,
1, B1 e 91 sdo colaterais uns aos outros. Assim como 0s as, Y2, B2 €
09 s80 colaterais uns aos outros. Os angulos que estdo entre as retas
paralelas sdo chamados de internos; em nosso caso, estes sao aq, O,
Yo € d9. Por sua vez, os dngulos que nao estao entre as paralelas sao
chamados de externos. Por fim, angulos que estao em lados diferentes
da reta E'F sdo chamados de alternos, enquanto os dngulos que estao
em uma mesma posicao relativa as retas AB e CD sdo chamados
correspondentes. Combinando esse vocabulario, podemos nos referir
como segue a varios dos pares de angulos da Figura 1.13.

Nomenclaturas de alguns dos pares de dngulos da Figura
1.13:

e « e 31 sao colaterais internos.
e 1 e 0y sdao alternos internos.
e «q e 071 sdo correspondentes.

e a9 e 01 sdo alternos externos.
e o e 3y sao colaterais externos.

Organizando as ideias, chegamos a seguinte conclusao.

Em relacao a duas retas paralelas cortadas por uma transversal, sdo
validas as seguintes afirmacoes.

i. Angulos colaterais de um mesmo tipo , ambos internos ou
ambos externos, somam 180°.
ii. Angulos alternos de um mesmo tipo sdo congruentes.
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‘ iii. Angulos correspondentes sdo congruentes.

Exercicio 1.8 Em cada uma das figuras abaixo, as retas r e s sdo
paralelas. Calcule x e y.

(a) (b)

S
S
5 3x — 10°
X
3z — 20° r Y 2z

r

Y+ 10‘>/
Solugao.

(a) Os angulos de medidas 2z e 3z — 20° s@o alternos internos, logo,
congruentes. Portanto,

2x = 3x — 20°, e assim, z = 20°.

Além disso, os angulos de medidas y 4+ 10° e 2z sdo correspon-
dentes, logo congruentes. Entao,

y + 10° = 2z = 40°, ou seja, y = 30°.

(b) Os angulos de medidas y e 3z — 10° s@o alternos internos, logo
congruentes. Somando todos os dngulos que estdo sobre a reta r,
temos y + 90° 4+ 2z = 180 e, assim,

y +90° 4+ 2z = 180° = (3z — 10°) + 90° + 2z = 180°
= bz = 100° = x = 20°.

Portanto, x = 20° e y = 3x — 10° = 50°.
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Exercicio 1.9 Sabendo que as retas r e s da figura sdo paralelas,
calcule a.

30°

110°

Solugao. Sejam M, N e P os pontos marcados na figura a seguir.
Trace a reta t paralela as retas r e s e passando pelo ponto P.

M

Seja (Q um ponto sobre ¢t conforme também indicado na figura. Em
relacdo as paralelas s e t, a igualdade dos angulos alternos internos
determinados pela transversal NP da /N PQ = 30°. Logo, ZQPM =
110° — 30° = 80°. Como t e r também sdo paralelas, &ngulos colaterais
internos em relacao a transversal M P somam 180°. Logo, o + 80° =
180° e, dai, a = 100°. |
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T @ |

Definimos um tridngulo como um conjunto de trés pontos ndo co-
lineares A, B, C' , denominados vértices do tridngulo, juntamente
com os segmentos AB, BC e C'A, denominados lados do triangulo.
Esse tridngulo é representado simbolicamente como AABC' e possui
angulos internos /ABC, /BCA e ZCAB. A regido delimitada
pelos lados do tridngulo serd chamada de interior do tridngulo.

B

c A

Um tridngulo pode ser classificado de duas formas: de acordo com
a quantidade de lados de medidas iguais que possui ou de acordo com
as medidas de seus angulos internos.

Classificagao de tridngulos de acordo com o niimero de
lados iguais

Um tridngulo que possui
e trés lados com medidas iguais é equilatero,

e dois lados com medidas iguais é isésceles e
e os trés lados com medidas diferentes é escaleno.

Observe que, pela definigdo acima, tridngulos equildteros sao isos-
celes e tridngulos isésceles podem ser ou ndo equilateros. Também,
veremos mais adiante que os dngulos marcados na figura (a) sdo iguais,
assim como também sdo iguais os dngulos marcados na figura (b).

Uma nomenclatura importante relativa a tridngulos isésceles é que
o terceiro lado de um tridngulo isésceles (o lado que ndo é nenhum dos
dois que sabemos serem iguais) é chamado de base.

Antes de discutirmos a classificacdo dos tridngulos quanto ao ti-
pos de angulos que possuem, é conveniente fazermos mais alguns

CEARA
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Secdo 1.3

(a) Equilatero. (b) Isésceles. (c) Escaleno.

comentarios sobre o Quinto Axioma e provarmos um resultado muito
importante. Primeiramente, pode ser mostrado que uma maneira
equivalente de formular o Quinto Axioma é a seguinte.

Axioma das Paralelas

Por um ponto fora de uma reta dada pode-se tracar uma tnica
reta paralela a esta reta.

O Axioma das Paralelas é a ferramenta de que precisamos para
demonstrar o teorema a seguir, o qual é um dos mais importantes
resultados da Geometria Euclidiana.

Teorema 1.4 A soma dos angulos internos de qualquer tridngulo é
igual a 180°.

Demonstragdo. Seja ABC um triangulo qualquer. Utilizando o Axi-
oma das Paralelas, tracemos a (nica) reta r paralela ao lado AB e
passando pelo ponto C, conforme a Figura 1.14. Marque pontos D
e E sobre a reta r, situados em semirretas distintas em relacao a C,
conforme também mostrado na Figura 1.14.

O lado AC é uma transversal que corta duas retas paralelas e,
consequentemente, os dngulos ZBAC e ZDCA , destacados em verde,
sdo congruentes, pois sao alternos internos. Do mesmo modo, o
lado BC' corta duas retas paralelas e os angulos ZABC e /BCE ,
destacados em amarelo, sao congruentes, por também sao alternos
internos. Logo,

/BAC+/CBA+/ACB = /DCA+/BCE+/ACB = Z/DCE = 180°.
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Figura 1.14: demonstracao do Teorema 1.4.

A dltima igualdade é valida pelo fato do dngulo ZDCFE ser um angulo
raso, ja que os pontos D, C' e E estdo sobre uma mesma reta , a reta
r. |

O leitor pode consultar o video que é direcionado pelo codigo a
seguir para visualizar o Teorema 1.4 através de de recortes em um
triangulo de papel.

© Saiba Mais:

Uma consequéncia importante do teorema anterior é o fato de que,
se em um tridngulo ABC' tivermos ZA > 90°, entao

£B+ £ZC =180° — LA < 90°.

Consequentemente, Z/B,ZC < 90°. Em palavras, todo tridngulo tem
no mdzrimo um angulo reto ou obtuso.

Podemos finalmente enunciar a classificacdo dos tridngulos quanto
a seus angulos internos.
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https://www.youtube.com/watch?v=yIEHUfBzXRI

Classificagao de tridngulos quanto ao tipos de angulos

Um tridngulo em que

e todos os seus agudos sao agudos é chamado de acutangulo,

o um de seus angulos é reto é chamado de (triAngulo) retan-
gulo — o lado oposto ao angulo reto é chamado de hipotenusa
e os outros dois lados sdo chamados de catetos — e

e um de seus angulos é obtuso é chamado de obtusangulo.

(a) Acutangulo. (b) Retangulo. (c) Obtusangulo.

Em um tridngulo, um angulo externo é um angulo formado entre
o prolongamento de um dos lados do triangulo e o outro lado adjacente
a esse prolongamento. Nas notagoes da figura a seguir, ZABP é um
angulo externo de ABC, adjacente ao dngulo interno ZABC.

A

O Teorema 1.4 tem uma consequéncia muito 1util para a medida
dos angulos externos de um tridngulo, conhecida como o Teorema
do Angulo Externo.

Teorema 1.5 — do Angulo Externo. Em qualquer tridngulo, a me-
dida de um angulo externo é igual a soma das medidas dos dois
angulos internos nao adjacentes a ele.
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Demonstracao. Nas notacgoes da figura anterior, veja que LZABP =
180° — ZABC. Por outro lado, uma vez que a soma dos angulos
internos do tridngulo é 180°, temos /ABC + /BCA+ ZCAB = 180°,
logo 180° — ZABC = /BCA + ZC AB. Entao,

/ZABP =180° — ZABC = /BCA + ZCAB.

O proximo resultado pode ser visto como uma ligagdo entre as
classificacoes de triangulos quanto a seus lados e quanto a seus dngulos.
Trata-se de um fato que serd muito importante para a resolucao
de diversos exercicios deste mdédulo. Assim, visando sua imediata
aplicagdo, resolvemos antecipar sua exposicdo sem sua respectiva
demonstragao, deixando-a para o capitulo seguinte deste moddulo,
quando abordaremos o conceito de congruéncia de triangulos.

Teorema 1.6 — do tri@ingulo isésceles. Um tridngulo é isdsceles se,

e somente se, possui dois angulos internos iguais. Em simbolos, no
AABC, temos

AB = AC & LABC = LZACB.

Como consequéncia desse resultado, podemos verificar que cada
angulo de um tridngulo equildtero é igual a 60°. De fato, todos os
angulos um tridangulo equildtero sdo iguais, pois todos os lados podem
ser interpretados como base de um tridngulo isésceles. Além disso, a
soma dos trés dngulos é 180°. Consequentemente, todos eles sdo iguais
a 60°.

Exercicio 1.10 — OBMEP 2014. Na figura, os pontos A, B e C estao
alinhados. Qual é a soma dos dngulos marcados em cinza?
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A B C

Solugao. A soma dos dngulos internos de um tridngulo é 180°. Por
outro lado, os trés angulos ndo marcados dos tridngulos , com vértices
em B, somam 180°, j4 que A, B e C estao alinhados. Assim, a soma
dos dngulos marcados é (180° - 3) — 180° = 360°. [ |

Exercicio 1.11 — OBM 2004. Na figura a seguir temos dois tridngu-
los equilateros. Calcule o valor de .

H
E
755 65°

C F

Solugao. Seja P o ponto de encontro entre os lados C'D e HF'. Note
que
/ZPCF =180° — 75° — ZCDE = 105° — 60° = 45°

e que
/PFC =180° — 65° — ZGFH = 115° — 60° = 55°.

Como ZDPF é externo do tridngulo PCF, temos que Z/DPF =
45° 4 55° = 100°. Por outro lado, ZDPF também é externo do
tridngulo IPD. Logo ,

z + 60° = ZDPF, ou seja, x + 60° = 100°.

SRS L = 2
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Portanto, x = 40°. |

Exercicio 1.12 O triangulo ABC' é isésceles com AB = AC. Sobre
o lado AB h& um ponto P tal que AP = PC = BC. Calcule as
medidas dos dngulos do tridngulo ABC.

Solugao. Seja a« = LBAC. Como o tridngulo APC é isdsceles de
base AC, o Teorema 1.6 d& /PCA = «. Dai, /BPC = 2a, pois é
angulo externo do tridngulo APC. Como BCP ¢ isésceles de base
BP, novamente pelo Teorema 1.6, temos Z/PBC = 2a. Como AABC
é isosceles de base BC, apelando uma vez mais para o Teorema 1.6,
obtemos /BCA = 2«. Por fim, somando todos os &ngulos do tridngulo
ABC, temos

a+ 2a + 2a = 180°, ou seja, 5o = 180°.

Dai, a = 36° e, portanto, os angulos do tridngulo sdo 36°, 72° e
72°. |
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2 Congruéncias e Transformacoes
Geométricas

@l

Iniciaremos esse médulo tratando sobre um tipo especial de relagao
entre figuras planas, que chamaremos de congruéncia.

De maneira intuitiva, duas figuras sdo ditas congruentes quando
¢é possivel estabelecer uma correspondéncia entre todos os pontos da
primeira figura com pontos da segunda figura de modo que a distancia
entre quaisquer dois pontos na primeira figura seja igual a distancia
entre os pontos correspondentes na segunda figura. Para ilustrar essa
nocao, considere o desenho a seguir

Q/

Pl

Figura 2.1: Duas figuras congruentes.

Na Figura 2.1, é possivel visualizar dois desenhos iguais de cachor-
ros, um verde e outro laranja, apenas dispostos em lugares diferentes
da folha. Os pontos P e Q no desenho da esquerda sdo correspon-
dentes aos pontos P’ e ' no desenho da direita, e a distancia entre
os pontos P e Q é a igual & distancia entre P’ e @’. Fazendo um
exercicio mental, podemos reconhecer o fato de que a distancia entre
qualquer par de pontos no desenho da esquerda é igual a distancia
do par correspondente no desenho da direita. Assim, as figuras sdo
congruentes.
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Uma outra maneira de compreender a nogao de congruéncia, é dizer
que duas figuras planas sdo congruentes quando elas possuem a mesma
forma e tamanho. Assim, é possivel imaginar que podemos “recortar”
a primeira figura do plano, como se ele fosse de papel, e encaixa-la
perfeitamente sobre a segunda figura, ou ainda, imaginar que podemos
mover a primeira, sem deforma-la, através de um movimento rigido, ou
seja, um movimento que preserva angulo e comprimento, de modo que
ao final ela seja encaixada exatamente sobre a segunda. Os movimentos
de translagdo, rotacao e reflexdo — movimentos que preservam angulo
e comprimento — serdo estudados mais adiante neste texto.

Agora que vocé ja entendeu a nocao de congruéncia, deve

Obs | estar se perguntando qual é a relevancia de estudarmos isso
para a construgdo da Geometria Plana. Para responder a esta
pergunta, apresentamos a seguinte alegoria.

Imagine que vocé pretende cozinhar wma macarronada durante
alguns dias para seu almogo. Como vocé nunca cozinhou esse
prato antes, € necessario antes “aprender” a fazer uma macar-
ronada. Depois que vocé aprender, nao precisa aprender por
uma sequnda vez, pois a macarronada serd a mesma em todas
as vezes em que vocé for fazé-la.

O mesmo ocorre com figuras congruentes: se vocé aprender as
propriedades de uma delas, entdo qualquer das demais figuras
congruentes terd as mesmas propriedades. Assim, evita-se o
trabalho de restabelecer fatos ja conhecidos anteriormente.

I @) 2.2 - Congruéncia de Tridngulos

Para nao precisar construir uma teoria de congruéncia muito complexa,
nos concentraremos em estudar a congruéncia de figuras planas bem
simples: os triangulos.

Definicdo 2.2.1 Dois tridngulos ABC e XY Z sao congruentes se,
e somente se, for possivel estabelecer uma correspondéncia entre os
vértices do primeiro e os vértices do segundo de modo que todos
os lados e angulos do primeiro tridngulo sejam iguais aos lados

(e avamagio | \ £3C) L = Py
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e angulos correspondentes no segundo tridngulo. Assim, ABC' e

XY Z realmente sdo congruentes, com a correspondéncia de vértices
A X, B&YeC <« Z, quando

AB=XY, BC=YZ, CA=2ZY

(§]
/ABC = /XYZ, /BCA=/YZX, LCAB = /ZXY.
z
Y
B
I X
C A

Utilizaremos o simbolo (=) para denotar dois tridngulos con-

Obs gruentes. Assim, nas notacoes da figura, escrevemos AABC =
AXY Z, supondo implicitamente que a correspondéncia de vér-
ticesé A+ X, B+ YeC <« Z.

Para provar que dois tridngulos sdo congruentes, ndo é necessario
verificar todas as seis igualdades da defini¢do. A seguir, veremos que
certas combinacoes de trés dessas seis igualdades serdao suficientes para
demonstrar que dois tridngulos sdo congruentes. Chamaremos essas
combinagoes de casos de congruéncias, e o primeiro deles é o seguinte

Caso LAL. Se ABC e XY Z sdo dois tridngulos tais que AB = XY,
BC=YZe LZABC = ZXY Z, entdo AABC = AXY Z.

Este caso de congruéncia é um postulado da Geometria Euclidiana.
Ou seja, assim como outros axiomas que apresentamos no médulo
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Geometria A, ele ndo pode ser demonstrado e deve ser simplesmente
aceito como verdadeiro.

Por outro lado, os demais casos de congruéncia podem ser demons-
trados a partir do caso LAL e sdo os seguintes.

Caso LLL. Se ABC' e XY Z sao dois tridngulos tais que AB = XY,
BC=YZeCA=27X,entao AABC = AXY Z.

¥ Z
¢ X
A
Caso ALA. Se ABC e XY Z sao dois tridngulos tais que LZABC =
/XYZ, BC=YZe/BCA=/YZX, entdio AABC = AXY Z.

Caso LAA,. Se ABC e XY Z sado dois tridngulos tais que AB =
XY, /JABC = /ZXYZ e /BCA = /YZX, entao AABC =

AXY Z.
SRS L = 2
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Y
V
(X i B
X
A
Caso Cateto-Hipotenusa. Se ABC' e XY Z sao dois tridngulos

retdngulos com /BAC = /Y X7 =90°, AB=XY e BC=YZ,
entdao AABC = AXY Z.

B
Z
A
Y >
C X

Os demais casos de congruéncia podem ser intuidos através de
construgoes usando régua e compasso. Vocé podera encontrar essa
abordagem no livro Topicos de Matemdtica Elementar - Volume 2
Geometria Euclidiana Plana escrito por Antonio Caminha Muniz Neto.
Neste modulo, porém, nos concentraremos em aprender a utilizar
os casos de congruéncia para provar, na préoxima secao, alguns fatos
geométricos importantes.

Exercicio 2.1 Na figura a seguir, o tridngulo ABC é isésceles de
base BC. Como mostrado na figura, marque sobre a base BC
segmentos congruentes BD e CE. Prove que o tridngulo ADE é
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isosceles.

D B C FE

Solugao. Como ABC' é isésceles de base BC, temos AB = AC
e /ZABC = ZACB. Entdao, ZABD = /ACB, pois tais dngulos
sdo suplementos de dngulos iguais. Como BD = CD por hipotese,

concluimos que os tridngulos ABD e ACFE sdo congruentes pelo caso
LAL. Portanto, AD = AFE. |

Exercicio 2.2 Sobre os lados de um tridngulo equildtero ABC,
marcam-se os pontos D, F e F', conforme ilustrado na figura. Sendo
AD = BE = CF, prove que o triangulo DEF' também é equilétero.

A

B E C

Solugado. Sendo AB = BC = AC =1l e AD = BE = CF = r,
observe que DB = EC = AF =1 —x e que ZDAF = /ZEBD =
/FCE = 60°. Portanto, AADF = ABED = ACFE, pelo caso LAL.
Consequentemente, DF' = FE = ED. [ |

Exercicio 2.3 Explique por que LLA nio é um caso de congruéncia
de triangulos.
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Solugao. Como mostrado na figura, considere um triangulo isosceles
BAC com BA = AC, e um ponto D sobre o prolongamento da reta
BC', mais préximo de B do que de C. Veja que os tridngulos DBA e
DAC sao tais que ZADB = LADC, AD é compartilhado e AB = AC.
Portanto, esta situacao se encaixaria em um possivel caso LLA:

AB=AC, AD=AD e LADB = ZADC.

Entretanto, claramente percebemos que os tridngulos DBA e DAC
nao sdo congruentes, uma vez que CD > BC.

A

2.3 - Aplicacoes de Congruéncia de TriGngulos

Comecamos esta se¢cdo deduzindo uma propriedade muito importante
dos paralelogramos.

Proposicdo 2.1 Em todo paralelogramo, os pares de lados opostos tém
comprimentos iguais.

A B

Prova. Considere um paralelogramo ABCD. Por defini¢do, seus
pares de lados opostos sdo paralelos. Assim, pelo quinto postulado de
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Euclides, temos que
/CAB=/DCA e /JACB = /DAC.

Logo, AABC = AADC pelo caso LAL. Portanto, AB = CD e
CB = AD. |

O préximo resultado é um fato que ja haviamos enunciado, sem
demonstragao, no capitulo anterior deste médulo. O fato é o seguinte.

Proposicdo 2.2 Seja ABC um tridngulo. Entdo AB = AC se e so-
mente se ZABC = ZACB.

Prova. Observe que essa proposicao é bicondicional. Assim, devemos
provar os dois sentidos da equivaléncia.

I. Assuma que AB = AC. Seja M o ponto médio do lado BC.
Como AB = AC, BM = CM e AM é comum, o caso LLL
garante que os tridngulos AM B e AMC sao congruentes. Dal,

LABC = LACB.

I1. Assuma que ZABC = ZACB. Seja Q o pé da bissetriz do an-
gulo ZBAC. Como AQ é um lado comum, ZQAB = ZQAC
e ZQBA = ZQCA, concluimos que os tridngulos AQB e AQC
sdo congruentes pelo caso LAA,. Assim, AB = AC.

A
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Apesar de serem visualmente quase idénticos, os dois desenhos

Obs | ytilizados para demonstrar a Proposicao 2.2 sao conceitual-
mente diferentes, pois sdo construidos com base em hipéteses
distintas.

A mediatriz de um segmento é a reta que passa pelo ponto médio
do segmento e é perpendicular a ele. No que segue, utilizaremos
congruéncia de tridngulos para caracterizar a mediatriz como lugar
geométrico.

Proposicdo 2.3 Se A é um ponto fora da reta BC', entdo AB = AC
se e somente se A estd sobre a mediatriz de BC.

Prova.
Primeira parte: Suponha que A estd sobre a mediatriz de BC. Sendo
P o ponto médio de BC, entao a definicdo de mediatriz garante que

LAPC = ZAPB =90° e BP = PC.

Com isso, AAPC = AAPB pelo caso LAL , pois o lado AP é comum
aos dois tridngulos. Portanto, AB = AC.

Segunda parte: Suponha que AB = AC. Entéo, o tridngulo ABC
é isdsceles de base BC. Sendo P o ponto médio de BC, vimos na
demonstracdo da Proposicdo 2.2 que os tridngulos APC e APB séo
congruentes , pelo caso LLL. Logo, BP = CP e ZAPB = ZAPC.
Por fim, como tais dngulos somam 180°, cada um deles vale 90°.
Consequentemente, a reta AP é perpendicular ao segmendo BC' em
seu ponto médio, de forma que é a mediatriz de BC. |

Em um tridngulo, o segmento que liga um vértice ao ponto
Obs | médio do lado oposto é denominado uma mediana do triangulo.
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O segmento que sai de um vértice e incide perpendicularmente
no lado oposto é denominado uma altura do triangulo. Por fim,
o segmento que sai de um vértice a um ponto do lado oposto,
dividindo ao meio o dngulo relativo a esse vértice, é denominado
uma bissetriz interna do tridngulo. Assim, todo tridngulo
tem trés medianas, trés alturas e trés bissetrizes internas ,
uma para cada vértice. Na figura que segue, AM é mediana
do triangulo ABC', AP é bissetriz do triangulo ABC' e AH é
altura do tridngulo ABC, tudo relativo ao vértice A (ao lado
BC),

Dadas as defini¢oes acima, uma consequéncia direta da Propo-
sicao 2.3 é o fato que, em um tridngulo isésceles, a altura, a
mediatriz, a bissetriz e a mediana relativas a base coincidem.

A partir das caracterizacoes para mediatriz que acabamos de de-
senvolver, podemos justificar a existéncia de dois pontos notaveis de
um tridngulo: o circuncentro e o ortocentro.

Proposicdo 2.4 Em um triangulo ABC, as mediatrizes dos lados AB,
BC, C' A encontram-se em um tnico ponto O, chamado de circuncen-
tro do tridngulo. Este ponto é o centro do circulo circunscrito ao
tridngulo ABC, isto é, do circulo que passa pelos vértices do tridngulo.
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Prova. Inicialmente, veja que as mediatrizes dos lados BC' e AC' nao
podem ser paralelas. Realmente, se o fossem, entdo, como elas sao
perpendiculares as retas BC' e AC, terfamos que BC e AC também
seriam paralelas, o que nao é o caso. Portanto, podemos considerar o
ponto de encontro O das mediatrizes dos lados BC e AC.

Uma vez que O pertence a mediatriz de BC, a Proposicao 2.3
garante que BO = C'O. Da mesma forma, como O pertence a mediatriz
de AC, temos AO = CO. Entao, AO = BO, de sorte que, novamente
pela Proposigdo 2.3, O pertence & mediatriz de AB. Assim, as trés
mediatrizes se intersectam em um mesmo ponto O, com AO = BO =
CO. Portanto, o circulo de centro O e raio igual a essa distancia
comum passa por A, Be C. |

Proposicdo 2.5 Prove que as retas que contém as alturas de um trian-
gulo se encontram em um tnico ponto, chamado de ortocentro do
triangulo.
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C/

A/

Prova. Por simplicidade, facamos a demonstragao no caso de um
tridngulo ABC acutangulo. A demonstragao para tridngulos retangulos
ou obtusangulos é essencialmente a mesma. Entretanto, no caso de um
tridngulo retdngulo, o ortocentro estara localizado em um vértice do
tridngulo e, no caso de um tridngulo obtusangulo, o ortocentro estara
localizado fora) desse tridngulo. Faga figuras para se certificar dessas
afirmacoes.

Considere, pois, um triangulo acutangulo ABC. Trace, seguindo
a figura acima, as retas paralelas aos lados BC, CA e AB, passando
pelos pontos A, B e C, respectivamente, e sejam A’, B’ e C’ os pontos
de intersecdo entre essas retas.

Note que AB’C' B é um paralelogramo, pois tem dois pares de lados
opostos paralelos. Com isso, a Proposicao 2.1 garante que BC = AB'.
De modo andlogo, ACBC" é paralelogramo, logo BC = AC’. Assim,
AB' = AC’, ou seja, A é ponto médio de B'C’. Também, uma vez
que as retas BC e B'C’ sao paralelas e a altura relativa ao lado BC
¢ perpendicular a reta BC, ela também é perpendicular & reta B'C’.
Entao, tal altura do tridngulo ABC é a mediatriz do segmento B'C".

Da mesma forma, as demais alturas do tridngulo ABC também
sao mediatrizes do tridngulo A’B’C’. Mas, pela Proposicao 2.4, as
mediatrizes do tridngulo A’B’C’ se encontram em um tnico ponto.
Logo, as alturas do tridngulo ABC também se encontram em um tinico
ponto. |
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Exercicio 2.4 Seja P um ponto no interior do angulo ZABC'. Sejam
X e Y os pés das perpendiculares de P até as retas BA e BC,
respectivamente. Prove que P estd sobre a bissetriz do angulo
/ABC se e somente se PX = PY.

Prova.

Primeira parte: Se P estd sobre a bissetriz do dngulo ZABC'
entdo os tridngulos PBX e PY B sdo congruentes pelo caso LAA,, pois
BP éumlado em comum, /PBX = /PBY e /PXB = /ZPY B = 90°.
Logo, PX = PY.

B A X

Segunda parte: Se PX = PY | entdo os tridngulos retdngulos BPX
e BPY tém mesma hipotenusa e catetos PX e PY iguais. Logo,
sdo congruentes pelo caso Cateto-Hipotenusa. Segue que ZABP =
/PBC. |

Exercicio 2.5 Seja ABCD um quadrildtero tal que AB = BC' e
AD = DC'. Mostre que suas diagonais sdo perpendiculares.
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Prova. Como AB=CB e AD = CD, a mediatriz do segmento AC
passa pelos pontos B e D, logo, coincide com a reta BD. Portanto, a
reta BD intersecta o segmento AC' em seu ponto médio M, com BD
perpendicular a AC. |

Exercicio 2.6 Mostre que um triangulo que possui duas alturas de
comprimentos iguais é isésceles.

Prova. Analisemos somente o caso em que ABC é acutdngulo. Os
casos em que ABC é retdngulo ou obtusangulo podem ser tratados de
modo analogo.

Considere, pois, um tridngulo acutangulo ABC, com alturas iguais
BD e CE, como mostrado na figura a seguir. Em primeiro lugar, veja
que

/ECA=90°—/FEAC =90° — /DAB = /DBA.

Portanto, para os tridngulos AEC e ADB, temos BD = CE, /ECA =
/DBA e /CAE = Z/BAD, de forma que tais tridngulos sdo congru-
entes pelo caso ALA. Consequentemente, AB = AC. |

A

2.4 - Transformagoes Geométricas

FEm nosso primeiro contato com a Geometria, é usual que sejamos
apresentados a objetos estaticos. Porém, em muitas situacoes do
cotidiano, lidamos com objetos que podem ser movimentados em uma
determinada regido. Observe o seguinte exemplo.
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Problema 1 Considere um corredor em formato de "L"com 1,5m
de largura e uma mesa de dimensoes = e y que precisa ser levada
de uma extremidade a outra do corredor. Quais sdo os possiveis
pares (z,y) que permitem esse transporte?

Nosso objetivo nao sera resolver o problema anterior. De fato, para
obtermos uma solucao completa e rigorosa, precisamos de técnicas e
conteudos que sao apresentados apenas em cursos de nivel superior.
Por outro lado, a situacido descrita nesse problema é suficientemente
rica para motivarmos essa se¢ao.

Note que podemos facilmente imaginar uma pessoa tentando levar
a mesa de uma ponta a outra do corredor. Nessa tentativa, a pessoa ira
movimentar a mesa realizando basicamente dois tipos de movimentos:
a translagdo e a rotacao.

A translacido é caracterizada pelo “deslizamento” retilineo em
alguma diregdo. A figura a seguir apresenta um retangulo sendo trans-
ladado em uma direcdo dentre uma infinidade de dire¢bes possiveis.
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Al B’
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D’ o

P

D C

Quando realizamos uma translacdo em que levamos os pontos P e
Q aos pontos P’ e ', respectivamente, percebe-se que os segmentos
PQ e P'Q' sao paralelos.

Ja a rotagao pode ser mais facilmente compreendida quando defi-
nida formalmente. Seja O um ponto no plano e § um angulo direcio-
nado. Uma rotacado de centro O e dngulo 6 leva o ponto P ao ponto
P’ de modo que ZP'OP = 6 e OP' = OP. Na ilustragdo a seguir
podemos visualizar uma possivel rotacao de um retangulo.

.

®
P o)

A rotacdo e translacio fazem parte de um conjunto de transforma-
¢oes de figuras planas conhecidas como movimentos rigidos. Dizemos
que uma figura foi levada em outra através de um movimento rigido
se qualquer conjunto de trés pontos P’, Q' e R’ da segunda figura,
correspondentes aos pontos P, Q e R da primeira figura forem tais
que os tridngulos PQR e P'Q'R’ sejam congruentes.
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Além da rotacéo e da translacdo, outra importante transformacao
rigida é a reflexdo. Para definirmos uma reflexdo, precisamos de uma
reta £. Assim, uma reflexao sobre £ leva o ponto P a um ponto P’ de
modo que PP’ 1 ¢ e que o ponto médio de PP’ esteja sobre /.

o r
/

A reflexfo esta associada com a nocao de simetria. Dizemos que
uma figura plana possui um eixo de simetria quando existe uma reta £
que divide a figura em duas partes, sendo uma parte a reflexao da outra
sobre . A imagem a seguir apresente um trio de figuras simétricas.

Figura 2.7: trés desenhos simétricos.

Nota ao Professor 2.6 A nocédo de simetria é um conceito intuitivo
que é facil de ser compreendido informalmente, mas que é dificil
de ser formalizado em um primeiro momento. O professor pode
utilizar-se desse fato para solicitar que a turma defina formalmente
a nocao de simetria. Dentre as possiveis defini¢cées que poderao
ser sugeridas pelos alunos, destacamos a seguinte: “Uma figura é
simétrica quando € possivel dividi-la em duas partes iguais”. Nesse
momento, o professor pode dirigir-se novamente a turma e perguntar
se a definicdo corresponde a nocao intuitiva de simetria ou se ha
algum contra-exemplo. Observe que a Figura 2.8 respeita a essa
definicdo, mas nao é simétrica. Apds algum debate, apresente a
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defini¢do formal de simetria. Na sequencia, resolva o Exercicio 2.7.

Figura 2.8: é possivel dividir essa figura em duas partes congruentes
através da reta tracejada, mas ela ndo possui nenhum tipo de
simetria.

Exercicio 2.7 Quantos eixos de simetria possuem cada um dos
trés desenhos apresentados na Figura 2.77

O professor pode explorar esse exercicio em aula desenhando as
figuras no quadro e solicitando que os alunos apontem os eixos de
simetria identificados por eles. Termine a atividade apenas quando
todos forem descobertos.

Solugao. O desenho da esquerda tem 1 eixo de simetria, a estrela
possui 5 eixos de simetria e o hexdgono possui 12. |

Outra atividade que pode ser realizada para fixar a nocao de
simetria é a seguinte: Tire uma foto frontal de alguém e utilize
um software de edicdo de fotos para separar a foto ao meio. Em
seguida, faca uma reflexdo em cada um dos lados da fotos e obtenha
assim duas imagens simétricas. Através desse experimento é possivel
perceber empiricamente que a maioria dos rostos nao sdo simétricos.
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Figura 2.9: Nessa figura, vemos a esquerda, a foto original de uma
pessoa. As outras duas sdo obtidas através da aplicacdo de simetria
em relagdo a um dos lados da face.

Os movimentos rigidos do plano estao totalmente relacionados com
a congruéncia de figuras. De fato, existe um teorema que garante que
quaisquer duas figuras sdo congruentes se e somente se existe uma
sequéncia de movimentos rigidos que leva uma na outra. Apesar de
nao apresentarmos uma prova formal, tal resultado pode ser identi-
ficado quando realizamos a atividade proposta na introduc¢ao desse
capitulo. Na Figura 2.1, é possivel imaginar uma sequéncia com uma
rotacdo, uma reflexdo e uma translagdo que posiciona o cachorro verde
exatamente sobre o azul.

Agora faremos alguns exercicios para praticar os conceitos de
transformagoes geométricas que foram apresentados nessa se¢do. Como
sempre, convidamos o leitor a pensar um pouco em cada exercicio
antes de olhar a solucao.

Exercicio 2.8 Na figura a seguir, faga uma translagao sobre o tridn-
gulo ABC de modo que o ponto B fique sobre o ponto P.
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Exercicio 2.9 Na figura a seguir, faca uma rotagao sobre o quadri-
latero ABCD de centro no ponto P e adngulo de 90° no sentido
horario.

Exercicio 2.10 Na figura a seguir, determine a reflexdo do quadrild-
tero ABC' D sobre a reta PQ.
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Solugdo do FExercicio 2.8. Se a translagdo lava os pontos A, B e C
nos pontos A’, B’ e C' respectivamente, entao os segmentos AA’, BB’
e C'C tém o mesmo comprimento e mesma inclinagdo. Dessa forma,
os quadrilateros AA’B'B, BB'C'C e CC'A’ A sao paralelogramos ,
um tipo especial de figura que iremos estudar em mais detalhes ainda
nesse modulo. Veja a figura a seguir onde B’ = P.

C/

B

Solugcdo do Exercicio 2.9. Se a translacdo lava o ponto X no ponto
X', entao o tridngulo X PX’ é retangulo isésceles. Portanto, basta
desenhar quatro tridngulos retangulos isésceles com angulos retos em
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P e vértices nos pontos A, B, C' e D. Obtém-se a seguinte figura na
qual o tridngulo retangulo isésceles AP A’ aparece com os lados PA e
PA’ destacados como segmentos tracejados.

B'/,
!

\
A

|

Solugio do Ezercicio 2.10. Se desejamos desenhar a reflexdo X’ do
ponto X sobre a reta P(Q), entdo devemos lembrar que P(Q) serd a
mediatriz do segmento XX’. Assim, para cada ponto X trace a
perpendicular de X até P(Q e prolongue essa perpendicular até X' de
modo que o ponto médio de X X’ esteja sobre P(Q. Fazendo isso para
os pontos A, B, C e D obtemos a seguinte figura.
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Uma forma interessante de exercitar os conceitos matematicos, apre-
sentados até agora, é por meio do jogo Euclidea, o qual possui
uma colecdo de desafios geométricos que podem ser resolvidos sem
efetuar cdlculos complexos. Ele esta disponivel para os sistemas

Android ou iOS.

2.5 - Desigualdades no TriGngulo

Nesta secao, utilizaremos o material discutido até aqui para estabelecer
algumas desigualdades importantes envolvendo os comprimentos dos
lados de um tridangulo. Comecamos com o seguinte resultado.

Teorema 2.7 Em qualquer tridangulo, a ordem entre dois lados coin-
cide com a ordem entre os adngulos opostos a esses lados. Em
particular, o maior lado é oposto ao maior dngulo, e vice-versa.

Demonstragdo. Assuma que, no tridngulo ABC, tenhamos BC < AC.
Temos de provar que ZBAC < ZABC'. Para tanto, usando o fato de
que BC < AC, podemos marcar um ponto P sobre o lado AC tal que
CP = CB, conforme a figura que segue.

Agora, sendo /PAB = a e ZABP = (3, Teorema do Angulo
Externo da ZCPB = a+ 3. Mas, como ABCP é isésceles de base
BP, segue do Teorema 1.6 que ZCBP = o+ (. Portanto,
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B
a+ 3
a+p
1 o
C ' P A

O préximo resultado confirma nossa intuicao, construida no dia-a-
dia, de que para ir de um ponto a outro a melhor trajetéria possivel
é seguir em linha reta. Talvez vocé ache um tanto surpreendente o
fato de que isso é um teorema, e ndo meramente uma manifestagdo de
nossa intuicao.

Teorema 2.8 — Desigualdade TriGngular. Em todo tridngulo, o maior
lado é menor do que a soma dos outros dois.

Demonstragdo. Se AB é o maior lado do tridngulo ABC, temos de
mostrar que AB < AC + BC. Para tanto, marque P um ponto sobre
a semirreta AC tal que CP = CB e o ponto C esteja entre A e P,
conforme esbogado na préxima figura.

P c A

Uma vez que o tridngulo APCB ¢é is6sceles de base BP, temos
/CPB = /CBP. Denotando tais &ngulos por « e sendo § = ZABP,
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temos

LABP =a+f>a=/ZAPB.

Portanto, aplicando o Teorema 2.7 ao tridngulo APB, concluimos
que AP > AB. Mas AP = AC + CP = AC + B(C, de sorte que
AC + BC > AB. |

Note que esse resultado também pode ser declarado da seguinte
Obs | forma: Em qualquer triangulo, a medida de wm dos lados serd
menor do que a soma das medidas dos outros dois.

Exercicio 2.11 Trés segmentos, medindo 5, 7 e x centimetros, sao
os lados de um tridngulo. Quais sdo os possiveis valores que x pode
assumir?
Solucgao. Pela desigualdade triangular, devemos ter x < 5+ 7 = 12.
Por outro lado, 7 < x + 5, de sorte que 2 < x. Juntando essas duas
desigualdades, temos que
2 <x <12
Observe que a terceira desigualdade, 5 < x + 7, ndo se constiui numa

terceira restricdo para a solucao do problema, posto que ela é satisfeita
por qualquer valor positivo de x. |

Exercicio 2.12 Encontre o intervalo de variagao de z, sabendo que
os lados de um tridngulo sao expressos por x + 10, 2x +4 e 20 — 2z.

Solucgao. Pela desigualdade triangular, devemos ter

(x +10) + (22 4+ 4) > 20 — 2z,
(x+10)+ (20— 22) > 22 +4 e

(2x +4) + (20 — 2z) > = + 10.
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Como,

(x+10)+ (22 +4) >20 — 22 <= 3+ 14 > 20 — 2z

6
(:>5w>6<:>w>g,

(x4+10)+ (20 — 22) > 22+ 4 <= 30—z > 2z + 4

26
<:>26>333<:>$<?,

2x+4)+(20-2z) >+ 10<=24>2+10<=z < 14

e % < 14, os valores de z, que satisfazem simultaneamente as trés
desigualdades triangulares, sdo os valores que satisfazem a desigualdade

6< <26
- <z < .
) 3

A solugdo do exercicio anterior esconde a seguinte sutileza.
Obs| Dados ntmeros reais a, b e ¢, em principio poderiamos ter
a+b>c a+c>beb+c > a, mas pelo menos um dos
numeros a, b e ¢ poderia ser negativo, de forma que a, b e ¢ ndo
fossem lados de tridngulo algum. Isso ndo ocorre! Realmente,
sea+b>c,a+c>beb+c>a,entdioa>c—bea>b—c

Como
a>c—b
4> b_c }:>2a>(c—b)+(b—c):>2a>0$a>0,

temos que a > 0. Da mesma forma, concluimos que b > 0 e
c>0.

Exercicio 2.13 Se P é um ponto no interior de um tridngulo ABC,
mostre que BP + PC < AB + AC.
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A B

Solugao. Prolongue ﬁ até ela encontrar AC' em um ponto ). Apli-
cando a desigualdade triangular aos tridngulos ABQ e QPC, temos
que:

BQ < AB+ AQ e PC < PQ+QC.

Somando essas duas desigualdades, obtemos
BQ + PC < AB+ AQ + PQ + QC
Por outro lado, BQ = BP + PQ e AQ + QC = AC. Portanto,
(BP + PQ)+ PC < AB + AC + PQ.

Entao, cancelando a parcela PQ que aparece dos dois lados, ficamos
com

BP + PC < AB + AC.

Agora ja estamos prontos para resolver o Exercicio 1.1.

Solugao. Fagamos um desenho com uma reta ¢ que representa o rio,
um ponto J que representa a casa de Joaquim e um ponto R que
representa o restaurante. J& sabemos que o caminho mais curto entre
dois pontos é dado pelo segmento de reta que liga esses dois pontos.
Seja R’ o reflexo de R sobre a reta £. Trace o segmento que liga os
pontos J e R'. Esse segmento ird cortar a reta £ no ponto P. Vamos
provar que a juncao dos segmentos JP e PR é o menor caminho entre
J e R que possui um ponto sobre a reta £.
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De fato, seja A um ponto sobre ¢ diferente de P. Note que AR =
AR’ e que PR = PR’ pelas propriedades da reflexdo. Por outro lado,
JAR' é um tridngulo e, pela desigualdade triangular, temos que

JA+AR=JA+ AR > JR = JP+ PR = JP + PR.

Concluimos que a juncdo dos segmentos JP ¢ PR é o menor caminho
entre J e R que possui um ponto sobre a reta £. |

R
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3 Poligonos e Circulos

G

Um quadrilatero ABCD é o conjunto formado por quatro pontos
A, B, C e D , os seus vértices, tal que ndo ha trés deles colineares, e
pelos segmentos AB, BC', CD e DA | os seus lados.

Um quadrilatero é dito convexo quando a reta definida por cada
um de seus lados deixa os outros dois vértices de um mesmo lado,
conforme a Figura 3.1. Nesta se¢do, vamos considerar apenas quadri-
lateros convexos, de forma que, daqui em diante, omitiremos a palavra
COMVETO.

Se ABC'D é um quadrilatero, seu interior é a interse¢do dos
quatro semiplanos definidos por cada lado e que contém os outros dois
vértices. Dizemos também que A, B, C e D sao os angulos internos
de ABCD e os segmentos AD e BC sdo suas diagonais. Note que
elas estao contidos na unido dos lados com o interior de ABCD.

D D
A B A B

Figura 3.1: Um quadrildtero (& esquerda) e suas diagonais (a direita).

Por vezes, dizemos que AB e C'D sao lados opostos de ABCD.
De modo equivalente, BD e AC também sao lados opostos.

Assim como ocorre com os tridngulos, a soma dos angulos inter-
nos de um quadrilatero é invariante, ou seja, é igual em todos os
quadrilateros. Mas, no caso de quadrilateros, o valor obtido é 360°.

T | 3
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Teorema 3.1 A soma dos angulos internos de um quadrildtero é
360°.

Demonstragdo. Desenhando apenas uma das diagonais, dividimos o
quadrilatero em dois tridngulos. Podemos observar facilmente que a
soma dos angulos internos do quadrilatero é igual & soma dos angulos
internos desses dois tridngulos. Logo, a soma dos dngulos internos do
quadrilatero é igual a 2 - 180°, ou seja, 360°. |

Vamos, agora, definir alguns tipos especiais de quadrilateros, se-
gundo seus angulos e lados. A medida que vocé ler as definigoes,
observe os varios tipos especiais de quadrilateros na figura 3.3.

¢ Retangulo é um quadrilatero que possui todos os seus dngulos
retos.

e Losango é um quadrilatero que possui todos os seus lados iguais.

e Quadrado é um quadrilatero que possui todos os angulos retos e
todos os lados iguais. Portanto, um quadrilatero é um quadrado
se, e somente se, for simultaneamente um retadngulo e um losango.

e Paralelogramo é um quadrilatero que possui seus dois pares
de lados opostos paralelos.

o Trapézio é um quadrildtero que possui um par de lados (opostos)
paralelos , que sdo chamados de bases.

Retangulos também tém uma forte aplicagdo na construgao civil.
Durante a construgdo de um prédio, as paredes e pisos sdo pavimen-
tados por tijolos com faces retangulares. Isso decorre do fato de que
tijolos retangulares sdo mais faceis de transportar e mais baratos de
fabricar. Além disso, eles podem preencher as paredes retas sem deixar
nenhum espaco vazio , como pode ser visto na Figura 3.2.

Observe que todo paralelogramo também é trapézio. Por outro
lado, em um trapézio, seus outros dois lados podem ou nao ser paralelos.
Contudo, a fim de ter uma nomenclatura que funcione em todos os
casos, se ABCD for um trapézio de bases AB e CD, diremos que AD
e BC sao os lados nao paralelos do trapézio, lembrando que eles
podem vir a ser paralelos. A nomenclatura é um tanto infeliz, mas estd
consagrada pelo uso e nao gerara confusdes, pois o contexto sempre
deixara cada situacdo bastante clara.
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Secdo 3.1

Figura 3.2: Possiveis ladrilhamentos utilizando tijolos.

Uma tltima defini¢do: se ABC'D for um trapézio de bases AB
e CD, diremos que ABCD ¢ isé6sceles se /BAD = /ZABC'. Nesse
caso, é possivel usar o Teorema 1.6 para mostrar que AD = BC.

L3 <= {

retangulo losango quadrado
paralelogramo trapézio trapézio
isosceles

Figura 3.3: Tipos de quadriléteros.

Nota ao Professor 3.2 Ao falar sobre retangulos, o professor pode
comentar sobre o retdngulo aureo. Um retdngulo dureo é todo aquele
cuja razao entre os comprimentos do lado maior e do lado menor é
igual nimero aureo, ¢ = 1+2‘/5, que é um numero irracional aproxi-
madamente igual a 1,618. Um retangulo dureo pode ser construido
pela unido de um retadngulo dureo menor com dimensoes axb, onde

a > b, e de um quadrado de lado a, de tal sorte que o retdngulo
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dureo maior tenha dimensoes (a + b)xa, como na Figura 3.4. Isso
funciona porque o nimero ¢ é uma raiz da equagao de segundo
grau p? = o + 1, logo satisfaz

1
=14 —.
2
b b 1
E, por isso, comog:d), temosquea+ :g—l——zl—k—:cp.
b a a a %
a b
a
- _/
~
a+b

Figura 3.4: construgdo de um retangulo aureo a partir de um menor.

Figura 3.5: Aplicacdo na arquitetura: o Partenon.

Muitos artistas e arquitetos sao fascinados, desde a antiguidade
classica, pelo pressuposto de que o retangulo dureo é uma forma
esteticamente atraente. Ele pode ser encontrado em varios projetos
arquitetonicos antigos e modernos, incluindo o Partenon * (veja

o
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https://pt.wikipedia.org/wiki/Partenon
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Figura 3.5), um famoso templo na Grécia construido em 447 a.C.
Para saber mais sobre o niimero aureo, leia o cédigo a seguir para
assistir a um video do canal Isto é Matemdtica.

© Saiba Mais:

“https://pt.wikipedia.org/wiki/Partenon

Analisaremos mais algumas propriedades dos tipos especiais de
quadrilateros listados acima no proximo médulo de Geometria, quando
formalizarmos o conceito de congruéncia de triangulos.

Exercicio 3.1 Na figura a seguir, ABCD é um trapézio de bases
AB e CD. Encontre z e y.

Solugao. Por paralelismo, temos
2y —x 4+ 120° = 180° e 60° + x + y = 180°,

ou seja,
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2y —x=60° e x+y=120°.
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https://www.youtube.com/watch?v=mfL6-g5mQw4

Somando estas duas equacgoes, chegamos a 3y = 180°. Logo, y = 60°
e, consequentemente, x = 60°. Observe que, gracas a esses valores,
ABCD é um trapézio isosceles. |

Exercicio 3.2 Na figura a seguir, P é o ponto de encontro das
bissetrizes dos angulos /DAB e ZABC, enquanto que @ é o ponto
de encontro das bissetrizes dos angulos Z/ZBCD e ZCDA. Ache o
valor de ZAPB + /CQD.

Solugao. Sejam
20 = LDAB, 26 = LABC, 20 = /BCD e 2§ = ZCDA,
as medidas dos dngulo do quadrilatero ABC'D. Note que
/ZAPB =180°—a —f e ZCQD =180° — 0 — 6.
Somando essas duas equagoes, temos que
LZAPB+ ZCQD = 360° — (a+ B+ 6 +9).

Por outro lado, 2a, 23, 20 e 26 sdo as medidas dos dngulos de um
quadrildtero, consequentemente, a soma desses dngulos é 360°. Assim,
a+5+60+4§ =180° e, dai, LZAPB+/CQD = 360°—180° = 180°. N

Exercicio 3.3 A figura a seguir é formada por um quadrado e um
tridngulo equilatero. Calcule a medida do angulo ZPDC.
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A B

Solugao. Como CD = BC e BC = CP, temos que CD = CP.
Assim, ACDP é um tridngulo isésceles e, pelo Teorema 1.6,

ZCDP = ZCPD = x.

Por outro lado, sendo ABC'D um quadrado e CBP um tridngulo
equilatero, temos ZBCD = 90° e ZBCP = 60°. Logo,

/DCP = 90° 4+ 60° = 150°.
Por fim, calculando a soma dos dngulos do triangulo AC'D P, obtemos
22 + 150° = 180°, ou seja, 2z = 30°.

Assim, x = 15°. |

3.2 - Poligonos

Generalizando tridngulos e quadriliteros, definimos um poligono de n
lados A1 As ... A, como o conjunto formado por n pontos Ay, As, ...,
A, , denominados seus vértices, tal que ndo hé trés deles colineares,
e pelos segmentos A1 Ay, AsAs, ..., Ay 1A, e A, A1, denominados
seus lados.

Um poligono de n-lados também é chamado de m-agono. No
entanto, em geral usamos palavras especificas quando n varia de 3 a
10. Ja conhecemos esses nomes quando n = 3 ou n = 4: poligono de
3 lados é denominado tridngulo e de 4 lados é denominado quadrila-
tero. A seguir, listamos os nomes usados para 5 < n < 10, os quais
sdo formados pela contragao do prefixo grego correspondente a n ,
sublinhado, com a terminagao dgono, como segue descrito.
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i. n = 5: pentagono. iv. n = 8: octdgono.
ii. n = 6: hexdgono. v. n=9: enedgono.
iii. n = 7: heptagono. vi. n = 10: decigono.

Da mesma forma, nesses casos podemos nomear os vértices do
poligono usando as primeiras letras maitsculas do alfabeto, a partir
de A. Assim, podemos falar do pentidgono ABCDE, do octégono
ABCDEFGH, etc.

Podemos encontrar , facilmente, poligonos dos mais diversos tipos na
Natureza, que evoluiu , ao longo de milhares de anos, para otimizar
as estruturas que dao suporte a vida. Por exemplo, se fatiarmos
uma colmeia de abelhas, é possivel encontrar uma malha hexagonal
, como a apresentada na Figura 3.6. O local, no qual o mel é
depositado, é composto por pequenos espagos cujos contornos sao
poligonos com seis lados que se encaixam lado a lado . Isso minimiza
a quantidade de cera necessaria para moldar a colmeia e maximiza
o espaco onde fica armazenado o mel.

& I
A -
Figura 3.6: Para otimizar o armazenamento do mel, as abelhas

constroem uma colmeia composta por hexagonos. Fonte: Matthew
T Rader (unsplash).

Um poligono de n lados é dito convexo quando a reta definida por
cada um de seus lados deixa os outros n — 2 vértices de um mesmo lado
do plano. As Figuras 3.7 mostram dois exemplos de poligonos, um
pentigono nao convexo a esquerda e um hexdgono convexo a direita.
Nesta se¢ao, vamos considerar apenas poligonos convexos, de forma
que, daqui em diante, omitiremos a palavra convezo.
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D

A B A B

(a) Um pentagono ndo convexo. (b) Um hexdgono convexo.

Figura 3.7: Dois exemplos de poligonos.

Se A1As ... A, é um n-adgono, seu interior é a intersecdo dos n
semiplanos definidos por cada lado e que contém os outros n—2 vértices.
Dizemos também que A1, A, ..., A, sido os Angulos internos do
poligono.

Defini¢do 3.2.1 Um poligono regular é um poligono em que todos
os lados tém um mesmo comprimento e todos os angulos internos
sao congruentes.

Na Figura 3.8, ilustramos o pentagono regular — poligono regular
de 5 lados, e 0 hexdgono regular — poligono regular de 6 lados.

Tridngulos equiléteros e quadrados sdo poligonos regulares. No
caso dos tridangulos equilateros, recorde que , pelo Teorema 1.6, a
igualdade dos lados implicava a igualdade dos &ngulos. Entretanto, ja
no caso dos quadrados, tivemos de exigir as igualdades dos lados e dos
angulos internos , pois ha retangulos que nao sdo quadrados.

De maneira similar, para todo n > 4, ndo é dificil esbocarmos
exemplos de n-agonos equildteros, isto é, com todos os lados iguais,
ou equidngulos, isto é, com todos os dngulos iguais, mas que nao sao
regulares. Por exemplo, imaginando que os lados do pentagono regular
da figura acima sado barras de ferro conectadas por pinos nos vértices,
vemos que o conjunto das barras nao é rigido; podemos achata-lo ou
alongéa-lo e, assim fazendo, obter outros pentagonos, equilateros mas
nao equiangulos.
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D
E D
E c
F C
A B A B
(a) Pentdgono regular. (b) Hexdgono regular.

Figura 3.8

Da mesma forma, escolha um ponto qualquer A’ no interior do
quadrilatero ABPFE, onde P é o encontro das diagonais EC e DB
(veja a Figura ??) e, em seguida, marque os pontos B’ sobre BC e E’
sobre DE tais que A'B’ seja paralela a AB e A'E’ seja paralela a AF;
entao, A’/B'CDE’ é um pentdgono equiangulo, mas nao equildtero
(pois B'C' < BC = CD).

Uma diagonal de um poligono é um segmento que une dois vértices
nao adjacentes , ou seja, que nao sao extremidades de um mesmo lado.
Ja sabemos que o quadrado possui duas diagonais e, na Figura 3.10(b)
ilustramos , a esquerda, as diagonais de um heptigono que partem de
um vértice, bem como todas as diagonais , no poligono a direita.

Vamos, agora, calcular a quantidade de diagonais em um poligono
convexo qualquer, em fun¢do do ntimero de lados.

Teorema 3.3 Um poligono convexo de n lados possui w

nais.

diago-

Demonstragdo. Ao fixar um vértice qualquer do poligono, note que o
nimero de diagonais que partem dele é igual a n — 3 . Por exemplo,
na Figura 3.10(a), temos n = 7 vértices e 7 — 3 = 4 diagonais partindo
de A. Assim, podemos contabilizar todas as diagonais somando as
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A B

Figura 3.9: Pentagono equidngulo.

(a) Diagonais em um penté- (b) Um heptdgono tem 14 dia-
gono partindo de um vértice. gonais.
Figura 3.10
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contribuicoes de diagonais que partem de cada vértice, o que da

m=3)+n—-3)+...+(n—3)=n(n—23)

n parcelas

diagonais. Contudo, o calculo acima tem redunddncias: cada diagonal
foi contada uma vez a partir de cada dos seus dois vértices, logo foi

contada duas vezes. Portanto, o total de diagonais, sem repeticoes, é
n(n—3) [
—

Vimos anteriormente que a soma dos angulos internos de um
tridngulo é 180°, enquanto que a soma dos angulos internos de um
quadrilatero convexo é 360°. O proximo teorema generaliza esses
dois resultados, calculando a soma dos angulos internos em qualquer
n-4gono convexo.

Teorema 3.4 A soma dos dngulos internos de um poligono convexo
de n lados é 180°(n — 2).

Demonstragdo. Escolha um vértice do poligono e trace todas as n — 3
diagonais que partem dele , conforme a Figura 3.10(a) para o caso em
que n = 7. Desse modo, subdividimos o poligono em n — 2 triangulos:
7 — 2 =5 tridngulos no exemplo da Figura 3.10(a). Observe, agora,
que a soma dos angulos internos do poligono é igual a soma dos
angulos internos de todos esses n — 2 tridngulos. Logo, a soma total é
180°(n — 2). |

Como consequéncia imediata do resultado anterior, obtemos o
seguinte resultado.

Coroldrio 3.5 Em um poligono regular de n lados, cada dngulo
180°(n — 2)
- .

interno mede

Demonstragio. Como a soma dos angulos é 180°(n —2) e ha n angulos,

. . 180°(n—2
todos de mesma medida, cada um deles deve medir %. |
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Exercicio 3.4 Na figura a seguir, vemos um pentiagono regular
ABCDEFE e um tridngulo equilatero CF'G, unidos pelo vértice co-
mum C'. Calcule a medida do angulo z = ZBCF para que os lados
AFE e FG estejam contidos em retas paralelas.

D G

Solugido. Os lados FA e GF sao paralelos se, e somente se, eles sdo
paralelos a uma mesma reta r. Seja r uma reta passando por C e por
um ponto H, distinto de C, conforme a figura que segue.

A reta r é paralela ao segmento GF se, e somente se, os dngulos
/ZHCF e ZCF@ sao iguais, por serem alternos internos para as retas
CH e FG, em relagao a transversal CF. Como o triangulo CFG
é equilatero, ZCOFG = 60° e, portanto, ZHCF = 60° é condicao
necesséria e suficiente para que r e GF' sejam paralelos.

Seja I o ponto de intersecao dos prolongamentos dos lados C'B
e AF do pentagono e marque um ponto H sobre a reta r, conforme
mostrado na figura a seguir.
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Os angulos ZIAB e ZIBA sao os suplementos dos dngulos internos
LEAB e ZABC, respectivamente. Como o pentdgono é regular, temos

(5 — 3)180°

LEAB = ZABC = 3

= 108°.
Assim,
/ZIAB = ZIBA = 180° — 108° = 72°.

Calculando a soma dos angulos do tridngulo AI B, segue que
ZAIB + 72° 4+ 72° = 180°, ou seja, ZAIB = 180° — 144° = 36°.

A reta r é paralela ao segmento EA se, e somente se, os angulos
/AIB e /BCH sao iguais, pois sdo alternos internos para as retas
AFE e r, em relagdo a transversal C'I. Logo, /BCH = 36° é condigao
necessaria e suficiente para que r e E'A sejam paralelos.

Portanto, devemos ter

r=/BCH+ ZHCF = 36° 4 60° = 96°

para que os lados GF e EA sejam paralelos.
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Exercicio 3.5 — OBMEP 2007.

(a) Complete a tabela abaixo, lembrando que a soma de todos
os angulos internos é de um poligono regular de n lados é

(n—2)-180°.
n|Soma dos angulos internos|/Angulo interno
3 180° 60°
4 360° 90°
5
6
8

Dizemos que trés ou mais poligonos regulares se encaizam
se é possivel colocd-los em torno de um vértice comum, sem
sobreposicao, de modo que cada lado que parte desse vértice é
comum a dois desses poligonos. Na figura vemos dois exemplos
de poligonos que se encaixam.

(b) Um quadrado e dois octégonos regulares se encaixam? Justi-
fique sua resposta.

(¢) Um tridngulo equildtero, um heptidgono regular e um ou-
tro poligono regular se encaixam. Quantos lados tem esse
poligono?
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Solucao.

(a) Para completar a primeira coluna da tabela basta substituir os
valores n = 5, 6 e 8 na féormula (n — 2) - 180°. Para completar a
segunda coluna, basta , conforme visto no Corolario 3.5, dividir os
valores da primeira coluna pelo valor correspondente de n, ou seja,

calcular w. A tabela completa é dada abaixo.

n| Soma dos angulos internos| Angulo interno
3 180° 60°
4 360° 90°
5 540° 108°
6 720° 120°
8 1080° 135°

(b) O angulo interno de um quadrado é 90° e o de um octégono regular
é 135°. Para que alguns poligonos regulares se encaixem, a soma de
seus dngulos internos deve ser 360°. Como 90°+135° 4+ 135° = 360°, se-
gue que um quadrado e dois octogonos regulares realmente se encaixam.

(¢) O angulo interno de um tridngulo equilatero é 60° e o de um
(7—2)-180° _ 5-180°
7 7

. Seja n o nimero de lados do
(n—2)-180°
n

heptiagono regular é

terceiro poligono. O dngulo interno desse poligono é . Como

os trés poligonos se encaixam, devemos ter
5-180° n
7

(n —2) - 180°

60° + = 360°,

ou ainda, dividindo os dois lados por 60°,

5-3 -2)-3
, (=2

7 n =6

1+
Multiplicando ambos os membros por 7n, obtemos
n+15n+21(n — 2) = 42n

de sorte que n = 42. Logo, o terceiro poligono tem 42 lados. |
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-
[

Nota ao Professor 3.6 Como vimos na Figura 3.2, virias cépias
congruentes de um retangulo sdo capazes de cobrir perfeitamente o
plano sem deixar buracos ou formando sobreposi¢ées. A Figura 3.6
mostra que hexagonos regulares também possuem essa caracteristica.
Pode parecer que trata-se de uma propriedade facil de se encontrar
em poligonos, mas nao é.

Encontrar poligonos que podem cobrir o plano trata-se de uma
de um campo de pesquisa da Matematica com importantes aplica-
¢oes em diversas dreas como Computacao Grafica, mas acessivel
a estudantes com um bom nivel de dedicagao. Por exemplo, um
novo tipo de pentigono com essa propriedade foi descoberto em
2015 com a ajuda de um estudante universitario. A Figura 3.11
apresenta os quinze tipo de pentdgonos que possuem a propriedade
de cobrir o plano que conhecemos até entdo. Nao sabe-se se ha

outros.

Figura 3.11: Cobertura do plano com pentagonos irregulares. Fonte:
Wikimedia Commons.

Coberturas no plano através de poligonos congruentes também
possuem uma forte conexao com o mundo da arte. O artista plastico
holandés Maurits Cornelis Escher (1898-1972) criou diversas obras
inspiradas pela matematica. Dentre os seus trabalhos mais famosos
estd a famosa litografia que mostra a cobertura do plano através de
figuras que representam lagartos. Essa obra de Escher é baseada
na Figura 3.12.
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LI Saiba mais sobre M. C. Escher:

E

Figura 3.12: cobertura do plano com lagartos.

O professor pode trabalhar o conteido dessa secao de varias
formas possiveis. Seguem algumas sugestoes.

(a) Apés apresentar a cobertura do plano através de retangulos,
solicite que seus alunos pensem em coberturas envolvendo
outros poligonos: tridngulos, pentadgonos, hexagonos, e outros.
Apés fazerem o desenho, oriente-os a fazer um molde usando
cartolina e tesoura. Esse tinico molde deve ser utilizado para
fazer as varias copias que cobrem o plano.

(b) Conte um pouco sobre as coberturas do plano através de pen-
tdgonos. Nao é sempre que o professor tem uma oportunidade
de aproximar seus alunos com pesquisa cientifica de ponta.
Aproveite o momento para ensinar que a Matematica esta em
constante desenvolvimento e que muitas perguntas ainda nao
foram respondidas.
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(c) Este é um projeto que pode ser desenvolvido em conjunto
com o professor de Artes. Apresente a cobertura de lagartos
de Escher. Separe a turma em grupos e desafie-os a encontrar
um poligono oculto que descreve a cobertura. Ha varias
possibilidades. Uma delas é apresentada na Figura 3.13.

Figura 3.13: Padrao oculto de hexagonos regulares na obra de
Escher.

Apés perceberem o padrao, o professor de artes deve orienté-
los a criar suas préprias obras de artes inspiradas nesse traba-
lho de Escher. No final, pode-se montar uma exposicao para
toda a escola.

(d) Resolva o desafio a seguir. Utilize moldes de cartolina para
facilitar o raciocinio dos estudantes. Esteja atento principal-
mente a argumentagao desenvolvida pelos alunos, chamando
a atencao para possiveis falhas argumentativas.

Problema 2 — OBM 2008.

(a) E possivel cobrir o plano com pentdgonos regulares?

(b) Seja ABCDE um pentagono com todos os lados iguais e
tal que a medida do dngulo interno nos vértices A e B sao
A =100° e B = 80°. Mostre como é possivel cobrir todo o
plano com cépias desse pentagono, sem sobreposicoes.
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Solugao.

(a) Para que seja possivel cobrir o plano com diversas cépias
de um mesmo poligono, em cada vértice determinado pelo
encontro figuras congruentes, a soma dos angulos internos
deve ser 180° ou 360°, conforme ilustrado na seguinte figura.

Soma 180°. Soma 360°.

Como o dngulo interno de um pentagono regular é 108°; temos
que

108° < 180° < 2-108° e 3-108° < 360° < 4 - 108.

Portanto, ndo é possivel cobrir o plano com coépias de um
pentagono regular.

(b) Note que A+ B =180° e que EA e BC sio paralelos. Assim,
EABC é um losango. Logo, CE = DE = CD e CDE é
um tridngulo equilatero. Consequentemente, é possivel cobrir
o plano com varias cépias do pentidgono ABCDE, como
mostrado na seguinte figura.
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Figura 3.15: Cobrindo o plano com pentigonos irregulares.

3.3 - Angulos no Circulo Q
)

\ i

Considere um ponto O no plano. Um circulo de centro O é o conjunto
de todos os pontos que estdo a uma mesma distancia fixada de O,
distancia esta denominada de raio do circulo. Assim, se os pontos
P e (Q estdao sobre um mesmo circulo de centro O, entao OP = 0Q);
também, por vezes dizemos que os proprios segmentos OP e OQ) sao
ratos do circulo.

Se P e @ sdo dois pontos sobre um circulo de centro O, o segmento
PQ é uma corda do circulo. Toda corda divide o circulo em dois
arcos PQ) : um maior e outro menor, mas eventualmente iguais.

Um tipo especial de corda, chamada de didmetro, é aquela que
passa pelo centro do circulo. Nesse caso , e somente nele, a corda
divide o circulo em dois arcos iguais. Evidentemente, o comprimento
de um didmetro de um circulo é igual ao dobro da medida do raio.
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Considere um circulo I' de centro O e dois pontos A e B sobre
ele. Dizemos que o arco AB, percorrido de A para B no sentido anti-
horario, corresponde ao dngulo central ZAOB , também percorrido
no sentido anti-horério, conforme a figura que segue. Nesse caso, com
um certo abuso de notacgao, escreveremos ZAOB = AB.

Na discuss@o do paragrafo anterior, o adjetivo central refere-se ao
fato de que o vértice do angulo € o centro do circulo I'. Por outro lado,
se P é um ponto de I' que néo estd sobre o arco AB , percorrido no
sentido horario, dizemos que ZAPB é um dngulo inscrito. Assim, o
vértice de um angulo inscrito em um circulo é um ponto do mesmo.

P

Figura 3.16: Angulo central ZAOB e angulo inscrito ZAPB.

O resultado a seguir , de grande importancia, relaciona as medidas
de angulos centrais e inscritos relativos a um mesmo arco de circulo.

Teorema 3.7 — Angulo inscrito. O angulo inscrito é metade do an-
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(a) Caso O € PA. (b) Caso O € AAPB. (c) Caso O ¢ AAPB.

Figura 3.17: Casos de angulos inscritos.

‘ gulo central correspondente.

Prova. Vamos dividir a demonstragdo em trés casos, de acordo com
as trés situagoes apresentadas na Figura 3.17.

i. O estd sobre AP: neste caso, ZBPO = ZPBO = « , pois o trian-
gulo AOPB é isésceles com OP = OB. Logo, ZAOB = 2a, porque
ZAOB é angulo externo do APOB. Assim, ZAPB = %ZAOB.

ii. O esta no interior do angulo ZAPB: neste caso, seja C' o segundo
ponto de encontro da reta PO com o circulo. Pelo item anterior, temos

/BOC = 2/BPO e /COA = 2/0PA. Dai,
/BOA = /AOC + /COB = 2(/APC + /BPC) = 2/BPA.

iii. O esta no exterior do dngulo ZAPB: neste caso, seja C' o segundo
ponto de encontro da reta PO com o circulo. Pelo item (a), jd sabemos

que /BOC =2/BP0O e ZCOA =2/0PA. Dali,
/BOA = /BOC — LAOC = 2(LBPC — LAPC) =2/BPA.
[ |

A partir da nocdo de angulo inscrito, podemos estudar outros dois
tipos de angulos notéveis no circulo.

I. O angulo interior ZAPC é construido da seguinte forma. Dado
um ponto P no interior do circulo I', tracamos duas cordas AB
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e CD de I' que se intersectam em P , conforme a figura 3.18(a).
Tem-se —_— —
A DB

sapc = ACT DB

Prova. Temos que ZAPC' é externo ao tridngulo APB. Logo

LAPC = L/PAB + /PBA = DQB + AQC.

IT. O angulo exterior ZAPC é construido da seguinte forma. A
partir de um ponto externo P ao circulo I', tracamos duas retas r
e s secantes a I" nos pares de pontos A, B e C, D, respectivamente,
com B situado sobre o segmento AP e D situado sobre o segmento
CP , conforme a figura 3.18(b). Tem-se

AC - BD
—

LAPC =

Prova. Temos que ZADC é externo ao tridngulo APD. Logo,

/ADC = /BAD + /APC,

ou seja,
AC BD
LAPC = LZADC — ZBAD = - "5
]
A
B
D
C
(a) Angulo interior. (b) Angulo exterior
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Proposicdo 3.8 Em todo tridngulo ABC, as bissetrizes dos dngulos
/ABC, /BCA, /CAB encontram-se em um unico ponto I chamado
de incentro do triangulo.

Prova. Considere o circulo I que passa pelo trés vértices A, Be C e
sejam M, N e P os pontos médios, respectivamente, dos arcos BC,
CA e AB que nao contém os vertices opostos. Veja que

—_

@:@:A;ZMCB,

—

EJT/[:]\/@:BTC:ABACe

—

@:J@:A—f:nga

Portanto, sendo ) o ponto de encontro das cordas AM e PN, temos

/NQM = (AP + MN) = (AP + MC + CN)

- %(4,403 + /BAC + Z/ABC)
1

= — . 1 ° fy °
5 180° = 90°,

ou seja, as cordas AM e PN sao perpendiculares.
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O raciocinio acima mostra que, se por um lado AM é uma bissetriz
do tridngulo ABC', por outro é uma altura do triangulo M NP. Da
mesma forma, BN e C'P sao as outras duas alturas desse triangulo e,
como ja sabemos que as alturas de todo tridngulo sdo concorrentes,
concluimos que AM, BN e C'P sdo concorrentes. |

Para o que segue, dizemos que uma reta é tangente a um circulo
se tiver um tnico ponto em comum com o circulo. Nesse caso, tal
ponto é o ponto de tangéncia entre a reta e o circulo.

Teorema 3.9 Considere um circulo I' de centro O e um ponto A
sobre esse circulo. Se uma reta r passando por A é perpendicular a
AQO, entdo r é tangente a I

Prova. Sendo B outro ponto de 7, temos que AAOB é retangulo em
A — convém esbogar uma figura para acompanhar esta demonstragao.
Logo, a hipotenusa OB é o maior lado do tridangulo, de forma que
OB > OA , ou seja, a distancia de B ao centro de I' é maior que o
raio de I". Logo, B nao pertence ao circulo I'. Assim, A é o Unico
ponto em comum entre r e I', de modo que r é tangente a I'. ]

O préximo resultado diz que a reta tangente a um circulo por um
ponto do mesmo é tinica.

Teorema 3.10 Considere um circulo I" de centro O e um ponto A

sobre esse circulo. Se uma reta r passa por A e é tangente a I, entéo
r 1L AO.

Prova. Basta mostrar que se r é uma reta que passa por A mas nao
é perpendicular a AQO, entdo r ndo é tangente a I' — veja a Figura 3.19
para acompanhar esta demonstracdo. A reta AO claramente nao é
tangente a I'. Seja r, distinta da reta AO, uma reta passando pelo
ponto A e nao perpendicular ao raio OA de I'. Entao, r forma um
angulo «, inscrito a I' e agudo, com o raio OA. Seja s a reta passando
por O e formando com o raio OA um angulo de medida 180° — 2« de
modo que este angulo e o dngulo inscrito « sejam colaterais internos
em relacdo ao raio OA. Logo, r e s ndo sdo paralelas. Entao, seja
B o ponto de intersecdo entre r e s. Como Z/OBA = /Z0AB = «, 0
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Figura 3.19: Reta que ndo é tangente a um circulo.

tridngulo OAB é isésceles com OA = OB. Portanto, B pertence a I’
com B distinto de A e, assim, r nao é tangente ao circulo I'. |

A partir dos dois resultados anteriores, podemos apresentar um
outro angulo notavel: o dngulo semi-inscrito. Temos um circulo de
centro O e dois pontos B e C' sobre ele, como pode ser acompanhando
na figura que segue. Um reta BD é tangente ao circulo no ponto B, de
modo que C' e D estejam no mesmo semiplano em relagao a reta OB.
Nessa configuracao, dizemos que ZCBD ¢ um dngulo semi-inscrito
ao arco BC.

D

=
Figura 3.20: Angulo semi-inscrito.

Veja que ZOBC = Z0CB, pois OB = OC'. Dali, se ZCOB = 2aq,
temos ZOQC = 90° — « e, por conseguinte, ZCBD = «. Assim,

LCBD = 2=
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Teorema 3.11 — do Bico. Seja P um ponto fora de um circulo I' de
centro O. Sejam A e B pontos sobre I' tais que PA e PB sejam
tangentes ao circulo. Entao, PA = PB.

Prova. Pelo Teorema 3.10, temos que ZPAO = /ZPBO = 90°. Além
disso, OA = OB, pois ambos esses segmentos sdo raios do circulo.
Logo, AAPO = APBO pelo caso Cateto-Hipotenusa, de sorte que
PA = PB. |

C
B
50°
X
150° D
110°
X
D A

Solucao.

(a) Veja que = é um angulo interior. Portanto, sua medida é a média
. sy. . . o o

aritmética das medidas dos arcos, ou seja, x = m = 100°.

| Exercicio 3.6 Nas figuras a seguir, calcule o valor de x.
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(b) Note que AD = 180° — AB = 70°. Veja que = é um angulo exterior.
Portanto, sua medida é metade da diferenca das medidas dos arcos
que ele determina. Assim, z = M = 20°. |

Exercicio 3.7 — OBM 2005 - adaptado. Na figura a seguir, CF é
tangente ao circulo em B. Se ZEBC =70° e EB = EG, qual é o
valor de Z/ZEF B?

E

C

Solugao. Note que EB = 140°, pois ZEBC' é semi-inscrito. Assim,
/EGB = 70°, pois esse angulo estd inscrito no arco EB. Como BEG
é isésceles, temos ZEBG = 70°. Sendo C, B e F colineares, vem que

ZGBF =180° — ZCBE — ZEBG = 180° — 70° — 70° = 40°.

Agora, em relacdo ao tridngulo GBF', Z/EGB é angulo externo. Logo,
/EGB = /GBF 4+ ZGFB. Assim,

/ZGFB = /EGB — ZGBF = T70° —40° = 30°.

Exercicio 3.8 — OBM 2013. Na figura a seguir, o ponto O é o centro
do circulo que passa pelos pontos A, B, C, D e E. Sabendo que o
didmetro AB e a corda C'D sao perpendiculares e que /BCE = 35°,
calcule o valor em graus do angulo ZDAEF.
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Solugao. Uma vez que LZECB = 35° é inscrito, temos EB = 70°.
Note que ZEOB = 70° , pois ¢ o angulo central correspondente ao arco
EB. Agora, veja que ZAOC = ZEOB = 70° , pois tais dngulos sdo
opostos pelo vértice O. Seja P o ponto de encontro de CD e AB. No
tridngulo retdngulo C PO, ZPCO = 90° — ZPOC = 90° — 70° = 20°.
Todavia, note que tanto o dngulo ZDAE quanto o angulo ZDCE
, igual ao dngulo ZPCO de medida 20°, sdo inscritos no arco DFE.
Portanto, ambos possuem a mesma medida , igual & metade da medida
do arco DE, de forma que ZDAFE = 20°. |

Nota ao Professor 3.12 Apresentaremos uma sugestao de atividade
baseada em um problema que apareceu no SAT de 1982. O Scho-
lastic Assessment Test (SAT) é um exame padronizado aplicado
nos EUA e que serve como critério de admissado em universidades
norte-americanas. O problema, que ficou conhecido como paradoxo
das moedas, tem enunciado relativamente simples e é apresentado
a seguir:
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Problema 3 — SAT 1982. Na figura a seguir, o raio do circulo B
é % do raio do circulo A. O circulo menor, desloca-se no sentido
horario, girando ao redor do circulo maior até voltar a posicao
original. Quantas voltas o circulo A d4 em torno de si préprio

durante esse percurso?

Na época, esse problema causou uma grande polémica pois
nenhuma das cinco opgoes de resposta apresentadas , 3/2,3,6,9/2 e
9, estava correta. Isso ocorreu pois os proprios criadores da questao
haviam resolvido-a de maneira errada. A solucdo apresentada pelos
elaboradores ¢é exibida a seguir.

Solugao (errada). Se o raio do circulo menor for r, seu compri-
mento serd 27r. Além disso, o raio do circulo maior sera 3r e seu
perimetro 27(3r) = 6zr. Portanto, o comprimento do circulo A
é trés vezes maior do que o comprimento do circulo B. Portanto,
serao necessarias trés voltas. |

Porém, ao construirmos um modelo real da situagdo exposta no
problema, verificamos que a moeda menor realiza um total de quatro
voltas. Isso pode ser assistindo ao video que pode ser acessado
através do codigo a seguir.
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A solucdo anterior possui um erro argumentativo: o circulo
menor nao estd deslocando-se sobre uma reta. Ele esta deslocando-
se ao redor de um outro circulo. Assim, devemos considerar uma
volta extra, totalizando 3 4+ 1 = 4 voltas. Podemos justificar essa
resposta formalmente através da seguinte solucao.

Solugao (correta). Seja O o centro do circulo maior e O; a posi-
¢ao inicial do centro do circulo menor. Além disso, considere o ponto
X1, sobre o circulo menor, que esta inicialmente representando o
ponto de tangéncia entre os dois circulos.

Note que a medida que o circulo menor desloca-se para a direita,
o segmento que liga X1 ao centro O; desse circulo gira no sentido
horéario.

Agora suponha que o centro do circulo menor descolou-se até o
ponto O2 e que o segmento 01X girou até a posicdo Oy X5 , sendo
X5 a nova posi¢ado de X7, como mostrado na figura. Sejam, ainda,
Y o ponto de tangéncia entre os dois circulos quando o menor esta
na segunda posicdo e Z um ponto sobre o menor circulo tal que
que O Z é paralelo a O1.X;.

Observe que, devido ao descolamento, o comprimento do arco
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X1Y, no circulo maior, é igual ao comprimento do arco XY,
no circulo menor. Seja # a medida do dngulo Z/X;0Y. Como
o raio de B é trés vezes menor do que o raio de A, temos que
YO X9 =3/X10Y = 30. Porém, para medirmos a rotacdo que
o circulo B deu em torno do seu eixo, devemos comparar a direcao
de 09 X5 em relagao a sua direcao original que é O X7.

Agora, se 027 é paralelo a O1.X1, entdo basta calcular o angulo
ZZ09Xs. Veja que LYOyZ = /X0 = 0 pelo axioma das retas
paralelas. Assim,

L7039 Xo9 =LY OoZ + LY O3 X9 = 0+ 30 = 46.

Para considerarmos uma volta completa do circulo menor ao
redor do circulo maior, devemos tomar 8 = 360°. Neste caso, 46
corresponderd a um total de 4 - 360°. Ou seja, quatro voltas.

|

O professor pode explorar essa situagdo da seguinte forma.

(a) Apresentar o problema a turma e reservar alguns minutos
para que eles pensem na resposta.

(b) Quando alguém der a resposta trés, pergunte como o(a)
aluno(a) chegou a essa resposta.

(c) Separe os alunos em grupos e solicite que eles elaborem mo-
delos reais da situagdao usando papelao, régua, compasso e
tesoura. Em seguida, convide-os a simular o movimento da
moeda menor em torno da maior, assim como feito no video
indicado anteriormente.

(d) Discuta com a turma qual foi o erro argumentativo da primeira
solucdo e como corrigi-lo.

(e) Apresente, a solugdo correta e crie um debate sobre como
generalizar o problema para uma situacdao na qual o raio do
circulo A é n vezes maior do que o raio do circulo B. A
resposta é n + 1 voltas.

(f) Por fim, pode-se criar uma aplicagdo no GeoGebra para si-
mular o paradoxo das moedas. Para ver um exemplo, leia o
cbdigo ao lado.
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L1 Saiba Mais:

3.4.1 - Nivel 1

I @)3 3.4 - Problemas Propostos

Exercicio 3.9 Em cada uma das figuras a seguir, calcule AB, sendo
M ponto médio de AB.

(a) AM =3x—-7e MB=x+1.

A M B

(b) AM =z, AP=5x—6e BP=x+3.

A M B P

Exercicio 3.10 Calcule o valor de a em cada um dos itens a seguir.
(a) (b)
5T — Yy

2x — 50° g - 15° T +y 3x —y
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https://www.geogebra.org/m/y9RYcmmQ

P93 Secdo 3.4

Exercicio 3.11 Calcule a medida do menor dngulo formado pelos
ponteiros do relégio quando este indica 3 horas e 40 minutos.

Exercicio 3.12 Calcule as medidas dos dngulos de um tridngulo, sa-
bendo que, quando as expressamos em graus, elas sdo proporcionais
al, 2e3.

Exercicio 3.13 Obtenha o intervalo de variacido de x, sabendo que
os lados de um tridngulo sao expressos por x + 20, 3x + 5 e 25 — 2.

‘ Exercicio 3.14 As retas r e s da figura sao paralelas. Encontre x.

Exercicio 3.15 Os angulos internos de um quadriladtero convexo
valem 2x + 50°, 150° — 4x, x + 40° e 4x + 90°. Calcule o valor de =x.

Exercicio 3.16 A figura a seguir é formada a partir de um quadrado
ABCD e um triangulo equilatero BC'P. Calcule a medida do
angulo ZADP.
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Secdo 3.4

A B

Exercicio 3.17 Seja ABCDE um pentigono regular. Calcule a
medida do angulo ZBEC.

medidas dos angulos do triangulo ACE.

3.4.2 - Nivel 2

| Exercicio 3.19 — UFMG 1992. Os pontos A, B, C, D sao colineares

I Exercicio 3.18 Seja ABCDEF um hexédgono regular. Calcule as

e tais que AB =6 cm, BC =2 ¢cm, AC =8 cm e BD = 7 cm.
Nessas condigoes, uma possivel disposicao desses pontos é

Exercicio 3.20 — OBMEP 2014. Juntando, sem sobreposi¢io, quatro
ladrilhos retangulares de 10 cm por 45 cm e um ladrilho quadrado
de lado 20 cm, Rodrigo montou a figura abaixo. Com uma caneta
vermelha ele tracou o contorno da figura. Qual é o comprimento
desse contorno?
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I

pendiculares se se encontram formando um angulo de 90°. A esse
respeito, considere a seguinte sentenca.

“Num plano, se duas retas sao ..... entao toda reta ..... a uma
delas ¢ ..... a outra.”

A alternativa que preenche corretamente as lacunas é

a) paralelas - perpendicular - paralela.

(a) p
(b) perpendiculares - paralela - paralela.

) perpendiculares - perpendicular - perpendicular.
(d) p
) P

(c
d

(e

aralelas - paralela - perpendicular.
erpendiculares - paralela - perpendicular.

Exercicio 3.22 — PUC SP 1984. Em um triangulo isdsceles, a média
aritmética das medidas de dois de seus dngulos é 50°. A medida de
um dos angulos do tridngulo pode ser

00°

00
0°.
0°.
OO

(a)
(b)
c)
)
)

O

O

(
(d
(e

N WO =

Exercicio 3.23 Mostre que todas as diagonais de um pentdgono
regular tém a mesma medida.

| Exercicio 3.21 — PUC SP 1983. Duas retas concorrentes sao per-
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Exercicio 3.24 Seja P um ponto no interior do tridangulo ABC.
Explique por que Z/BPC > Z/BAC.

Exercicio 3.25 Na figura a seguir, as retas r e s sdo paralelas.
Calcule a medida do angulo x.

um quadrilatero convexo é um retangulo se os lados opostos
tém comprimentos iguais.
um quadrildtero que tem suas diagonais perpendiculares é um
quadrado.
um trapézio que tem dois dngulos consecutivos congruentes é
1sésce1es.

(d) um tridngulo equildtero é também isésceles.

(e) um tridngulo retangulo é aquele cujos angulos sao retos.

Exercicio 3.27 —ENEM 2004. Um fabricante planeja colocar no mer-
cado duas linhas de ceramicas para revestimento de pisos. Diversas
formas possiveis para as cerdmicas foram apresentadas e decidiu-se
que o conjunto P de formas possiveis seria composto apenas por
figuras poligonais regulares.

Duas formas geométricas que podem fazer parte de P sao

(a) tridngulo e pentagono.

| Exercicio 3.26 — UFMG 1992. Sobre figuras planas, é correto afirmar
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P. 97 Secéo 3.4

(b) tridngulo e hexdgono.
(c) triangulo e octégono.
(d) hexdgono e heptagono.
(e) hexagono e octégono.

dos angulos internos mede 1440° tem, exatamente,

(a) 15 diagonais.

(b) 20 diagonais.

(c) 25 diagonais.

(d) 30 diagonais.
)

Exercicio 3.28 — UNICAMP 1987. O poligono convexo cuja soma
(e) 35 diagonais.

3.4.3 - Nivel 3

Exercicio 3.29 Um quadrado é dividido em sete retdngulos, como
mostrado na figura abaixo. Se o perimetro de cada um desses
retdngulos é 32cm, qual o perimetro do quadrado?

Exercicio 3.30 — OBMEP 2016. O retangulo ABCD foi dividido
em nove retangulos menores, alguns deles com seus perimetros
indicados na figura. Se o perimetro do retangulo ABCD ¢é 54cm,
qual o perimetro do retdngulo cinza?

=@
2sseDU = M CIENTISTA CHEFe

- AVALIA&E_[O
/]| DIAGNGSTICA
‘ DO ENSINO MEDIO




Secdo 3.4 P. 98

16 cm

18cm 14 cmy

26 cm

Exercicio 3.31 — UERJ 2019. No desenho a seguir, estd ilustrada
uma estrela de trés pontas iguais, com lados

AB=BC=CD=DE=FEF =FA,

inscrita no tridngulo equildtero ACE. Se ZABC = 150°, os dngulos
/FAB, /BCD e /DEF medem

(a) 15°. A
(b) 20°.
(c) 25°.
(d) 30°.

E C

I Exercicio 3.32 — OBM 2004. Na figura, quanto vale x?
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S5x

3x 2x
6x

4x

Exercicio 3.34 — OBMEP 2009. A figura é formada por 5 trapézios
isésceles iguais. Qual é a medida do angulo indicado?

Exercicio 3.35 Seja ABCDEFG um heptagono regular. Qual é a
medlda do dngulo formado pelos prolongamentos dos lados AB e

‘ Exercicio 3.33 Calcule a soma dos cinco angulos da estrela ABCDE.
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Exercicio 3.36 Em um poligono convexo, A, B e C sao trés vértices
consecutivos. O angulo externo do poligono, em B, é o angulo
formado entre o prolongamento do lado AB , prolongado de A para
B, e o lado BC'. Esboce uma figura para garantir que entendeu
a defini¢do. Gragas ao Teorema 1.1, poderiamos ter definido o
angulo externo do poligono , em B, como o angulo formado entre o
prolongamento do lado BC', prolongado de C' para B, e o lado AB.
Prove que a soma dos dngulos externos de um poligono convexo
qualquer , sendo somente um angulo externo por cada vértice, é
sempre igual a 360°.

3.4.4 - Nivel 4

Exercicio 3.37 Qual é o nimero maximo de regides em que trés
retas podem dividir o plano? E se forem 10 retas?

Exercicio 3.38 Na figura a seguir, temos um retangulo dividido em
varios quadrados menores. Sabendo que o quadrado azul tem lado
igual a 1lcm, qual é o perimetro do retangulo maior?

Exercicio 3.39 — OBM 2017 - adaptado. Manoela tem cinco peda-
cos de papel: um quadrado e quatro retangulos iguais. Utilizando
os cinco pedacos ela primeiro monta um retdngulo de perimetro
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780cm e, em seguida, desmonta o retangulo e usa os cinco pedacos
para montar um quadrado conforme mostrado na figura a seguir.
Qual é o perimetro deste quadrado?

LABC — Z/BAC = 50°,

a bissetriz do dngulo ZAC'B intersecta o lado AB em D. Seja E o
ponto do lado AC tal que ZCDE = 90°. Qual é medida do dngulo
/ADE?

Exercicio 3.41 O tridngulo ABC' da figura é isésceles com vértice
em A. Calcule os angulos deste triangulo, sabendo que

‘ Exercicio 3.40 — OBM 2011. Em um triangulo ABC com
| BC =BD =DFE =FEF = FA.
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Secdo 3.4

Exercicio 3.42 No tridngulo ABC, AB = AC, D esté sobre BC' e
E estd sobre AC de modo que AE = AD e ZBAD = 30°. Calcule
/ZEDC.

tridngulos ABE e BFC sao equildteros. Prove que os pontos D, E
e F se localizam sobre uma mesma reta. Observacao: apesar disso
ser sugerido pela figura, para verificar que D, E e F sdo realmente
colineares, temos de mostrar que ZAED+ ZAEB+ /BEF = 180°.

‘ Exercicio 3.43 Na figura a seguir, ABCD é um quadrado e os
I Exercicio 3.44 Seja ABCDEF um hexdgono com todos os dngulos
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P. 103 | secaosa

internos iguais a 120°. Mostre que

AB—-DE=CD—-FA=EF - BC.
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