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A Secretaria da Educagio do Estado do Ceara, por meio da Coorde-
nadoria de Educacgdo em Tempo Integral e Educacdo Complementar
(COETI), apresenta as Escolas de Ensino Médio em Tempo Integral -
EEMTT essa colecao de fasciculos que abordam componentes eletivos
componentes da parte flexivel do curriculo. A disponibilizacdo desse
material para as EEMTI tem como objetivos: 1. Oferecer apoio pe-
dagdgico e didatico aos professores que lecionam esses componentes
eletivos. II. Oportunizar aos estudantes subsidios para o desenvolvi-
mento de competéncias e habilidades nos itinerarios escolhidos, a
partir de seus projetos de vida, favorecendo a aquisicdo de novos
conhecimentos, a ampliagdo da aprendizagem e o seu crescimento
cognitivo e socioemocional.

A elaboragao desses fasciculos estéd vinculada as ementas do Catalogo
dos Componentes Eletivos de 2022. Nessa primeira tiragem, foram
selecionados alguns componentes eletivos fundantes, ou seja, que
apresentam assuntos essenciais e contextualizados, capazes de gerar
interesses de aprofundamento nos jovens, a partir das teméticas
abordadas. Esses componentes estao relacionados as quatro areas
de conhecimento da Base Nacional Comum Curricular — BNCC
(Linguagens e suas tecnologias, Matemaética e suas tecnologias, Ci-
éncias da Natureza e suas tecnologias e Ciéncias Humanas e Sociais
Aplicadas) e a uma unidade curricular de Formagcao Profissional.

Volume 1: Linguagens e suas tecnologias

Volume 2: Matematica e suas tecnologias
Volume 3: Ciéncias da Natureza e suas tecnologias
Volume 4: Ciéncias Humanas e Sociais Aplicadas
Volume 5: Formacao Profissional
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MENSAGEM AD PROFESSUR

Segundo a Base Nacional Comum Curricular (BNCC), dez compe-
téncias gerais devem ser desenvolvidas pelos estudantes ao longo do
Ensino Médio. Na area de Matematica e suas Tecnologias, espera-se
que todos possam conhecer e utilizar a linguagem matematica, bem
como fazer uso dos seus cédigos, simbolos, nomenclaturas e dos
processos de desenvolvimento de pesquisas cientificas e tecnologicas.
A Eletiva de MATEMATICA BASICA I tem como objetivo enfatizar
a importancia do conceito de niimero racional em suas representa-
¢Oes como fragoes e nimeros decimais. Dedicamos especial atencao
ao conceito de equivaléncia de fra¢oes, combinando interpretagoes e
modelos aritméticos e geométricos, esses ultimos com base na reta
numérica. A compreensao da equivaléncia de fragoes é basilar para
tudo que segue, na aritmética de nlimeros racionais, especialmente
no que diz respeito aos algoritmos de adi¢ao, multiplicagdo e divisao
de fracoes. Além disso, é um conceito central para entendermos
a representacdo decimal dos nimeros racionais. A este respeito,
trabalhamos, além da equivaléncia de representacdes dos niimeros
racionais, a ideia de extensao do sistema posicional decimal e da
“continuacao” do algoritmo euclidiano da divisdo. Veremos como a
expansao decimal de um nimero racional surge naturalmente dessa
continuacao do processo de divisdo, gerando representacoes decimais
finitas ou infinitas e periédicas, as chamadas dizimas peridédicas.
Numeros decimais e fragoes representam conceitos iniciais da Ma-
tematica, essenciais para o uso no dia a dia, também no uso de
modelos matematicos, na representacao e, também, na andalise de
relagdes quantitativas de grandezas.

O fasciculo esta organizado da seguinte maneira: apés uma breve
revisao (segao 1.1) dos niimeros naturais e inteiros (inclusive das “re-
gras de sinais”), passamos ao estudo das representacoes fracionarias
dos nimeros racionais (segdo 1.2) em termos de equivaléncia de fra-
¢oes, explicando e utilizando critérios para essa equivaléncia (segao
1.3). Na segao 1.4, apresentamos a extensao do sistema posicional
decimal e a representacdo decimal dos ntimeros racionais. O fasci-
culo encerra com quatro sequéncias de exercicios: cada sequéncia é
ordenada com exercicios em nivel crescente de dificuldade. Sempre
que um novo conceito ou técnica é introduzido ou aprofundado em
um exercicio, apresentamos uma solucdo detalhada: recomendamos
que o estudante tente intensamente resolver os exercicios antes de
consultar a solu¢gdo. De uma sequéncia para outra, hia um aumento
de complexidade, sendo a sequéncia 1 mais voltada a revisao, as
sequéncias 2 e 3, para aprofundamento, e a sequéncia 4, com exer-
cicios que mobilizam todos os conhecimentos adquiridos, para o
pleno desenvolvimento das competéncias previstas na BNCC. Neste
fasciculo, trabalharemos, por conseguinte, as habilidades nos saberes
3 e 4 da Matriz dos Saberes.

Esperamos, pois, que este fasciculo contribua para enriquecer a sua
pratica pedagogica, auxiliando-o no planejamento das suas aulas e
fortalecendo os processos de ensino e de aprendizagem.

Sucesso e boas aulas!
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Parabéns por ter escolhido esta eletiva para o seu curriculo, pois
o conhecimento dos nuimeros racionais fez diferenca para a Hu-
manidade e pode fazer diferenca em sua vida ajudando, entre outras
coisas, a ampliar o dominio dos niimeros decimais, das fracoes,
porcentagens, proporgoes e a resolver problemas do cotidiano que
utilizem esses conteudos.

Prepare-se para a viagem do conhecimento que, por meio da Ma-
tematica, fard vocé aprender a aplicar métodos e a desenvolver
procedimentos cientificos e praticos, para além da teoria. Algumas
das experiéncias que vocé vai realizar aqui foram desenvolvidas
por grandes escritores, cientistas, matematicos e suas descobertas
podem abrir muitas portas para sua formagcao profissional.

Cada unidade que vocé vai estudar traz elementos para que, ao
final da Eletiva, seja desenvolvida uma atividade pratica que vocé, o
professor e a turma irdo produzir e apresentar em uma culminancia
que ird acontecer no final desta eletiva.

O objetivo é que este material o/a auxilie a exercer o protagonismo
de modo que vocé identifique seus potenciais, interesses e paixoes e
estabeleca estratégias e metas para alcancar seus préprios objetivos
em todas as dimensbes. Logo, o presente material deve servir de
apoio para se atingir esse objetivo.

Sucesso e bom estudo!
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Habilidades Desenvolvidas

BNCC

(EM13MAT103) Interpretar e compreender textos cientificos ou divulgados pelas midias, que empregam
unidades de medida de diferentes grandezas e as conversoes possiveis entre elas, adotadas ou nao pelo
Sistema Internacional (SI), como as de armazenamento e velocidade de transferéncia de dados, ligadas
aos avangos tecnologicos.

(EM13MAT310) Resolver e elaborar problemas de contagem envolvendo agrupamentos ordendveis ou
nao de elementos, por meio dos principios multiplicativo e aditivo, recorrendo a estratégias diversas,
como o diagrama de arvore.

(EM13MAT313) Utilizar, quando necessario, a notagao cientifica para expressar uma medida, com-
preendendo as nogoes de algarismos significativos e algarismos duvidosos, e reconhecendo que toda
medida é inevitavelmente acompanhada de erro.

ENEM

H1 - Reconhecer, no contexto social, diferentes significados e representa¢ées dos niimeros e operagoes
- naturais, inteiros, racionais ou reais.

H2 - Identificar padrdes numéricos ou principios de contagem.

H3 - Resolver situacao-problema envolvendo conhecimentos numéricos.

H4 - Avaliar a razoabilidade de um resultado numérico na construgido de argumentos sobre afirmacoes
quantitativas.

H5 - Avaliar propostas de intervengao na realidade utilizando conhecimentos numéricos.

SAEB
D14 - Identificar a localizacdo de ntimeros reais na reta numérica.
D15 - Resolver problema que envolva variacdo proporcional, direta ou inversa, entre grandezas.
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Aritmética de Numeros Racionais

Nosso primeiro contato com ntimeros se da através dos inteiros nao negativos, aqui chamados de nimeros
naturais' (conjunto com simbolo N).

Na lingua portuguesa (assim como na maioria das linguas latinas), utilizamos os algarismos hindu-
ardbicos em um sistema posicional para representar quantidades. Os tragados dos trés primeiros
algarismos nao nulos, 1, 2 e 3, trazem em si lembretes dos valores que eles representam.

—

Os ntimeros naturais sdo usados para expressar a cardinalidade ou quantidade de elementos em um
conjunto, em muitos contextos. Por exemplo, niimeros naturais podem expressar quantos alunos ha em
sua turma ou quantos quildmetros separam as cidades de Crato e Arneiroz.

Rapidamente, surge a necessidade de realizar opera¢des com os nimeros naturais, como a adigao,
multiplicacao e divisdo, por exemplo. Quando somamos ou multiplicamos dois ntimeros naturais, o
resultado, isto é, a soma ou o produto, sdo sempre niimeros naturais, também. Entretanto, ao realizar
subtragoes, mesmo partindo de niimeros naturais, o resultado pode ser um niimero negativo, como em

Da mesma forma, o resultado da divisao entre dois nimeros naturais (com divisor ndo-nulo) pode ser
um ndmero nao inteiro, como no seguinte exemplo:

3:5=0,6.

1.1 = NGmeros inteiros

Portanto, a operacao de subtracao fica bem definida no conjunto dos niimeros inteiros Z, que amplia o
conjunto dos nimeros naturais N. De fato, Z inclui os nimeros naturais nao-nulos

1,2,3,4,...,
0 zero e os nimeros inteiros negativos
v, —4,-3,-2,—1.

Os ntimeros inteiros podem ser representados geometricamente na reta numérica: o nimero 0 marca
um ponto de referéncia na reta, chamado de origem: os niimeros inteiros positivos sao representados
por pontos marcados a direita da origem; os nimeros inteiros negativos sdo representados por pontos
marcados & esquerda da origem. A distdncia entre pontos representando dois nimeros consecutivos (por
exemplo, 3 e 4; ou —4 e —3) é sempre igual a 1. Veja que os pontos estao espagados por intervalos de
mesmo comprimento na seguinte figura:

Figura 1.1: inteiros sobre a reta.

Dizemos que os pares de nimeros —1 e 1, —2 e 2, etc., sdo opostos ou simétricos. O simétrico de 0 é
o préprio 0. O wvalor absoluto ou mddulo de um nimero inteiro n, denotado |n|, é definido da seguinte
forma

! Alguns autores nio consideram o niimero zero como um natural. Isso é uma mera convencio, mas é importante que
autores, alunos e professores deixem suas escolhas claras para nao causar confusdo na comunicacio das ideias.
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o |n| é o oposto de n, se n é um nimero inteiro negativo. Por exemplo, | — 3| = 3.
o |n| é o proprio nimero n, se é um nimero inteiro positivo. Por exemplo, |3| = 3.

Resumindo, nimeros opostos tém o mesmo modulo, que pode ser interpretado como a distancia ndo
orientada da origem aos pontos que os representam: ou seja, 0os pontos que representam os nimeros 3 e
—3 estdao & mesma distancia da origem. Podemos representar o niimero oposto a um dado ntimero n
como sua reflexdo em torno do 0, isto é, em torno da origem da reta numérica, como na figura a seguir:

Y
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« T T T T T T
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©

Figura 1.2: ntmeros opostos obtidos por reflexao

A adicdo de ntimeros inteiros pode ser visualizada por meio de translagoes a esquerda e a direita
na reta numérica: por exemplo, a soma dos nimeros inteiros positivos 2 e 3 pode ser representada do
seguinte modo:

o partimos do ponto 2 e transladamos 3 unidades para a direita, ou
e partimos do ponto 3 e transladamos 2 unidades também para a direita.

R
< 1 | | | | 1 | | | | 1 | | | | 1 | | | | 1 >
< T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T >
-9 -8 -7 —6 -5 —4 -3 -2 —1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
+2

Figura 1.3: interpretagdo geométrica de 3+ 2 =2 4+ 3 = 5. Ambas as setas terminam no ponto 5.

Agora, a soma do niimero inteiro positivo 3 e do niimero inteiro negativo —2 pode ser representada
geometricamente das seguintes formas:

e partimos do ponto 3 e transladamos 2 unidades para a esquerda,
o partimos do ponto —2 e transladamos 3 unidades para a direita.

Deste modo, justificamos geometricamente o seguinte resultado

34 (—2)=(-2)+3=1.

|
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Figura 1.4: interpretagdo geométrica de 3+ (—2) = (=2) +3 = 1.

Observe, geometricamente, que o oposto do oposto de um ntmero inteiro é o préprio nimero, isto é,

~(-n)=n,
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___R5 Secto 1.

o que justifica a “regra” de “menos com menos da mais”, como vemos na escola.

De modo similar, podemos justificar e interpretar, usando translacoes, a soma

24+ (=3)=(-3)+2=—1.

>
< | l l l l | l l l l | l l l l | l l l l | »
< T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T >
-9 —8 -7 —6 -5 —4 -3 -2 —1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
+2

Figura 1.5: interpretagdo geométrica de 2+ (—3) = (—3) +2 = —1.
Desta vez, para calcular a soma dos dois niimeros inteiros negativos —3 e —2, podemos realizar um
dos seguintes procedimentos:

e partimos do ponto —3 e transladamos 2 unidades para a esquerda,
e partimos do ponto —2 e transladamos 3 unidades para a esquerda,

o que justifica, a partir da figura, o seguinte resultado

-3+ (-2)=-24+(-3)=-5

Il
0
[\
~—
_|_
i
o
=

Il

|
(@)

Figura 1.6: interpretagao geométrica de (—3) + (—2)

Os nimeros inteiros negativos como —2 e —3 sdo colocados entre parénteses nessas expressoes para
nao confundirmos o sinal +, que representa a operacgao de adicdo, e o sinal —, que faz parte do
proprio nimero! A duvida que vocé deve ter, naturalmente, é: qual a relagdo do sinal “—” em “—2”
com o sinal de subtracdo que vimos anteriormente? Vamos esclarecer este ponto logo adiante.

Para tornar mais aceitdveis essas regras de sinais da adicao de ntimeros inteiros, podemos usar um
exemplo com valores monetarios: receitas (ganhos, lucros, poupancas) sao representadas por niimeros
inteiros positivos; despesas (gastos, prejuizos ou dividas) sdo representadas por niimeros inteiros negativos.
Assim sendo, observemos que

(i) quem tem 30 reais e ganha 20 reais, passa a ter 30 + 20 = 50 reais;

(ii) quem tem 30 reais e gasta 20 reais, passa a ter 30 + (—20) = 10 reais, ou

(iii) quem deve 20 reais e ganha 30 reais, pode pagar sua divida e ficar com (—20) + 30 = 10 reais;

(iv) quem tem 20 reais e gasta 30 reais, contrai uma divida: 20 + (—30) = —10, ou seja, 10 reais de
divida, por isso, 10 reais “negativos”; ou
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(v) quem deve 30 reais e ganha 20 reais, pode diminuir sua divida de 30 para 10 reais: (—30) + 20 =
—10;

(vi) quem deve 30 reais e gasta mais 20 reais, aumenta sua divida para (—30) 4+ (—20) = —50 reais
“negativos”, isto €, 50 reais de dividas.

Nos exemplos acima, percebemos que quando somamos um numero inteiro negativo a um nimero inteiro
positivo, estamos, de fato, efetuando uma subtracdo. Por exemplo

30 + (—20)

é, de fato, igual a
30 — 20 = 10.

Da mesma forma,

(—20) 4 30 = 30 — 20 = 10.

Na escola, normalmente, isto é ensinado como uma “regra” em que “mais com menos dd menos”.
Podemos resumir esta observacao definindo a subtragdao de dois ntimeros inteiros:

A diferenca de dois nimeros inteiros m e n, nesta ordem, é definida como a soma de m com o oposto
de n, isto €,

m—n=m+ (—n).

Como exemplos, temos

e 4—3=4+(-3) =1 (partindo de 4, transladamos 3 unidades para a esquerda. Ou: tenho 4
reais e gasto 3, ficando com 1 real);

e 3—4=3+4(—4) = —1 (partindo de 3, transladamos 4 unidades para a esquerda. Ou: tenho 3
reais e gasto 4, ficando com 1 real de divida).

e 3—(—4) =34 (—(—4)) =3+ 4 =17 (lembre que o oposto do oposto de 4 é o préprio 4, ou seja
—(—4)=4).

1.2 - Nimeros racionais

Agora, discutimos mais uma “ampliacdo” do nosso conjunto de nimeros, necessiria para que possamos
definir a divisdo de um ntmero inteiro qualquer por outro niimero inteiro ndo-nulo dado. Como vimos,
a divisdo ezxata

8
8:4 -
ou 1

gera um numero inteiro (de fato, um nimero natural), a saber, o nimero 2, uma vez que

8 = 4x2.
No entanto, ao dividirmos 0
9:4 ou 1
ndo obtemos um ntmero inteiro. De fato,
9=4x2+1,

ou seja, temos um resto, igual a 1, nesta divisdo. Escrevendo o quociente e o resto em termos de fragades,

temos:
9_8+1_2+1
4 4 4 4

Ou seja, ao dividirmos o resto 1 por quatro, geramos uma fracao, 1/4, da unidade. Ntumeros desta forma
nao sdo inteiros. Para dar sentido a estas divisdes ndo-exatas, cujos resultados nao sdo nimeros em Z,
definimos o conjunto Q dos niimeros racionais.
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P7 Secdo 1.2

Na sequéncia, vamos discutir, resumidamente, os nimeros racionais por meio de exemplos. Iniciamos
observando que as fragoes

5 4 3 2 1 1 2 3 4 5
“’_17_1’_4_17_1’_17 07 Za Z: 17 Z’ 17
(léem-se “menos dois quartos”, “menos um quarto”, “um quarto”, “dois quartos”; e assim por diante)
representam pontos que dividem a reta numérica em segmentos de comprimentos iguais. Na seguinte

reta numeérica

N

a distancia entre os pontos 0 e 1, igual a 1 unidade de medida, é 4 vezes maior do que a distancia do
ponto 0 ao ponto £_1l7 que corresponde a fragao

1
4
da unidade de medida. Assim,
1 4
dx= =-=1
171
Da mesma forma, de acordo com a figura,
2 10 1
1

[EN[9]
—_
[\

a distancia entre os pontos 0 e % é dada pela fragao % da unidade de medida e é 3 vezes maior do que a

distancia entre os pontos 0 e }l, ou seja,

1 3
3x— = 2.
171

De modo geral, dado um ntimero natural m, a fragao

m

4

representa um ponto cuja distancia a 0 é m vezes maior do que a distancia de 0 a }1, ou seja,

m_ 1 1. 1
4"y T Ty
—_——

m vezes

Por exemplo, veja na figura que a distancia do ponto 0 ao ponto 2 é 8 vezes maior do que a distancia

do ponto 0 ao ponto }1, sendo dada por

8 1
C _gx-.
1%

Observe também que essa distancia é 2 vezes maior que a distancia do ponto 0 ao ponto 1, ou seja,

o que explica, geometricamente, que a fragdo % expressa a divisao 8 : 4. Marcamos, na seguinte figura,
algumas das fragoes da forma 7':

-2 -1 1 2
-9 8 -7 6 -5 -4 -3 -2 -1 (¢ 1 2 3 4 5 6 7 8 9
i 4 4 4 4 4 1 1 7 4 4 4 4 1 4 4 1 1%
Observe, na figura acima, que a distancia de 0 a 191 ¢é dada pela distancia de 0 a i—i mais a distancia
de % a %, isto é,
9 8 n 1 21 1
4 4 4 4
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Esta é, como vimos antes, uma forma de expressar a divisdo com resto

9 =4x2+1.

Observe, também, que a distancia de 0 a % é metade da distancia de 0 a 1, isto é,

2 1
4 2

Geometricamente, o ponto % é o ponto médio entre 0 e 1 = %, ou seja, o ponto ‘—21 divide o segmento de
reta de 0 a 1 ao meio. A igualdade

é exemplo de uma equivaléncia de fragoes.

De modo geral, dado um niimero natural n, diferente de zero, a fragao
1
n

representa um ponto na reta numérica, entre os pontos 0 e 1, tal que a distancia de 0 a 1 é n vezes
maior que a distancia de 0 a % Dito de outro modo, as fracoes

9

S|+
S

n
T
n

3

dividem o segmento de 0 a 1 em n segmentos de comprimentos iguais. Dado outro niimero natural m,

a fracao
m

n

representa um ponto cuja distancia a 0 é igual a m vezes a distancia de 0 ao ponto %, ou seja,

m 1 1 1
—=mx—==+4...+—
n n o n n

N———

n vezes
O ntmero m é chamado de numerador e o nimero n de denominador. Finalmente, a fracao

m —m
n n

corresponde ao ponto na reta numérica simétrico a 7> com respeito a 0.

1.3 - Equivaléncia de fracées e nimeros racionais

Temos, entdao, os nimeros racionais como pontos na reta numeérica associadas aos nimeros inteiros
e, —0,—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5, ...

e as fracoes

b4 3 2 1123405
2720 27 27 27 27 27 27 27 27
S 43 2 1,123 45
33 3 3 3 73 3 3 3 3
oS4 3 2 112345
4T 4 4 44T 444 44
e assim por diante.
S
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Diferentes fracoes podem representar um mesmo numero racional. De fato, fragdes equivalentes
estdo associadas a um mesmo ponto na reta numérica e correspondem a uma dada distancia do ponto 0,

expressa em diferentes unidades de medida. Por exemplo, as fragoes
2 3
f— e f—

4 6

sdo equivalentes por representarem o mesmo ponto na reta numérica. De fato, temos:

0) P
0 1}6 2}6 3}6 4}6 5}6 ! 7}6 8}6 9}6
o) p

0 1}4 2}4 3}4 ! 5}4 6}4

Na primeira reta, dividimos o segmento de 0 a 1 em 6 partes iguais: a unidade de medida passa a ser
1/6 da unidade inicial. Nesta nova unidade, a distancia do ponto O, associado a 0, e o ponto P é igual
a 3/6. Na segunda reta, dividimos o segmento de 0 a 1 em 4 partes iguais: a unidade de medida passa a
ser 1/4 da unidade inicial. Nesta outra unidade, a distdncia do ponto O, associado a 0, e o ponto P é
igual a 2/4. Logo, geometricamente, comprovamos que

2 3

4 6

correspondem ao mesmo ponto na reta, isto é, a0 mesmo nimero racional.
Note que, se multiplicarmos cada um dos lados dessa igualdade por 12, que é um maultiplo comum de
4 e 6, a igualdade se mantém:

9 3
12x= = 19x°.
1T

Esta segunda igualdade é verdadeira, pois, do lado esquerdo, temos
12X§1 = 12X2X}l = 2X12xz = 2x3 =6,

enquanto o lado direito é dado por

12X§ = 12X3Xé = 3X12Xé = 3x2 =6.

Como a segunda igualdade é verdadeira, a primeira também o é. Logo, “comprovamos” que as fracoes
sdo equivalentes.

De modo geral, as fragoes 7 e g sdo equivalentes, isto é, a igualdade

m _ p
n o q

¢é verdadeira se, e somente se,
qxm = pXn.

Nestas expressoes, m,n,p € ¢ sao numeros naturais, com n e ¢ diferentes de 0.

De fato, basta multiplicarmos cada um dos lados da igualdade pelo produto gxn, obtendo

m b
qxnxg = gxnx=—,

igualdade que pode ser reescrita como

1 1
gXMXNX— = NXPXgX —,
n q
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donde concluimos que
gxm = nxp.

Usando a definicdo acima de equivaléncia de fragées, vamos, agora, apresentar algumas regras
praticas para verificar se duas fragdes sdo equivalentes.

Observacdo 1.1 Se multiplicarmos ou dividirmos o numerador e o denominador de uma fragdo por
um mesmo numero ¢ natural diferente de zero, obtemos uma fragdo equivalente. De fato,

m mxa

n nxa’

visto que
MXNXA = NXMXa.

Da mesma forma,
m m:a

n n:a

Neste caso, a deve ser um divisor ou fator comum de men com m:a=pen:a=q. Assim, temos:

m __pxa _p _ m:a

n g<a ¢ n:a’

como queriamos demonstrar.

Por exemplo, no caso das fragoes % e %, multiplicando tanto o numerador quanto o denominador por

3 e por 2, respectivamente, obtemos:

2 2x3 6

4 4x3 12
e

3 3x2 6

6 6x2 12’

o que corresponde, na reta, a particionarmos cada segmento de comprimento ;IL em 3 partes e cada
segmento de comprimento % em 2 partes, conforme representado nas seguintes figuras:

0 1/6 2/6 3/6 4/6 5/6 1 7/6 8/6 9/6

Note que os comprimentos realgados nas duas retas numéricas sdo iguais, o que justifica, geometrica-
mente, a equivaléncia das fracoes. Observe, também na figura, que

6 9

4 6

Podemos, portanto, particionar um dado segmento (por exemplo, o segmento de 0 a 1) em mais
segmentos de comprimento menor, multiplicando numerador e denominador por um mesmo fator.
Inversamente, podemos particionar um dado segmento em menos segmentos de comprimento magor,

dividindo numerador e denominador por um mesmo fator. Por exemplo, consideremos as fragoes 1% e

%, representadas nas retas numéricas abaixo:
0 9 1
12
0 12 1
16
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Dividindo tanto os numeradores quanto os denominadores das fragoes % e 1—2 por 3 e por 4,

respectivamente, obtemos:

9:3

12:3
12 : 4
16 : 4
o que significa, geometricamente, termos segmentos com comprimentos 3 vezes maior na primeira reta e
4 vezes maior na segunda:

=W el W

9 1
12

0 9 _3 1
12 = 4

0 Lo 1
16

0 2_3 1
16 = 4

Recapitulando, quando multiplicamos o numerador e o denominador de uma fracdo por um mesmo
nuimero natural diferente de zero, aumentamos a quantidade de partes nas quais um dado segmento
¢é dividido, bem como aumentamos proporcionalmente a quantidade de partes tomadas. Por outro
lado, quando dividimos o numerador e o denominador por um mesmo natural diferente de zero,
diminuimos proporcionalmente essas quantidades de partes. Em ambos esses casos, obtemos uma
fragdo equivalente a inicial.

A equivaléncia das fracbes que vimos acima pode ser representada utilizando-se “pizzas” ou barras
como segue. Por exemplo, as fatias destacadas das pizzas

ceee

9 1
12 1

N

e}

representam as fracdes equivalentes indicadas abaixo de cada uma delas. Essas mesmas fragées podem
ser visualizadas nas barras como as partes destacadas, todas de mesmo comprimento:

LI PP P PPl ]]
LI TP PP ] J=x%
. T ] | J=5
| | | |

Uma infinidade de fraces equivalentes a uma dada fracdo pode ser obtida, portanto, multiplicando
ou dividindo numerador e denominador por um mesmo fator. Por exemplo, multiplicando-os por 2, 3, 4,
e assim por diante, temos

|
—
=y

Il
N

3 6 9 12

4 8 12 16
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Da mesma forma, divisdes sucessivas do numerador e denominador (isto é, simplificacoes das fragoes)
produzem uma sequéncia de fragoes equivalentes

32 24 16 8

T2 15 10 5
em que a ultima é irredutivel. Isto significa que 5 e 8 ndo tém divisores comuns além de 1. Portanto,
nao ha mais como dividir, com resto 0, tanto o numerador quanto o denominador por um mesmo nimero.
Lembremos, de nosso estudo anterior, que, neste caso, dizemos que 5 e 8 sdo primos entre si, ou seja,

MDC(5,8) = 1

Todas as fragoes equivalentes a uma fracdo dada sdo equivalentes a uma fragao irredutivel. Esse
conjunto de fragdes equivalentes, com uma representante que é irredutivel, define uma mesma
quantidade ou mesmo ponto na reta numérica. Mais precisamente, define um niimero racional.

Observagdo 1.2 Quando dividimos o numerador e o denominador da fragao 2 pelo MDC(m,n),
obtemos a forma irredutivel da fragdo. Realmente, apds executar essa simplificacdo, nao havera outro
fator comum maior que 1 pelo qual possamos dividir o numerador e o denominador, o que torna
impossivel uma outra simplificacdo.
Por exemplo, uma vez que MDC(15,24) = 3, ao dividirmos o numerador e denominador da fragao
%1 por 3, obtemos uma fragao irredutivel
24 24:3

24 _24:3_ 8
15 15:3 5

Concluimos que cada ntimero racional positivo é representado por uma fragdo da forma
m

)

n

onde m e n sdo nimeros naturais, com n # 0. Esse mesmo nimero pode ser representado por todas as
fracOes equivalentes a esta. Por exemplo, todas as fracbes da forma

mxa

nxa’
onde a é um nimero natural, ndo-nulo, representam um mesmo nimero racional. Além disso, se b é um
divisor comum de m e n, as fragées da forma

m:a

n:a
também representam um mesmo ntmero racional. Por exemplo, temos as equivaléncias das seguintes
fracoes:

6 12 18

3_6_12 18
2 4 8 12 7

Observacdo 1.3 As fragoes 7 e %’ sdo equivalentes e representam o mesmo numero racional se, e
somente se,
mp = qn.

Aqui, m,n, p,q sdo nimeros naturais, com p # 0 e ¢ # 0. No exemplo acima, temos

3 6
2 4
pois
3x4 = 2x6 = 12.

Note também, por exemplo, que

Ne)

. 9:3 3 3x2 6

23 2 2x2 4’

o ©
a‘
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P13 Secdo 1.4

donde verificamos, uma vez mais, que % = fil. Outra forma de comprovarmos essa equivaléncia é pela
igualdade do “produto dos meios pelos extremos”:

9x4 = 6x6.

Até este ponto, definimos os niimeros racionais positivos como pontos na reta numérica que
corresponde a fragdes equivalentes a uma fracao da forma 7%, onde m e n sdo nimeros naturais, com
n # 0. Dado um ntimero racional representado por 7, seu oposto ou simétrico serd um nimero
representado por = ™. Por exemplo, o oposto de ‘—11 sera _Tl. Em geral, niimeros opostos um ao outro

aparecem, na reta, em posicdes simétricas em relacdo a origem 0:

Denotamos o oposto de “* por —*. Note que

Z+(-2)=0.

Observe, geometricamente, que o oposto do oposto de um nimero racional é o proprio nimero, isto é,

-2

-_m
n

o que justifica a “regra” de “menos com menos da mais”, como vemos na escola.

Com isso, finalizamos nossa apresentagdo do conjunto Q dos ntimeros racionais, que sera formado
pelo niimeros racionais positivos, por seus opostos, que formam os ntimeros reais negativos, e pelo 0.
Temos

NcCZcQ.

1.4 - Representacdo decimal dos nimeros racionais

Vamos retomar o exemplo da divisdo com restos 9 : 4. O algoritmo euclidiano da divisdo dos niimeros
naturais assegura que temos quociente igual a 2 e resto igual a 1. No entanto, podemos “continuar” esse
algoritmo usando fragdes, isto é, usando nimeros racionais (ndo-inteiros). Executaremos o seguinte
procedimento, em que usaremos equivaléncia de fragoes:

9=4x2+41

10
—4x2 4 —
10

=4x2+ %X(4><2 +2)
2
10

1 92x10
—4xD 4 —xdx 4
T R TvET)

1 1
— Ax2 4 —xdx2
0T 00

1 1
— 4x2 + —xdxD 4 ——xdx5.
TR i

=4x2 + %x4x2 +

x20
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Na primeira igualdade, usamos o algoritmo da divisdo para nimeros naturais, obtendo resto igual a 1.
Na segunda igualdade, usamos o fato de que

10

— =1

10
Na terceira igualdade, usamos o algoritmo da divisdo para ntimeros naturais, dividindo 10 por 4 e
obtendo

10 =4x2+2

Para a quinta e sexta igualdades, usamos a equivaléncia de fragoes

2 2x10 20 1

10 _ 10x10 100 _ 100

Por fim, na sétima igualdade, dividimos 20 : 4 obtendo
20 = 4x5.

Observamos que o divisor 4 é um fator comum a todos esses produtos e escrevemos:

9 4(2+2 L5 1) (1.1)

— 4x X — X —— .
10 100

Na expressao entre parénteses, temos fracoes decimais, isto é, fragoes cujos denominadores sdo poténcias

de dez como 10, 100, 1000, etc. Escrevemos o resultado da divisdo, agora completa, como

9 = 4x2,25,

ou seja

9
9:4=-=225.
4 J

Note que o algarismo 2 depois da virgula é o algarismo que aparece multiplicado por % e o algarismo 5,
também depois da virgula, é o algarismo que aparece multiplicado por na expansao decimal em
(1.1).

Concluimos, com este exemplo, que a fracdo % (que expressa a divisdo 9 : 4) é representada pelo
nimero na forma decimal 2,25. Vejamos mais um exemplo dessa representacao de fracGes por
niumeros decimais. Considere a divisdo 9 : 8. Repetindo o procedimento acima, temos:

1
100°

9=8x1+1
10

— 814 —
0

=8x1+ %X(SXI +2)

= 8x1+ 1—1()X8X1 + 3

1 120 10
—8X1+? x8x 1—1—10)1(10
—8X1+—0 x8x 1+1X100 %20
—8X1+— x8x 1+mX(SX2+4)
—8X1—|——XSX1+LX8 +i
L,
—SX1+¥X8X1+@ X8X2 + ——— 1001X10
—SX1+1—10X8X1+@ x8x 2+100X10X40
—SXI+1—0X8X1+W x8x2 + 1000X8X5
O
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Concluimos, colocando o fator comum 8 em evidéncia, que

1 1 1
= 8x (14 Ix— 4 2 4 Hx——
) 8X< Tt X1004“”1000)

Logo, a expansao decimal completa de 9 : 8, ou seja, da fragdo % é
9 1 1 1

Y 4 Ix— +2%x—— +5 — 1125, 1.2
s 0 T %00 T " To00 — (1.2)

Outra forma, mais direta, de realizar essas contas de expansdo decimal é encontrarmos fracoes
equivalentes as fracoes dadas, com denominadores dados por poténcias de dez como 10, 100, 1000,
dentre outras. Por exemplo, temos, multiplicando numerador e denominador de g por 25, a seguinte

equivaléncia de fragoes:
9  9x25 225

4 4x25 1007
Esta fragao da direita se escreve como 2,25, pois

25 _200 20 5 _, . 1 01
100 100 100 100 10 100’
como haviamos escrito na expansao, entre parénteses, em (1.1).
Da mesma forma, temos
9  9x125 1125
8 8x125 1000
Esta fracdo da direita se escreve como 2,25, pois
1225 1000 200 20 5 1 1 5
= =14+2x— +2x— + —— =1,125
1000 1000+1000+1000+1000 + X10+ X1004_1000 T

como haviamos escrito na expansao, no lado direito de (1.2).

Finalizando essa sequéncia de exemplos, vejamos o caso da divisdo 9 : 7 ou da fragao %. Neste caso,
deduziremos que nao é possivel encontrar uma fracdo equivalente cujo denominador seja uma poténcia
de dez. Vejamos:

9 7 2 7 2 11 1 11
gt T i (Tx246) =1+ —x24 —x=
7T g T Tty T L (T2 H0) = L g2 6
1 11 1 11
1 k2 o k60 = 1+ —x2 4+ —— = x(Tx8 + 4
T 10T 10077 102 100 78+
—1+1><2+ ! x8 + ! X1X4O—1—|—1X2+ ! x8 4+ X1X(7><5+5)
T 100 1000 7 77" 10 100 1000 7
1 1 1 11 1 1 1 11
— 1 —x24 — x84 ——xBd ——xxB0 =1+ —x2 4 —x8+ —— x5+ ———x= 1
17072+ 1007 T 1000 ° T 10000 7Y = 1T 1072 10078 F 1000 ° t 10000 7T+
1 1 1 1 11
— 14 —x24+ — =8 5 7 2 %10
7074 100°° T 1000 T 10000 " T 100000 7"
=14+ 1 x2 + 1 x8 + 1 x5 + 1 x7 + 1 ><1><(7><1—|—3)
BT 100 1000 10000 100000 7
1 1 1 1 1 1
7072 1008 1000 ° * 10000 <"+ Tooo00 ' T 1000000 <7
1 1 1 1 1 11
S 2 — 1 S (Txd 42
17072+ 1007 1000 T 100007 00000+ T Toooooe <7 (<4t 2)
=1+ 1><2—|— 1 x8 4+ ! x5 4+ L xT 4+ 1 x1 + 1 x4 + 1 xg
0 100 1000 10000 100000 1000000 1000000 7

Note que, apds varios passos no algoritmo da divisao, voltamos a fracao %, mas multiplicada por WIOOO'
Portanto, terfamos que recomecar, seguindo os mesmos passos, periodicamente. Logo, a expansao
decimal, nesse caso, é infinita e peridédica. Temos:

9 1 1 1 1 1 1 1 2

— =1 —x24+ — x84+ ——xb x7 x1 x4 X —

7 + 10 + 100 + 1000 + 10000 + 100000 + 1000000 + 1000000 7

= 1,285714 + 0,000000285714 + . . .
= 1,285714285714 ...
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Todo ntimero racional tem uma expansao decimal, finita ou infinita, com poténcias de dez, tanto
positivas quanto negativas. Portanto, um nimero racional pode ser representado tanto na forma de
fragdo quanto na forma de um ntmero decimal.

7=

I @ )] 1.5 - Exercicios resolvidos e propostos

Sequéncia 1

Exercicio 1.1 Represente geometricamente as seguintes fragoes, usando setores circulares (“pizzas”)
ou barras.

(a) 2 (b) 5 ()

FEm seguida, coloque as fragoes em ordem crescente.

(d)

Sl
gl

@ Solucdo. A figura seguinte traz as representacdes geométricas das fragdes usando “pizzas”.

Cere

4 6
10 10

Observe, a partir dessas figuras, que % < %, o que ¢é natural, visto que a primeira fragdo corresponde a 3

partes dentre 5 enquanto a segunda equivale a 4 partes dentre 5. Portanto, a segunda fracido corresponde
a mais partes. De modo similar, deduzimos que % < 1%- Também com base nas figuras observe que
1% < %. De fato, a primeira fracao corresponde a 4 unidades divididas em 10 partes enquanto a segunda
equivale a 4 unidades, mas divididas em 5 partes e, portanto, em partes maiores. Finalmente, note que
3,6 = : 5 o : .3_ 6

£ e 75 representam a mesma fragao da pizza. Portanto, essas fragoes sao equivalentes: £ = {5-

Utilizando barras, as fragoes poderiam ser representadas do seguinte modo:

I I I l [ | =
I I I I l | =
LT T T T T T [ [ T ]=
LT T T T T T [ [ T 1=

Slm Sl"; (S ([N

As barras deixam ainda mais claro que

(Y=

10

o] w

4<
10

Exercicio 1.2 Calcule o resultado das seguintes divisées usando fragoes:

11 12 13 14
(a) 5 (b) 5 (c) 3 (d) -
Em seguida, represente as fragdes utilizando segmentos da reta numérica. De quais niimeros naturais
essas fragoes estdo mais proximas?

@ Solucdo. Dividindo 11 por 5, obtemos quociente 2 e resto 1, visto que

11=10+1=5x2+1.

Logo
11_2+1
5 75
32C:
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P17 Secdo 1.5

Da mesma forma, concluimos que

12 2 13 3 14 4

L _94Z 942 94 =

5 + 5 5 + 5 5 + 5
Logo, essas fragoes estao localizadas na reta numérica entre os pontos correspondentes a 2 e 3, uma vez
que

2<2+1<2+2<2+3<2+4<2+5—2+1—3
5 5 5 5 5 -

U=
[\
(S]]
[\
[S3{[SN]
[\
[S1{S
w

1.
[\
[Sa{[e]

Concluimos que as fragoes 2% e 2% estdo mais préximas do ntimero natural 2 e as fragdes 2% e 2%
estdo mais proximas do niimero natural 3. |

Exercicio 1.3 Associe cada um dos pontos A, B, C, D e E a uma das fragbes nas alternativas seguintes:

A B C D E

N 4
—_

[\G][V]
w B

[\Sl[e8
w

(a) % (b) 5 (c) 3 @ 15 () &
Exercicio 1.4 Calcule as seguintes fragoes:

(a) £ de 175. (b) 2 de 75. (c) 2 de 75. (d) % de 75.

Em seguida, represente-as utilizando barras.

2. Solucdo. Observamos que dividindo 75 em 5 partes iguais, cada uma dessas partes corresponde a
de 75, ou seja, é igual a

[

1 75
—x75 = — =15.
5X5 3 S

Somando essas 5 partes, temos 5x15 = 75. Somando 2 dessas partes, obtemos
2 75
—xT75 = 2x— = 2x15 = 30.
5 X X 5 X

Da mesma forma, calculamos
§X75 =3x15 =45

4
ZX75 = 4x15 = 60.
Representando essas fragoes de 75, utilizando barras, temos as seguintes ilustragoes.

I I [ [ [ | =15
I I I [ [ | =30
I I I I [ | =45
I I I I I | =60
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Exercicio 1.5 Em um conjunto de 75 alunos, 30 sdao torcedores do Ceard e 45 sao torcedores do
Fortaleza. a) Quais fracoes do total de alunos representam os subconjuntos de torcedores do Ceard
e de torcedores do Fortaleza? b) Qual a razdo entre as quantidades de torcedores do Ceard e de
torcedores de Fortaleza?

s
% g\

©» Solucdo. A fragdo que corresponde ao subconjunto de torcedores do Ceard é igual a

“total de alunos torcedores do Ceara” 30 2

“total de alunos” T 75 5

e a fragao que corresponde ao subconjunto de torcedores do Fortaleza é dada por:

“total de alunos torcedores do Fortaleza” _ 45 _ 3

“total de alunos” T 75 5

Note que % + % = % = 1. A razado entre a quantidade de torcedores do Ceard e de torcedores do
Fortaleza é dada por:

“total de alunos torcedores do Fortaleza” 45 3

“total de alunos torcedores do Ceard” 30 2

Exercicio 1.6 Quais das fracoes abaixo sao equivalentes a %?
1642 16:2 8x4 64:4 16—2
(a) 1013 (b) 155 () %1 (d) Tz (e) To=3
Justifique sua resposta com célculos e com representagoes geométricas das fragoes.

Exercicio 1.7 Em uma turma da primeira série, hd 6 alunas para cada 5 alunos. Essa proporcdio serd
a mesma, caso ingressem exatamente mais 2 alunos e 2 alunas nesta turma? E caso dobrassemos o
namero de alunos e o nimero de alunas? Justifique suas respostas com célculos, barras, pizzas ou
segmentos da reta numeérica, conforme preferir.

() (b) 3 () ¥ (d) % (e) 13
Exercicio 1.9 Compare e ordene as seguintes fracoes.

(a) 33 (b) 52 (c) 2 (d) 22 (e) &3
Exercicio 1.10 Calcule as seguintes fracoes.

(a) 3 de 180 (b) 3 de 180 (c) 22 de 180 (d) 2 de 180

Exercicio 1.11 Simplifique as seguintes fragoes, obtendo suas formas irredutiveis.
27 144 60 145 62
(a) 135 (b) %7 (c) 15 (d) 350 (e) 55

Exercicio 1.12 Qual fracio representa a soma das fracoes ilustradas pelas barras na seguinte figura?

‘ Exercicio 1.8 Localize as seguintes fracoes na reta numérica.
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Exercicio 1.13 Qual fracdo representa a soma das fragoes ilustradas pelas “pizzas” na seguinte figura?

CECOTQ

Exercicio 1.14 — KangoTreino 4 - 2020. Qual é o valor da expressio

2020 + 2020 + 2020 + 2020 + 20207
2019 + 2019 + 2019 + 2019 + 2019

(a) 20120

(b) 355

(c) 1+ 20119

@ 3

(e) 5
Sequéncia 2

Exercicio 1.15 Uma coleg¢ao tem 300 selos.

(a) 100 selos correspondem a que fragao da colegao?
(b) 200 selos correspondem a que fragao da cole¢ao?
(c) 60 selos correspondem a que fracao da colegao?

(d) 180 selos correspondem a que fragao da cole¢ao?

Exercicio 1.16 — SAT - adaptado. A tabela seguinte classifica 103 elementos quimicos como metais,
metaldides ou ndo-metais, e como sélidos, liquidos e gasosos em temperatura e pressao normais.

Solidos | Liquidos | Gasosos | Total

Metais 77 1 0 78
Metalobides 7 0 0 7

Nao-metais 6 1 11 18
Total 90 2 11 103

Que fracao de sélidos e de liquidos na tabela sdo metaléides?

Exercicio 1.17 Em cada alternativa, ponha as fra¢cdes em ordem crescente.

(a)ggg 9 (c)ﬁﬁie@
7711 20 C 13 20° 10’ 15 © 25
1 21 2 111 1

b) o, =, Z e —. R

() 5 17 5° 13 @557y

Em seguida, localize essas fragGes na reta numérica.
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Exercicio 1.18 Numa prova de Matematica havia 15 exercicios.

(a) José errou 5 exercicios dessa prova. Escreva a fragao que representa o nimero de erros cometidos
por José em relacao ao total de questoes da prova.
(b) Obtenha também a fragdo que representa o nimero de acertos de José.
(¢) Henrique errou % dos exercicios dessa prova. Quantos exercicios ele acertou?
2. Solucdo. A fracio que representa a razdo entre o niimero de erros cometidos por José e o niimero
total de questoes da prova é

“numero de erros” 5 5:5

1
“ntimero total de questées” 15  15:5 3

Logo, podemos dizer que José errou % das questoes da prova. De fato, dividindo o ntimero total de 15
questoes em 3 partes iguais, temos partes com 5 questoes, exatamente o niimero de questoes em que
José cometeu erros. Também concluimos que ele acertou 10 questdes, ou seja, os outros % da prova.
Agora, dividindo o nimero total de questoes em 5 partes iguais, obtemos partes com 3 questoes
cada. Ou seja, % do nimero de questoes equivale a 3 questoes. Essa foi a quantidade de acertos de
Henrique. |

Exercicio 1.19 Para encher % de uma piscina, sdo necessarios 30.000 litros de adgua. Qual é a
capacidade da piscina?
@ Solugcdo. Se % da capacidade da piscina correspondem a 30.000 litros, }l corresponde a 30.000 =3 =
10.000 litros. Portanto, a capacidade total da piscina, ou seja, os j—‘; de sua capacidade, corresponde a
4x10.000 = 40.000 litros.
|

Exercicio 1.20 Vinte amigos resolveram alugar uma casa de praia para passar uma temporada. O
valor do aluguel deveria ser dividido igualmente entre todos eles. No entanto, no dia do passeio, dois
dos vinte amigos desistiram, de forma que o valor do aluguel teve de ser dividido igualmente apenas
entre aquelas que compareceram. A fracdo do valor total do aluguel pago por cada um dos amigos
que compareceu é

(a) — (b) %- () L (d) L (e) 138'

.

2+ Solucdo. As barras abaixo representam a divisdo do aluguel entre 20 pessoas e entre 20 — 2 = 18
pessoas:

. . . ~ 1
Com menos pessoas para dividir o aluguel, a fracao que cada um deve pagar aumentou de 55 para

1
18" n

Exercicio 1.21 Qual a forma irredutivel da fragao correspondente & regiao pintada de vermelho na
bandeira representada abaixo?
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Exercicio 1.22 Mateus e Guilherme trabalham na mesma empresa e recebem o mesmo saldrio. Mateus
economiza % do seu salario, enquanto Guilherme economiza % Qual dos dois consegue economizar
mais?

> Solucdo. Basta observarmos que & = &+ Como

2 < 2
12 11

concluimos que Mateus economiza menos que Guilherme. |

O

N

Exercicio 1.23 César gastou }1 da mesada na compra de um livro e % na compra de duas revistas.
(a) Qual das compras foi a mais cara?
(b) Se César tinha 120 reais, com quantos reais ele ficou?

“» Solucdo. Observe que o minimo miltiplo comum aos denominadores 4 e 5 é 20, o produto dos dois

denominadores. Vimos antes que isso ocorre porque 3 e 5 ndo tém fatores comuns, isto é, sdo primos
entre si. Portanto, temos as seguintes equivaléncias de fragoes

1 1x5 5 2 2x4 8
4 45 20 5 x4 20
representada nas seguintes “pizzas”:

&

5

i
4 20

(S]]

Concluimos que as duas revistas, juntas, sdo mais caras que o livro. Além disso, somando as fragdes
da mesada, representadas pelas duas compras, deduzimos que César gastou

) 8 13

20 20 20

de sua mesada. Representando essa soma com “pizzas”, temos

+

5 8 13

20 20 20

Como a mesada é de 120 reais, % da mesada ¢ igual a 120 + 20 = 6 reais. Logo, %—g da mesada
equivalem a 13x6 = 78 reais. Portanto, apds as compras, César ficou com 120 — 78 = 120 — 80 + 2 = 42

reais. Note que esses 42 reais restantes correspondem a

20 13 7
20 20— 20 da mesada.
De fato, como % da mesada sao 6 reais, % dela sao 7x6 = 42 reais. |
S C 4
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Exercicio 1.24 Fernando juntou % das figurinhas de um album de jogadores de futebol. Ainda faltam
63 figurinhas para completar o album. Quantas figurinhas tem o album completo?

&

Z

Y

Solucdo. As 63 figurinhas que faltam correspondem a

12 5 7
12 12 12

\

do total de figurinhas do album completo. Logo, % do total de figurinhas equivale a 63 : 7 = 9 figurinhas.

Portanto, o album completo tem 12x9 = 108 figurinhas. Representemos essa solucdo com o uso de
barras.

sl
|

Sler
|

Sl

R~
o
o
—+
S
2
o
Il
o
&

CT T T T T T T T 7T T Wl4dotodo =%=9
I 2 do todo = 12x9 = 108

Exercicio 1.25 Na tltima eleicao para a prefeitura da cidade de Numeropélis, os candidatos Arquime-
des e Euclides obtiveram, respectivamente, ‘—11 e % do total de votos validos. Sabendo que o restante
do total de votos validos, ou seja, 6.300 votos, foi dado ao candidato Tales, pergunta-se: quantos
votos cada um dos candidatos recebeu? Qual dos trés candidatos foi eleito?

Z\

&)

©» Solucdo. Representemos as fragoes de votos validos dos candidatos Arquimedes e Euclides por
pontos na reta numérica como segue

0

|
1

1

4

Particionando cada um dos 4 segmentos de comprimentos iguais entre 0 e 1 na primeira reta em 5 partes
iguais e cada um dos 5 segmentos de comprimentos iguais entre 0 e 1 na segunda reta em 4 partes iguais,
obtemos

0 -5 1
R T T T S N S S S B
1 I I I I I I I [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ I
0 2_ 8 1
5720
Somando essas duas fragoes, obtemos
| | | | | | | | | | | | | | | | | | | | |
| I I I I | | | | | | | | | [ [ [ [ [ [ I
5, 8
0 2+ & 1
| | | | | | | | | | | | | | | | | | | | |
| I I I I I I I I I I I I | [ [ [ [ [ [ I
0 13 1
20
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Esses % dos votos vélidos correspondem ao total de votos dos candidatos Arquimedes e Euclides.

Logo, os votos validos restantes, do candidato Tales, correspondem a
20 13 7
20 20 20

dos votos. Assim, % dos votos equivalem a 6.300 votos. Portanto, % dos votos ¢ igual a 6.300 =7 = 900.

Assim, o total de votos € igual a 12x900 = 10.800 votos. Concluimos que a distribuigdo de votos validos
foi a seguinte:

(a) votos recebidos por Arquimedes: % dos votos validos, ou 5x900 = 4.500 votos;
(b) votos recebidos por Euclides: 2% dos votos vélidos, ou 8x900 = 7.200 votos;
(c) votos recebidos por Tales: 55 dos votos vélidos, ou 7x900 = 6.300 votos,

o que comprova que Euclides foi o candidato vencedor. |

Exercicio 1.26 — Revista Canguru 2020. Qual das fragdes a seguir tem o maior valor?

(a) 552 (b) 333 (c) % (d) &2 () s¥5

“+ Solucdo. Note que as fragdes em (b) e (c) sdo ambas iguais a 1, uma vez que

3+5 8 8 8

s s 0 ¢ 3 os
Além disso, a fragdo em (e) é menor que 1, pois
3 3
8555 13 < 1.

Finalmente, comparemos as fragoes em (a) e (d), ambas maiores que 1. Temos

845 18 65 843 1138

3 3 15 5 5 15

Concluimos que a fragdo na alternativa (a) é maior que a fracdo na alternativa (d) e, portanto, é a
maior das cinco. u

Exercicio 1.27 — Banco OBMEP 2006.

Trés frascos, todos com capacidade igual a um litro, contém quanti-
dades diferentes de um mesmo liquido, conforme ilustracdo a seguir.
Qual das alternativas abaixo melhor expressa, aproximadamente, o
volume de liquido contido nos frascos A, B e C, nesta ordem?

-
-
(I

| A~
I
—
o
N—

—
€]
~

Wl w Wl
[S1 TSN TN
WD W

Exercicio 1.28 — ENEM 2014. André, Carlos e Fébio estudam em uma mesma escola e desejam saber
quem mora mais perto da escola. André mora a cinco vinte avos de um quilémetro da escola. Carlos
mora a seis quartos de um quiléometro da escola. Ja Fabio mora a quatro sextos de um quiléometro da
escola.

A ordenagao dos estudantes de acordo com a ordem decrescente das distancias de suas respectivas
casas a escola é

(a) André, Carlos e Fabio.
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ndré, Fabio e Carlos.
arlos, André e Fabio.
arlos, Fabio e André.
ibio, Carlos e André.

\./v@v
0QQ e

A\ - . /. s LA . 7
“» Solucdo. Representemos na seguinte reta numéricas as distancias das casas de André, o ponto A,

Carlos, ponto C, e Fabio, o ponto F', & escola , o ponto O (origem), que sao, respectivamente, dadas

s 5 6 4.
pelas fracoes o5, 7 € §:

i

= {

F c

)
.

S
20 1

o |

|—\|>—A 1

[\l [e0)
[\

=38
12

[\v]
[NTEN

Para comparar essas distdncias, observamos, primeiro, que

5 _ 55 _1_,_6
20 20:5 4 4
Além disso,%<1<ge
9 1
20 413376
5 0

Logo, a ordem crescente deve ser = < 42 < 6 ue corresponde a alternativa (b).
g0, 20 6 1949 p

1 2 4

Observacdo 1.4 Para verificar essa ordem de outro modo, podemos usar as seguintes equivaléncias

das fragoes:
4 4x2 8 6 6x3 18

6 6x2 12 © 4 4x3 12

Temos também
5 5:5 1 1x3 3
20 20:5 4 4x3 12
Assim, uma vez que % < 1—82 < %, como representado na reta, comprovamos a resposta que ja

tinhamos deduzido.

Exercicio 1.29 — ENEM 2016. Nas construgoes prediais sao utilizados tubos de diferentes medidas
para a instalacao da rede de adgua. Essas medidas sdo conhecidas pelo seu didmetro, muitas vezes
medido em polegada. Alguns desses tubos, com medidas em polegada, sao os tubos de 1/2, 3/8 e
5/4. Colocando os valores dessas medidas em ordem crescente, encontramos

(a) 1/2,3/8, 5/4.

(b) 1/2,5/4,3/8.

(c) 3/8,1/2,5/4.

(d) 3/8,5/4,1/2.

(e) 5/4,1/2,3/8
© Solucdo. Note que % = % e % = %). Portanto, temos a representacao das fragoes %, % e ?5u na reta
numerica, como segue.

ot 4

@)
oolw +
N—= 4

Logo, a ordem correta é a que aparece na alternativa (c).
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Exercicio 1 30 Determlne a localizagdo e a distancia entre os pontos na reta numérica que representam

3 .5,
as fracoes 2 5 € 4 Faga o mesmo para as fragoes £ e 7

diagonal.

Qual fracdo do quadrado original foi escurecida?

(a) (b) (c)

(S3{E
olw
Nelf'o

(d) 3 ()

D=

| Exercicio 1.31 — Revista Canguru 2020. Num desses quadrados menores também foi desenhada uma
‘ Exercicio 1.32 — Banco OBMEP. Qual dos nimeros a seguir estd situado entre %?

(a) 5 (b)

Ol

() 5 (d)

e
—
D
S~—
W=

» Solucdo. Inicialmente, observamos que

2 3

5 4

De fato, multiplicando ambos os lados dessa desigualdade pelo maltiplo comum 20 — miltiplo comum
dos denominadores, temos, do lado esquerdo

2 40
20x—=— =38
57 5
e, do lado direito,
3 60
20x° = — =15,
174
De modo similar, demonstra-se que
1 2
- < —
4 5

bastando, para isso, multiplicar ambos os lados pelo miltiplo comum 20, obtendo 5 < 8.
Agora, observamos que

1 1 2
6 < 3 < g
Além disso, ambas as fragées 3= 21 e % = 1% sao maiores que 1 e, portanto, maiores que . Resta,
portanto, verificarmos se = esta entre % e %. Temos
2 4
557

uma vez que, multiplicando os dois lados da desigualdade por 35, obteremos 2x7 = 14 < 5x4 = 20. Do

mesmo modo, para verificar que
4 3
—_ < —_
7T 4
multiplicamos ambos os lados da desigualdade por 28, obtendo 16 < 21. Portanto, a alternativa correta
é a de letra (d). Para finalizar, representemos essas cinco fragées na reta numérica de acordo com a

figura que segue.
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o=
N
[S3{] ]
I
NSy
— 1
Ol
[\
[\l

Exercicio 1.33 Em cada planeta do Sistema Solar, um ano (periodo orbital) pode ser definido como
o namero de dias terrestres para que o planeta complete uma volta em torno do Sol. Vejamos, na
tabela que segue, a duragao aproximada dos anos em alguns planetas.

‘ Merctrio ‘ Vénus ‘ Terra ‘ Marte

Dias | 8 | 225 | 365 | 686

Um ano em Mercurio corresponde, aproximadamente, a qual fracdo de um ano em Marte ?

@\

“» Solucdo. Note que 1 (um) ano em Merctrio corresponde a 88 dias Terrestres:
1 “ano Mercuriano” = 88 “dia Terrestre”.

Por outro lado, 88 dias na terra correspondem a 88/686 de um ano em Marte:

88
88 “dia Terrestre” = 636 “ano Marciano”.
Logo, deduzimos que
88
1 “ano Mercuriano” = 636 “ano Marciano”.
Essa fragao pode ser simplificada:
88+2 44
686 -2 343
Com a possibilidade de aproximar esta fracdo por
40 1
320 8

podemos afirmar que 1 ano em Mercurio corresponde, aproximadamente, a % de ano em Marte ou,
equivalentemente, que 1 ano em Marte equivale a 8 anos em Mercurio!

Observacdo 1.5 Essa é uma boa aproximacao, visto que, dividindo 686 por 88, obtemos

65 616470616 70 70
88 88 - 88 88 88’

ou seja, temos 7 anos e um excesso de 70 dias — dentro de 88 dias — ou
686 704—18 704 18 8 18
8 88 8 8 88’

ou seja, temos 8 anos e uma falta de apenas 18 dias — dentro de 88 dias.

Exercicio 1.34 — Banco OBMEP 2006. A sexta parte dos alunos de uma classe usam 6culos. Dentre
os que usam Oculos, % sdo meninas. Além disso, 4 meninos usam 6culos. Quantos sdo os alunos dessa
classe?

@ Solucdo. De acordo com o enunciado, % dos alunos usam 6culos. Desses, % sao meninas e, portanto,

5 sa0 meninos, o que corresponde a 4 alunos. Observe que % de % é dado por
11 1
—_X—_- =

36 18

De fato, dividindo % em trés partes iguais, temos 1—18. Veja o modelo desse calculo usando barras:

[\
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Voltando a resolucdo do problema, concluimos que Tls do total de alunos equivale a 4 alunos. Logo, o
nimero total de alunos é igual a 18x4 = 72 alunos. |

Exercicio 1.35 — ENEM 2010. Grandes times nacionais e internacionais utilizam dados estatisticos
para a definicdo do time que saird jogando numa partida. Por exemplo, nos tltimos treinos, dos
chutes a gol feito pelo jogador I, ele converteu 45 chutes em gol. Enquanto isso, o jogador II acertou
50 gols. Quem deve ser selecionado para estar no time no proximo jogo, ja que os dois jogam na
mesma posicdo? A decisdo parece simples, porém deve-se levar em conta quantos chutes a gol cada
um teve oportunidade de executar. Se o jogador I chutou 60 bolas a gol e o jogador II chutou 75,
quem deveria ser escolhido?

(a) O jogador I, porque acertou 3/4 dos chutes, enquanto o jogador II acertou 2/3 dos chutes.
(b) O jogador I, porque acertou 4/3 dos chutes, enquanto que o jogador II acertou 2/3

(¢) O jogador I, porque acertou 3/4 dos chutes, enquanto o jogador IT acertou 3/4 dos chutes.
(d) O jogador I, porque acertou 12/25 dos chutes, enquanto o jogador II acertou 2/3 dos chutes.
(e) O jogador I, porque acertou 9/25 dos chutes, enquanto o jogador IT acertou 2/5 dos chutes.

2. Solucdo. O jogador I acertou 45 dos 60 chutes, ou seja, sua razio de acertos é % ou
45+15 3
60 =15 4
enquanto o jogador II acertou 50 dos 75 chutes, ou seja, sua razao de acertos é % ou
50+25 2
75+25 3
Uma vez que
2 < 3
3 4

concluimos que o jogador I deve ser o escolhido por ter acertado 3/4 dos seus chutes, ao passo que o
jogador II acertou 2/3 dos seus chutes. Portanto, a alternativa (a) é correta.

Exercicio 1.36 — ENEM 2014. Um clube de futebol abriu inscri¢oes para novos jogadores. Inscreveram-
se 48 candidatos. Para realizar uma boa selecdo, deverao ser escolhidos os que cumpram algumas
exigéncias: os jogadores deverao ter mais de 14 anos, estatura igual ou superior & minima exigida e
bom preparo fisico. Entre os candidatos, 7/8 tém mais de 14 anos e foram pré-selecionados. Dos
pré-selecionados, 1/2 tém estatura igual ou superior a minima exigida e, destes, 2/3 tém bom preparo
fisico.

A quantidade de candidatos selecionados pelo clube de futebol foi

(a) 12. (b) 14. (c) 16. (d) 32. (e) 42.

Exercicio 1.37 — OBMEP 2019. Janaina tem trés canecas, uma pequena, uma média e uma grande.
Com a caneca pequena cheia, ela enche 3/5 da caneca média. Com a caneca média cheia, ela enche
5/8 da caneca grande. Janaina enche as canecas pequena e média e despeja tudo na caneca grande.
O que vai acontecer com a caneca grande?

(a) Ela ficard preenchida em 7/8 de sua capacidade.
(b) Ela ficard preenchida em 8/13 de sua capacidade.
(c) Ela ficara preenchida em 5/8 de sua capacidade.
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(d) Ela ficara totalmente cheia, sem transbordar.
(e) Ela vai transbordar.

@\

©

» Solucdo. Pelo enunciado, a capacidade da caneca pequena equivale a % da capacidade da caneca
média e esta, por sua vez, equivale a % da capacidade da caneca grande. Assim, 1 caneca pequena teria
capacidade igual a de

3 13 n )] 3 5 13 2
5X1 “caneca média” = gxgﬂ “caneca grande
1
= —xbx=x1 “caneca grande”
5778 s
1
= 3X§X1 “caneca grande”
3 13 2
= §><1 “caneca grande”.
Portanto, 1 caneca pequena e 1 caneca média, juntas, tém capacidade equivalente a de
3 5 13 ” 8 (13 kM
-+ 3 x1 “caneca grande” = §X1 “caneca grande

8

=1 “caneca grande”.
Portanto, (d) é a alternativa correta.

Exercicio 1.38 — ENEM 2016. Cinco marcas de pao integral apresentam as seguintes concentragoes
de fibras (massa de fibra por massa de pao).

Marca A: 2 g de fibras a cada 50 g de pao;
Marca B: 5 g de fibras a cada 40 g de pao;
e Marca C: 5 g de fibras a cada 100 g de pao;
e Marca D: 6 g de fibras a cada 90 g de pao;
e Marca E: 7 g de fibras a cada 70 g de pao.

Recomenda-se a ingestao do pao que possui a maior concentragao de fibras.

Disponivel em: www.blog.saude.gov.br. Acesso em: 25 fev. 2013.

A marca a ser escolhida é

(a) A (b) B (c) C (d) D (e) E

2. Solucdo. Concentragdo de fibras significa a fracio a quantidade de fibras em gramas por quantidade
de pao em gramas, isto é, a fragdo ou razao

“quantidades de gramas de fibras”

“quantidade de gramas de pao”

Para as marcas A, B, C, D e E, respectivamente, essas concentragoes sao iguais a

2 5 5 6 7

50 40 100 90 70
Note que 1io0 < %, pois temos mesmos numeradores e denominador menor na maior fragdo. Logo, a
resposta nao pode ser a marca C. Observe também que:

6 63 2 _ 2

I = — > —.
90 90+3 30 50
Portanto, a marca A também néo é a de maior concentracdo de fibras. Agora, as fracbes das marcas B
e E sdo equivalentes, respectivamente, a

5+5

1 77 1
40=5 8 70=7 10
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www.blog.saude.gov.br.

Como 1—10 < %, concluimos que a marca E nao é a resposta. Resta, assim, compararmos as concentragoes
de fibras das marcas B e D, ou seja, as fracgoes % e %, respectivamente. Temos

2 1 < 1
30 15 8
Logo, concluimos que a marca B é a que tem maior concentraciao de fibras.
|

Exercicio 1.39 Uma bandeira estd dividida em 4 faixas horizontais de igual largura e cada faixa esté
dividida em duas, quatro ou oito partes iguais, conforme indicado na figura abaixo. Qual é a fragdo
correspondente & area pintada de amarelo?

Sequéncia 4

Exercicio 1.40 — Canguru 2020 - Prova S. Se C cachorros pesam @ quilogramas e E elefantes pesam
o mesmo que M cachorros, quantos quilogramas pesa um elefante?

S

(a) &4 () Fxir (©) & @ %

CXM
cxQ - EXM " CXE - (e)

QXE "

L

.
&\

2+ Solucdo. Se C cachorros pesam @ quilogramas, 1 cachorro pesa & quilogramas e M cachorros
pesam M X% quilogramas. Como este é o peso de E elefantes, um elefante pesa

l>< M XQ = QXM7
E C CxEkE
o que corresponde & alternativa (d). |
Exercicio 1.41 Localize (aproximadamente) os pontos P = —%, Q= %, R = —g e S = g na reta
numérica desenhada abaixo.
) —2 —1 0 1 2 ]

I Exercicio 1.42 — OCM 1990. Qual das fra¢oes é maior % ou %‘21?? Justifique (sem efetuar divisoes).

ela passara a pesar 8kg. Qual é o peso da lata vazia?

(a) 5 quilogramas.

(b) 10 quilogramas.

(¢) 2 quilogramas.

(d) 3 quilogramas.
)

Exercicio 1.43 Uma lata cheia de tinta pesa 13kg. Se retirarmos metade da tinta contida na lata,
(e) 21 quilogramas.

retdngulos menores, com diferentes tamanhos e todos com a mesma largura. Que fragdo do retangulo
maior representa a parte pintada de azul?

‘ Exercicio 1.44 — Banco OBMEP - adaptada. A figura mostra um retdngulo maior dividido em 18
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Exercicio 1.45 — Canguru 2020 - Prova S. Qual é o valor de

10102 4+ 20202 + 30302
2020

(a) 2020 (b) 3030 (c) 4040 (d) 6060 (e) 7070
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