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Area de Figuras Planas

9.1 - Contextualizando

A palavra portuguesa area vem do latim area, “nome vinculado ao verbo
latino arere (estar seco). Na sua origem, designava um pedago de terreno
seco onde os cereais colhidos eram secados e debulhados. Depois no pré-
prio latim passou a se chamar de area o terraco diante de um templo e
a quase qualquer espago desprovido de vegetagdo e construgao” (conforme
etimologias.dechile.net/7a.rea, traduzido do espanhol). Por isso ainda
hoje chamamos de drea um espaco vazio de uma casa ou terreno. Entretanto,
pela primeira defini¢do apresentada nos dicionarios, area é a medida da exten-
sao (isto é, do “tamanho”) de uma figura plana ou superficie. Para entender
como a palavra area adquiriu esse sentido, lembremos alguns fatos do Egito
Antigo, o ber¢o da Geometria.

Figura 9.1: Imagem de satélite do Egito mostrando o rio Nilo e seu delta.

Segundo Herédoto, o gedgrafo e historiador grego que ficou conhecido como
o “pai da histéria”, o Egito é um “presente do Nilo”, o grande rio que atravessa
aquele pais. Essa afirmacao se justifica porque o comércio e agricultura egipcios
dependiam (e ainda dependem) do Nilo pois as terras cultivaveis do Egito
(marcadas em verde na figura acima) se concentram nas margens desse rio e
no seu delta (a regiao triangular da parte superior da imagem em que o Nilo
se divide em diversos bragos que desaguam no mar).

Outra caracteristica do Nilo, que o torna ainda mais importante para a
economia do Egito, é sua regularidade. A cada ano o rio enche e inunda suas
margens, depositando nas terras adjacentes o hiimus, um fertilizante natural de
cor escura. No periodo da seca, quando o Nilo volta ao seu leito, esses terrenos
sdo devolvidos aos seus proprietarios nas condigoes ideais para o plantio. Cabia
entdo aos agrimensores (aqueles que medem as terras) tanto determinar de
novo os limites das “areas”, para que fossem devolvidas aos legitimos donos,
como medir sua extensdo, para que os impostos devidos fossem recolhidos. O
agrimensor entao delimitava o terreno seco (a area) e media sua extensao (ou
seja, sua area). Logo ndo é de admirar que hoje a palavra “drea” seja usada
com esses dois sentidos.
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Os funcionarios encarregados de executar as medigoes de terras no Egito
tinham de se valer de algum tipo de conhecimento geométrico para executar
suas tarefas. Essa geometria tinha assim cardter pratico: era o conjunto de
receitas e técnicas que tais funcionarios dispunham para desempenhar suas
fungbes. Os antigos gregos, que muito aprenderam com os egipcios, partiram
entao dessas receitas para criar o ramo da matemaética que hoje chamamos de
Geometria Plana.

9.2 - O que é medir a drea de uma figura plana?

Ao contrario dos egipcios, os gregos deixaram muitos escritos dizendo o que
significa medir e mostrando como fazé-lo. Para eles (e para nés também) medir
é comparar com um padrdao. Assim, medir o comprimento de um segmento [ é
verificar quantas vezes uma unidade (um segmento previamente fixado) cabe
no segmento [. Obviamente, essa “defini¢io” de medigdo de segmentos tem seus
problemas. Pode ser que a unidade seja maior que o segmento [ e, geralmente, o
segmento nao vai ser um multiplo inteiro da unidade. Para encurtar a historia,
foi a partir dessas questoes que surgiu a necessidade de se trabalhar com fragoes
e de admitir a existéncia de nimeros irracionais (tudo isso é muito interessante
mas, infelizmente, foge do escopo desse médulo).

Vamos supor que se saiba medir o comprimento de qualquer segmento.
A partir disso, como determinar a drea de uma figura plana? Os gregos
respondiam essa pergunta usando a mais simples das figuras, o quadrado de
lado 1, como padrao. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1: Area dos quadrados de lados medindo nimeros inteiros

Figura 9.2: Quadrados de lados 2 (esquerda) e 3 (direita) divididos em quadra-
dos de lado 1.

E f4cil usar o quadrado de lado 1 para medir a drea de quadrados com
lados de comprimentos inteiros (positivos), como vemos na Figura 9.2, em que
se mostra como obter quadrados de lados 2 e 3 a partir de quadrados de lado 1.
Contando a quantidade de quadrados de lado 1 contidos nos quadrados de
lados 2 e 3, concluimos que a area desses quadrados é, respectivamente, 4 e 9
vezes a area do quadrado de lado 1. Procedendo dessa maneira, com quadrados
de lados 4, 5, 6, etc., obtemos que esses quadrados tém &rea igual a 42 = 16,
52 = 25, 62 = 36, respectivamente, e assim por diante. Em geral, um quadrado
de lado n, onde n é um nimero natural, pode ser dividido n fileiras horizontais
cada uma dividida em n quadrados de lado 1. Logo, o total de quadrados de
lado 1 utilizados é dado pela multiplicacdo: n x n, ou seja, n?. Logo sua 4rea
é n? vezes a area do quadrado de lado 1.
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9.3 - Unidade de medida de drea

E desejavel representar por um simbolo a expressao “4rea do quadrado de
lado 1”7 para nao ter de ficar escrevendo isso o tempo todo. Como o metro
(simbolo m) é a unidade de medida de comprimento, parece ser uma boa ideia
chamar de metro quadrado a area do quadrado de lado 1 m. Poderiamos, entéo,
usar um simbolo do tipo mo para representar essa unidade de medida de area.
Assim, um quadrado de lado 2m teria a area de “4 metros quadrados”, o que
seria expresso em simbolos como 4 mo.

A unidade de medida de area que usamos é mesmo chamada metro quadrado.
Porém, no sistema internacional de medidas (SI), o simbolo usado para ela é
m?. Por mais sugestivo que seja um simbolo como mm, seguiremos o SI, porque
essa terminologia ja estd consolidada. Para justificar o simbolo, faremos uso
da propriedade das areas das figuras planas que ja aparece no exemplo acima
quando verificamos que a area do quadrado de lado n metros é n?. Essa relacao
entre a medida do lado do quadrado e sua area vale para qualquer quadrado
(mostraremos isso logo abaixo). Assim, a drea do quadrado de lado [ metros,
qualquer que seja o nimero real positivo [, ¢ [ m multiplicado por I m, ou seja,
1 m?. Podemos, entdo, adotar o m? como a unidade de 4rea. Procedendo dessa
maneira, definimos a unidade de adrea em termos da unidade de comprimento
em vez de criar uma unidade prépria para medir areas.

Nao fazia o menor sentido para os antigos multiplicar comprimentos para

Obs) obter areas, como fizemos acima, porque eles encaravam a multiplicacdo
apenas como a operacido p X g de somar p vezes o numero ¢q. Eles
contornavam essa limitacdo no alcance da multiplicacdo através da
geometria. Assim, entendiam “elevar a ao quadrado” no sentido literal
de construir o quadrado cuja base é o segmento de comprimento a (daf o
termo “elevar”). Analogamente, “tirar a raiz quadrada de A” era obter
o segmento da base do quadrado de area A.

O ramo do conhecimento que estuda e justifica a multiplicagdo de
grandezas (comprimentos, massas, intervalos de tempo, etc.), como
fizemos acima, é chamado Andlise Dimensional e s6 foi criado em 1822
com a introducao do conceito de Dimensao Fisica pelo francés Joseph
Fourier.

Exemplo 2: drea de quadrados com lados medindo p/q

Vamos calcular a area do quadrado de lado p/q metros, em que p e ¢ sdo inteiros
positivos. Ao invés de dividir esse quadrado em quadrados menores, como
fizemos no exemplo anterior, vamos usar varias cépias dele para montar um
quadrado maior, de lado p. Se formarmos ¢ fileiras, cada uma com ¢ quadrados
de lado p/q, o resultado serd um quadrado de lado p (veja a Figura 9.3 para
um exemplo em que p =5 e g = 3), j4 que ¢ - g = p. Ao fazer isso, utilizamos
ao todo ¢* quadrados de lado p/q. Temos, entdo, que

¢* x (4rea do quadrado de lado p/q) = (4rea do quadrado de lado p).

Como p é natural, pelo Exemplo 1, a area do quadrado de lado p é p?
metros quadrados. E a equagado acima implica a drea do quadrado de lado p/q
é igual a p?/q® metros quadrados.
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Figura 9.3: 9 quadrados de lado 5/3 cobrindo um quadrado de lado 5.

Na demonstragdo acima é imprescindivel que p e g sejam inteiros positivos,
ou seja, que o lado do quadrado seja um ntimero racional, pois ¢ representa a
quantidade de fileiras e p precisa ser inteiro para que possamos usar o Exemplo 1.
Mas, na secdo seguinte, veremos como estender o resultado para quadrados
com lado de medida irracional.

9.4 - Leitura: Area de um Quadrado de Lado Arbitrdrio

E fato que a drea de um quadrado de lado (real positivo) | metros é igual
a 1> metros quadrados, seja ! racional ou irracional. Nos exemplos 1 e 2
justificamos porque isso vale no caso em que [ é racional. A justificativa desse
resultado quando [ é irracional é feita a partir de um argumento que envolve
a aproximagao de um quadrado de lado irracional por quadrados cujos lados
tém medida racional. A formalizacdo rigorosa desse procedimento é um pouco
mais sofisticada por empregar propriedades que definem os niimeros reais e
que nao vamos discutir nesse médulo. Por isso, nosso objetivo aqui é apensas
apresentar a ideia principal da demonstracao. O importante nesse estagio do
aprendizado ndo é atingir o “mais perfeito rigor” mas proporcionar ao estudante
o melhor entendimento possivel da matéria estudada e abrir caminho para um
aprofundamento no futuro.

Assim precavidos, vamos justificar porque a area de um quadrado @); de lado
1 é 12, quando [ é irracional. Observe, entdo, o conjunto de todos os quadrados
Qr de lado R, em que R é um racional maior que [. Como o quadrado @Q; estd
contido em cada um dos quadrados QQr entdo a area de (Q; é necessariamente
menor que a area de cada um desses quadrados Qr. Pelo Exemplo 2, a area
de Qr é R?. Logo, a 4rea de Q; ¢ menor que R? para qualquer seja o racional
R maior que [. Analogamente mostra-se que a drea de @Q; é maior que 72 para
qualquer seja o racional r menor que I. Dessa forma, o valor da drea de
estd sendo espremido entre 2 e R?. Fazendo r e R se aproximarem cada vez
mais de [, vemos que a Unica op¢ao plausivel é que drea do quadrado Q; seja
igual a 2.

Nesse argumento que verifica a férmula do quadrado de lado irracional,
@ temos uma aplicacdo do chamado método da exaustao para o calculo
de areas, no qual se empregam poligonos de area conhecida que contém
ou estdo contidos numa figura plana. Se as dreas das sequéncias de
poligonos que contém e as daqueles que estdao contidos na figura se

aproximam de um mesmo ntmero, esse numero tem de ser o valor da
area da figura. Outro exemplo de aplicacdo do método da exaustdo para




areas é o calculo da drea do circulo (e do valor de 7) por Arquimedes
empregando sequencias de poligonos regulares com uma quantidade
arbitrariamente grande de lados que estao inscritos e circunscritos em
um circulo de raio unitario. A Figura 9.4 sugere que a diferenga entre as
areas dos poligonos inscrito e circunscrito se aproxima de zero quando
aumentamos o numero de lados desses poligonos.

000

Figura 9.4: Arquimedes estimou a area do circulo pelo método da exaustao
empregando poligonos regulares inscritos e circunscritos com uma quantidade
arbitrariamente grande de lados. As figuras acima sdo “meramente ilustrativas”
ja que Arquimedes nao partiu de pentdgonos nem fez uso de octégonos. Ele
comegou com hexdgonos regulares e prosseguiu dobrando a quantidade de lados
dos poligonos que ia obtendo.

Exemplo 3: Area de reténgulos

Area de um retangulo

A drea de um retangulo com largura a e comprimento b
(ver Figura 9.5) é igual a ab.

b

Figura 9.5: um retangulo.

Para surpresa de ninguém, a verificacdo da afirmacado do quadro acima é
feita com pequenas adaptacdes dos argumentos empregados na verificagdo da
férmula para area do quadrado, considerando os casos em que a e b sejam
inteiros, racionais ou reais (positivos). Por exemplo, quando a e b sdo inteiros
positivos, podemos dividir o retangulo em q fileiras com b quadrados lado 1,
obtendo area total ab. Encorajamos que o leitor reflita sobre os demais passos.

Exemplo 4: Area de tridngulos retédngulos

Nao se pode obter a férmula da area dos tridngulos aplicando os mesmos passos
dos exemplos anteriores porque nao ha como preencher um tridngulo com uma
quantidade finita de quadrados (nem mesmo se o tridngulo for dos mais bem
comportados, como um tridngulo retdngulo ou um equildtero). Mas, inversa-
mente, podemos combinar dois tridngulos retdngulos idénticos para formar um
retdngulo (ver na Figura 9.6). Equivalentemente, ao tracar a diagonal de um




secao 0.4 N ___R6

retangulo, obtemos dois tridngulos de mesma area, representados na Figura 9.6
pelo triangulos ABC e CDA. Assim, a drea de cada um deles é metade da
area do retangulo ABCD.

D c D C c

A B A A B

Figura 9.6: um retangulo contém dois tridngulos retangulos de areas iguais.

Logo, a area de um triangulo retdngulo é a metade do produto de sua base
por sua altura. No proximo exemplo, mostraremos que isso nao é qualidade
apenas dos tridngulos retdngulos, mas de todos os tridngulos.

O que temos aqui sdo exemplos de como obter areas por composicdo e
recomposicdo de figuras. Outra aplicagdo deste método, além do exemplo
seguinte, estd na obtencao das formulas das areas de paralelogramos e trapézios
nas solugoes dos exercicios resolvidos 9.3 e 9.4. Ressaltamos que essas sdo
aplicagoes de extrema importancia (incluidas na maioria dos livros didéticos),
mas as deixamos como exercicios para que os alunos tenham oportunidade de
tentar deduzir essas férmulas antes de ver a solucgio.

O aluno e o professor podem exercitar esse método recortando as formas

Obs geométricas de uma folha de papel e remontando os pedagos a fim de
obter uma figura mais simples (para a qual ja se conhece uma férmula
para calcular drea).

Exemplo 5: drea de fringulos quaisquer

Um tridngulo pode ter no maximo um angulo maior ou igual a 90°, pois se
tivesse dois ou mais, a soma de seus trés angulos internos seria estritamente
maior que 180° (mas essa soma em todo tridngulo é 180°). Para os dois dngulos
que tocam um lado especifico, digamos BC, de um tridngulo ABC' ha dois
casos: ou ambos sao agudos (menores que 90°), como o tridngulo ABC da
esquerda Figura 9.7, ou apenas um deles é agudo, como o tridangulo da direita
ABC Figura 9.7. Em cada caso, tragamos a altura AD relativa ao lado BC
do triangulo.

O professor deve revisar, caso necessario, a defini¢do de altura relativa d
Obs | pyse de um tridngulo. Lembre-se de que qualquer lado pode ser tomado
como base, desde que se considere a altura de forma adequada.

No primeiro caso, o triangulo ABC' pode ser decomposto em dois tridngulos
retdngulos, os tridngulos ABD e ACD, de bases m e n, respectivamente, e
mesma altura h. Usando o Exemplo 4, as areas desses triangulos sao iguais
a mh/2 e nh/2, respectivamente. A area do tridngulo ABC, que é a soma
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Figura 9.7: dois casos para o triangulo ABC.

dessas duas areas, entdo é igual a mTh + %h = M Mas m +n é a base do

tridngulo ABC' (relativa a altura h), logo essa expressao representa metade do
produto da base pela altura de ABC.

No segundo caso, o tridngulo ABC' tem na base o angulo obtuso ZACB.
Dal, ao tragar a altura AD ela cai fora da base do tridngulo. Temos que ABC
estd contido no tridngulo retangulo ABD. Este tltimo tem base a+ n, logo sua
area é [(a + n)h/2] (por conta do Exemplo 4). Além disso, a drea do tridngulo
retdngulo ACD é igual a (nh)/2. Assim, a drea do tridngulo ABC, que é a
area do tridngulo ABD menos a area do ACD, é igual a:

(a+n)h nh ah

2 2 2
Concluimos que, neste caso, a area de ABC também ¢é a metade do produto
de sua base, a, pela sua altura h. Logo, para todo tridngulo vale o seguinte.

Area de um tridngulo (qualquer)

bh

A drea de um triangulo onde a base mede b e altura mede h é EX

9.5 - Area de poligonos com = lados

Vamos obter no préximo exemplo a férmula da area do poligono regular de n
lados, lembrando que num poligono regular os comprimentos dos lados assim
como os angulos internos formados por lados adjacentes sao iguais entre si.

Exemplo 6é: Area do poligono regular de n lados

Um poligono regular de n > 3 lados pode ser dividido em n triangulos idénticos
trangando os segmentos que unem o centro do poligono a seus vértices (veja a
Figura 9.8, onde n = 9). Veja que cada um desses tridngulos é isésceles e possui
mesma area. O apotema de um poligono regular é a distancia entre o centro
do poligono e (o ponto médio de qualquer) um de seus lados. Na Figura 9.8,
veja que o apdtema é o segmento tracejado e é igual a medida da altura de um
dos tridngulos mencionados acima. Chamando de a o apétema e £ a medida
do lado do poligono, temos que a area de cada tridngulo é af/2. Assim, a area
do poligono é n x %ﬁ = “T”Z. Por fim, perceba que nf é o perimetro do poligono,
de forma que obtemos o seguinte resultado.
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Figura 9.8: um poligono regular com 9 lados dividido em 9 tridngulos de mesma
area.

Area de um poligono regular

E igual & metade do produto de seu apdtema pelo perimetro.

E comum chamar a metade do perimetro de semiperimetro. Dessa forma,
podemos também dizer que a drea de um poligono regular é igual ao

produto do apdtema pelo semiperimetro.

Poligonos quaisquer

Nao existe férmula fechada para a area de um poligono arbitrario, mas existe
um método que pode ser empregado quando é possivel calcular as distancias
entre quaisquer dois vértices da figura: todo poligono pode ser repartido em
tridngulos disjuntos, trancando alguns dos segmentos que ligam vértices do
poligono (chamamos isso de “triangularizar o poligono”). Dai, podemos calcular
a area do poligono somando as dreas desses tridngulos (que, por sua vez, podem
ser calculadas de diferentes maneiras, a depender de quais informacoes temos
disponiveis). Esse método é ilustrado na Figura 9.9.

A H

E

Figura 9.9: Triangularizacao de um poligono.

O poligono ABCDEFGH é a uniao dos tridngulos ABC, ACH, CGH,
CFG, CDF e DEF e a area do poligono é a soma das areas desses tridngulos.
A triangularizacdo de um poligono nao é tnica. Por exemplo, poderiamos
substituir o segmento DF por C'E e obter outra triangularizacao.




Na antiguidade, os agrimensores provavelmente utilizavam o método da
triangularizacdo do poligono para determinar a drea das propriedades rurais.
Inicialmente aproximavam os terrenos por poligonos irregulares, que decom-
punham em tridngulos (eles conheciam técnicas para medir os lados desses
tridngulos). Calculavam as suas dreas, possivelmente pela chamada férmula de
Herdo, conhecida ja na antiguidade. Essa férmula fornece uma maneira alter-
nativa de calcular areas de tridngulos tendo conhecimento apenas das medidas
de seus trés lados, evitando a necessidade de calcular a medida de uma altura.
Se os lados possuem medidas a, b e ¢, primeiro calcula-se o semiperimetro, que
ép=(a+b+c)/2e, entdo, a drea do tridngulo é dada por:

\/p(p —a)(p—"b)(p—c) (Férmula de Herao).

A area do terreno, entdo, é a soma das areas desses tridngulos.

Vocé consegue imaginar por que os gregos antigos chamavam os gedbmetras

@ egipcios do seu tempo de “esticadores de corda”? Pense em como os
egipcios delimitavam os terrenos e os dividiam em tridngulos com os
recursos limitados que dispunham na época.

No mundo moderno, é possivel aproximar a area de um terreno usando
um GPS para marcar as coordenadas cartesianas dos vértices de um poligono
que delimita (ainda que de forma aproximada) o contorno do terreno. De
posse dessas coordenadas é possivel calcular as distdncias entre os pontos
(pelo teorema de Pitdgoras, como explicado no Mdédulo 11) e de posse dos
comprimentos dos lados dos tridngulos é possivel aplicar a férmula de Herao
para obter suas dreas. Mas, de posse das coordenadas dos vértices, ha outras
maneiras ainda mais eficientes de calcular a drea do poligono que fogem do
escopo deste médulo (por exemplo, usando matrizes). Em geral, esses calculos
sao efetuados por aplicativos cujo funcionamento interno é ignorado pelo usuario
final.

9.6 - Area de circulos

No que segue, vamos usar o método da exaustao, apresentado na Se¢ao 9.4,
para deduzir a féormula exata da area do circulo de raio r, para qualquer |
real positivo r. Basta inscrever neste circulo poligonos regulares com uma
quantidade arbitrariamente grande de lados. Como observamos anteriormente,
as areas desses poligonos se aproximam da area do circulo. Por outro lado, os
apétemas dos poligonos se aproximam do raio r do circulo e os perimetros dos
poligonos se aproximam da circunferéncia (ou seja do perimetro) do circulo.
Vamos chamar a circunferéncia de C. Assim, a area do poligono regular, que é
igual ao produto do apdétema pela metade de perimetro (como visto na se¢ao
anterior), se aproxima de rC/2. Pelo Método da Exaustao, a drea do circulo
é rC/2. Lembre-se de que C' = 27r. Substituindo isso na expressao anterior,
concluimos o seguinte.

Area de um circulo

A irea de um circulo de raio r é igual a 7r2.




Observe que o 1/9 da so-
lucdo do escriba é uma
constante, o que pode con-
fundir o leitor: vé-se aqui
(mais) um exemplo da im-
portancia da terminologia
e das notagoes na melhoria
da comunicagao.
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Figura 9.10: Papiro Rhind

Entre os 87 problemas do papiro Rhind, exposto no Museu Britanico, o de

nimero 50 fornece uma excelente aproximacao para o valor de m:

Problema 50: E dado um circulo de digmetro 9. Qual é a drea?

Solucgao do escriba que escreveu o papiro: Remova 1/9 do diamétro. O
que resta é 8. Multiplique 8 por 8. D4 64. Portanto a area do circulo é 64.
Cuidado: a area de tal circulo ndo é exatamente 64. O resultado obtido pelo
escriba é apenas aproximado.

Observe que o escriba nao substitui os dados do problema em uma férmula
algébrica para obter a sua resposta, pois a notacao algébrica, que faz uso de
letras para denotar quantidades varidveis, s6 foi criada muito tempo depois.
Por nao poder recorrer a algebra, o escriba escrevia suas receitas para calcular
areas, volumes, etc., sob forma de problemas. No caso do problema acima,
ficava subentendido para o leitor do papiro que para encontrar a drea de um
circulo qualquer ele deveria substituir o valor 9 do enunciado pelo diametro do
circulo desejado. Assim, o 9 do enunciado “funciona” como a varidvel D, que
representa o didmetro. Removendo 1/9 de D sobram 8D/9. Assim, o escriba
sugere que a area do circulo seria (8D/9)? = (64/81)D?. No exercicio que
segue comparamos essa formula com a férmula correta que foi apresentada na
secao passada.

Exercicio 9.1 Qual é o valor aproximado de m que o escriba emprega na
solucdo do problema 50 do papiro Rhind?

Solugdo. Como vimos, o escriba sugere a férmula: (64/81)D?. Lembre-se de
que D = 27, onde r é o raio do circulo. Logo, a férmula corresponde a

64 64 64 -4 256
—D*= —(2r)2 = ——r? = "—? = 3,1605 - %
81 TR T TR "

Como vimos na secio passada, a férmula correta para a area é 7r2. Logo,
é como se o escriba estivesse adotando o valor de 3,16 para 7. Isso ndo é nada
mal para um calculo realizado mais de 3660 anos atras, pois hoje sabemos que
o valor de 7 é aproximadamente 3,14. Assim, a férmula do escriba resulta em
uma area um pouco maior do que a verdadeira. |

Exercicio 9.2 Qual é o erro (medido como percentual da drea) que o escriba
comete na solucao do problema 507

Solugao. A area de um circulo de didmetro 9, ou seja, raio 9/2, é igual
7r? =m-(9/2)? = 817/4. Com auxilio de uma calculadora, obtemos que tal
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area é aproximadamente 63,617, enquanto que o valor obtido pelo escriba foi
64. Temos, entao, um erro de menos de 0,39 sobre 64, ou seja, de cerca de
0,6 %. |

Dentre as hip6teses ventiladas (isso mesmo, hipdteses sdo ventiladas) para
explicar como egipcios obtiveram a estimativa de m do problema 50 do papiro
de Rhind, uma é especialmente interessante por implicar que os escribas do
Egito Antigo faziam uso de uma forma rudimentar do Método da Exaustao
antes mesmo de sua formalizacdo pelos mateméaticos gregos.

—

S —

Figura 9.11: ladrilho egipcio.

Sabe-se que os egipcios usavam malhas quadriculadas (como os nossos
azulejos e ladrilhos) para decorar as paredes de suas construgoes. Como nés,
eles pintavam ou desenhavam partes de figuras em quadrados e, assim, a figura
completa s6 era vista quando os quadrados eram colocados em seus lugares.
Circulos eram frequentemente representados na arte egipcia. A Figura 9.11
mostra uma possivel representacao de tal circulo em um ladrilho, usando 9
quadradinhos para compor a figura. Um escriba curioso poderia ter desenhado
0 octégono da figura acima tracando diagonais nos quadrados dos cantos.
Temos que tomar cuidado, pois este octégono nao é regular (os lados possuem
duas medidas diferentes).

Observe (“no olho”) que a parte do octégono em excesso, ou seja, a regiao
que esta fora do circulo mas dentro do octégono é apenas um pouco menor
do que a area que “falta” (ou seja, que estd fora do octégono mas dentro do
circulo). Concluimos que a drea do octégono é apenas um pouco menor que a
do circulo.

Figura 9.12: Ilustracdo do papiro Rhind.

Admitindo o fato acima, o préximo passo é encontrar a area do octégono.
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Figura 9.13: aproximando a area do circulo da Figura 9.11.

Na Figura 9.13, refinamos a malha 3 x 3 dos ladrilhos da Figura 9.11, em
uma malha 9 x 9, com um total de 81 quadradinhos de mesma area. Marcamos
de azul os quadradinhos que estdo dentro do octégono e de amarelo os que
estao fora. Veja que alguns lados do octégono dividem alguns dos quadradinhos
em triangulos pequenos.

Agora, verifique que a area dos quadradinhos amarelos na figura da esquerda
equivale a 18 quadradinhos (aqui, contamos cada tridngulo pequeno como meio
quadradinho). Sobram, entdo, 81 — 18 = 63 quadradinhos azuis dentro do
octégono. Considerando apenas niimeros inteiros, o quadrado perfeito mais
préximo de 63 é 64 = 82. Lembrando que a area do circulo é um pouco maior
do que a do octégono, 64 quadradinhos é uma boa aproximagdo para a area do
circulo. A figura da direita ilustra, dentro do quadrado original, o quadrado
(azul) formado por esses 64 quadradinhos; sua area corresponde a 64/81 da &rea
do quadrado maior. Por sua vez, o quadrado maior possui lado de comprimento
igual ao didmetro D do circulo, logo, sua area é D?. Assim, a rea do circulo é
aproximadamente 6402 /81, ou seja, (8D/9)?, como indicado pelo escriba.

9.8 - Leitura: o Principio de Cavalieri

O Principio de Cavalieri pode ser aplicado para obter a area de diversas figuras
planas, mesmo que irregulares, a partir de simetrizacoes dessas figuras.'

Vamos usa-lo para dar uma justificativa alternativa para a formula da area
de um tridngulo qualquer, transformando o em um tridngulo isésceles (ou seja,
que possui dois lados de mesma medida).

Figura 9.14: pilhas de moedas com o mesmo volume.

!Existe também um enunciado equivalente para sélidos no espaco, mas o célculo de
volumes é assunto para aulas futuras.
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A Figura 9.14 mostra duas pilhas de moedas iguais com a mesma altura.
Logo, o volume das duas pilhas é igual (podemos até imaginar que se trata da
mesma pilha de moedas, antes e depois de ser mexida pelo fotégrafo).

Considere agora um tridngulo qualquer ABC', desenhado com o lado BC
na horizontal. Podemos imaginar esse tridngulo como a unido de infinitos
segmentos paralelos a BC'.

A A’
B C B C

Figura 9.15: tridngulos de mesma base e altura.

Desloque cada um desses segmentos para a direita, paralelamente a base
BC, supondo que tal deslocamento seja proporcional & distdncia do segmento
até a base do tridngulo ABC'. Ao fim desse processo, vamos obter um triangulo
A’BC' de mesma base e altura que o tridngulo ABC, como podemos ver na
Figura 9.15, mas agora isésceles. Como vemos um tridngulo como um conjunto
de segmentos paralelos & sua base, enxergamos os tridngulos ABC e A'BC
como o mesmo conjunto de segmentos em disposices distintas. Em analogia
com as pilhas de moedas, esses dois tridngulos deverdao ter a mesma &area
(nesse caso, a area indica um tipo de soma ponderada pelo comprimento dos
segmentos de cada tridngulo, da mesma forma que o volume da pilha nos da
a quantidade de moedas). Agora, a drea de um tridngulo isésceles pode ser
facilmente calculada pelo método de composicao e recomposicdo: a altura
relativa a base o divide em dois tridngulos de mesma area que podem ser
remontados em um retdngulo (tente desenhar e fazer o recorte), com altura
igual a do tridngulo e com base igual a metade da base do tridngulo. Isso,
mostra que a area do tridngulo é igual a metade do produto da base pela altura.
Pergunta sincera: Que tal esse argumento? Ele lhe convenceu?

Certamente ndo provamos rigorosamente que os dois tridngulos acima tém
a mesma area. (Demonstragoes matematicas formais deste fato, mas requerem
o uso do calculo diferencial, estudado no Ensino Superior). O que fizemos foi
apresentar evidéncias de que tal acontece, recorrendo a uma analogia. Por
hora, o mais importante é que na figura enxergamos dois tridngulos com a
mesma, area, se tivemos antes a visao preparada pelas pilhas de moedas. Esse
tipo de abordagem facilita a compreensao dos resultados. A férmula de area,
que antes era deduzida de outros resultados, passa a também ser intuida, ou
seja, assimilada como um fato, a partir da comparacao das Figuras 9.14 e 9.15.

Principio de Cavalieri para figuras planas

Sejam F; e Fy duas figuras planas contidas na regido entre duas retas
paralelas r1 e ro. Se toda reta paralela a 1 e ro e que intersecta uma das
figuras planas, F; ou Fb, intersectar as duas figuras planas F; e F5 em
segmentos de mesmo comprimento, entao as areas de Fj e Fy sao iguais.




Trata-se de um principio porque foi tido, a sua época, como suficiente-
@ mente evidente para ser admitido sem demonstracao. Ele é atribuido ao
religioso italiano Bonaventura Cavalieri, discipulo de Galileu Galilei, que
no seu tratado Geometria indivisibilibus continuorum nova quadam rati-

one promota apresentava o principio que levou seu nome como parte de
um assim chamado método de indivisiveis para calcular areas e volumes.

O Principio de Cavalieri ja era conhecido muito antes do nascimento
do matematico que lhe deu nome. Arquimedes, por exemplo, dele fez
uso para calcular o volume de uma esfera a partir dos volumes de um
cone e de um cilindro. Supostos o Principio de Cavalieri e os resultados
de semelhanga de tridngulos (que implicam que retas paralelas as bases
dos triangulos ABC e A’BC da Figura 9.15 cortam esses tridngulos
em segmentos de mesmo comprimento), pode-se provar rigorosamente
que os tridngulos ABC e A’BC tém a mesma drea como uma aplica¢ao
imediata do Principio de Cavalieri.

9.9 — Exercicios Resolvidos

Exercicio 9.3 Determine o valor da &rea do paralelogramo de base b e
altura h.

D C
]
]

/: % /
]
I

A b B

Solugao. Ha trés solugoes naturais. (i) Podemos transformar o paralelogramo
em um retangulo com a mesma base e altura recortando e remontando o
paralelogramo. (ii) Podemos triangularizar o paralelogramo, cortando-o por
sua diagonal em dois tridngulos congruentes. (iii) Podemos usar o Principio de
Cavalieri para obter um retangulo de mesma base e altura que o paralelogramo.

Seguindo a segunda sugestao, tracamos a diagonal do paralelogramo que
estd entre os vértices A e C' (veja Figura 9.10)

D C

A b B

Figura 9.16: um paralelogramo de base b e altura h.

Observe que os tridngulos ABC' e ADC sao congruentes, logo tém a mesma
area. A drea do tridngulo ABC (a metade do produto de sua base por sua
altura) é dada por bh/2. Logo a area do paralelogramo, que é a soma das reas
dos triangulos ABC e ACD, é o produto bh. [ ]

I Exercicio 9.4 Qual é a férmula da drea do trapézio. Justifique sua resposta.
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Figura 9.17: um trapézio isosceles de base menor b e base maior b + 2c.

Solugao. Uma solugdo diferente das convencionais é obter de inicio apenas a
formula da drea do trapézio isésceles, desmontando-o e remontando-o em um
retdngulo de mesma altura e cuja base é igual a média dos comprimentos dos
lados paralelos do trapézio. Na Figura 9.17, partindo do trapézio ABCD, o
retangulo obtido é BEDF'. Veja que ele possui a mesma altura (DF), e temos
que DE =b+c= (AB + CD)/2. Logo, sua drea é

AB+CD DF — (base maior + base menor) - altura

2 2

Se o trapézio nao for isdsceles, aplica-se o Principio de Cavalieri com um
trapézio isésceles com as mesmas bases menor e maior e altura, concluindo-se
que a mesma férmula vale.

Outra solucdo, mais classica, também envolve composicao e decomposicao
de figuras mas aplicada diretamente a qualquer trapézio, como na Figura 9.18.

=m — b } n | b — m—4+—n—

Figura 9.18: Decomposi¢ao do trapézio em um retdngulo e um tridngulo

O trapézio é cortado nas duas linhas verticais e remontado em um retangulo
e um tridngulo, conforme a figura. A area do trapézio a esquerda, entao, é a
soma das areas do retangulo e do triangulo. A area do retdngulo é bh e a do
tridngulo é (m + n)h/2. Logo,

h 2b h
(drea do trapézio) = bh + (m -; n) = (2b+ 1721 +n) .
Como a soma das medidas das bases do trapézio é igual a (m + b+ n) + b, ou

seja, 2b + m + n, obtivemos a mesma férmula da solucdo anterior. |

Exercicio 9.5 Um hexdgono regular tem 8 cm de lado. Determine a area
desse hexagono.

Solugao. Uma solugdo seria utilizar a formula apresentada no Exemplo 6:
apétema vezes o semiperimetro. O semiperimetro de um poligono regular é o
a metade da medida do lado multiplicada pelo ntimero de lados. J& o apdtema,
em qualquer poligono regular, pode ser calculado a partir do lado aplicando-se
resultados de trigonometria, pois basta calcular a altura de tridngulo isosceles
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do qual se conhece a base e os angulos (que podem ser obtidos facilmente).
No caso do hexagono, isso é mais simples, pois os tridngulos em questao sdo
equilateros (como veremos abaixo). E a altura de um tridngulo equilatero pode
ser calculada apenas com o teorema de Pitadgoras, de modo que o leitor nao
precisa saber trigonometria. Sugerimos que o leitor tente resolver o problema
dessa forma.

Apresentamos aqui, uma solucao alternativa, que faz uso da direto da for-
mula de Herdo. Os segmentos que ligam o centro do hexdgono aos seus vértices
o dividem em 6 tridngulos, como podemos ver na Figura 9.19. Afirmamos que
esses tridngulos sdo equilateros.

_-Sem- -

Figura 9.19

De fato, em cada triangulo, o angulo central, que é oposto a um dos lados do
hexdgono, mede 360°/6 = 60°. Os dois outros dngulos possuem medidas iguais,
digamos « (como na figura), pois s@o opostos a raios do circulo circunscrito
(que contém o hexdgono). A soma dos dngulos internos de qualquer tridngulo
é 180°, logo 2 + 60° = 180°, logo o = 60°. Assim, os trés dngulos sdo iguais
a 60° e o tridngulo é equildtero. Logo, cada um de seus lados mede 8 cm (o
mesmo que o lado do hexdgono).

Por sua vez, o semi-perimetro de cada tridngulo é p = % = 12cm (ndo
confundir com o semi-perimetro do hexagono). Aplicando a férmula de Herao
para calcular a area de um desses triangulos e multiplicando o resultado por 6
(que é a quantidade de tridngulos), temos que a drea do hexagono é:

6\/p(p—8)(p—8)(p—8) = 96v/3cm?. [ |

Exercicio 9.6 (UFPE) A area do trapézio (figura abaixo) é igual a:
86. 4

116. 17
(e) 126. 10

25

Solugao. Alternativa correta: letra d.
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Para resolver esse problema efetuamos uma construgao auxiliar tracando
pelo vértice esquerdo da base superior do trapézio uma paralela ao lado direito
desse quadrilatero, como indicado na Figura 9.20. Ela divide o trapézio em um
triangulo de lados a = 21, b = 17 e ¢ = 10 um paralelogramo de lados medindo
4 e 10.

21 4

Figura 9.20

O perimetro do tridngulo é 21 + 10 + 17 = 48. Logo, seu semiperimetro é
p = 24. Calculamos a drea A; do tridngulo aplicando a férmula de Herdo pela

qual Ay = /p(p —a)(p — b)(p — ¢). Assim,

A= /2424 - 21)(24 — 17)(24 — 10) = V2 x 2 x T2 =22 x 3 x T,

ou seja, A; = 84. Conhecida sua area Ay, calculamos a altura h do tridngulo,
com uma aplica¢do da férmula usual da drea do tridngulo. Assim, uma vez que
Ay = 21h/2 (metade do produto da base do tridngulo pela sua altura), entao
h = 2A;/21. Substituindo o valor de A; nessa ultima expressao, encontramos
h =38.

Observe que h é também a altura do paralelogramo que, com o tridngulo,
forma o trapézio da Figura 9.20. A 4rea A, do paralelogramo é o produto de
sua base (4) pela sua altura (8). Assim, A, = 32.

A area do trapézio é a soma das areas do triangulo e do paralelogramo
calculadas acima, portanto é igual a 84 + 32 = 116. |

9.10 - Exercicios Propostos

Exercicio 9.7 Calcule a drea de um paralelogramo que tem 2,4 cm de base e
1,3 cm de altura.

Exercicio 9.8 Um trapézio tem a base menor medindo 4 cm, a base maior
medindo 6 cm e a altura medindo 20 cm. Qual é a area deste trapézio?

Exercicio 9.9 Qual é a area de um tridngulo que tem base igual a 12cm e
altura igual a 8,5cm?
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Exercicio 9.10 Em um trapézio de bases 14 cm e 20 cm, a altura mede 6 cm.
Qual é a area do trapézio?

Exercicio 9.11 Calcule a drea de um losango, sabendo que suas diagonais
medem 32 cm e 24 cm.

Exercicio 9.12 Calcule a drea de uma circunferéncia de didmetro igual a
50 cm.

Exercicio 9.13 Mauricio fez um cartaz retangular com area total 1920 cm?.
Sabendo-se que um dos lados do quadrado mede 32 cm, qual a medida, em
cm, do outro lado?

Exercicio 9.14 Sr. Carlos decidiu fazer uma reforma em sua sala de reunioes.
Para isto resolveu cobrir de carpete uma area retangular de dimensoes 4,5 m
por 5,5m. Sabendo-se que o metro quadrado de carpete custa R$ 17,00,
quanto Sr. Carlos gastard com essa reforma?

240 por 45 metros. Sabendo que em cada 2m? havia, em média, 7 pessoas,
quantas pessoas havia no festival?

Exercicio 9.16 (IFSP - 2016) Uma praga publica em forma de circunferéncia
tem raio de 18 metros. Diante do exposto, assinale a alternativa que
apresenta sua area em metros quadrados. Tome 7w = 3,14.

(a) 1.017,36.
(b) 1.254,98.
(c) 1.589,77.
(d) 1.698,44.
(e) 1.710,34.

| Exercicio 9.15 (PUC RIO — 2008) Um festival foi realizado num campo de




Exercicio 9.17 Observe na figura a planta do apartamento de Jonas. Qual é
a area do quarto desse apartamento? E a da drea de servigo?

5m 3m
Area' de WC
Servigo
5m Sala
Cozinha Quarto 3,5m
10m

Exercicio 9.18 (SAERJ) A figura abaixo representa um pétio em forma
de trapézio. Para pavimentar esse patio, quantos metros quadrados de
cerdmica sdo necessarios?

(a) 11. 2m
(b) 14. -
(c) 16.
(d) 20. m
(e) 22. u
5m

Exercicio 9.19 (MACK-SP) Uma escola de Educagido Artistica tem seus
canteiros em forma geométrica. Um deles é em formato do trapézio retangulo,
com as medidas indicadas na figura abaixo. Calcule a area desse canteiro.

A 5m B

O

O

D 8m C

Exercicio 9.20 Andreia pretende cobrir a capa de seu caderno, reproduzido
na figura, com uma folha de papel colorida. Qual é a drea do papel colorido
necessario para cobrir exatamente a capa do caderno?

27 cm
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Exercicio 9.21 (PUC-RJ) A 4rea de um tridngulo retdngulo é 30 cm?. Sa-
bendo que um dos catetos desse tridangulo mede 5cm, qual é a medida de
sua hipotenusa?

Exercicio 9.22 (Avalie Bahia 2013) O desenho na figura representa a planta
do salao de festas de um prédio. A medida da area, em metros quadrados,
desse saldao de festas é igual a

3m

(b) 27. T O

(a) 22
)
(c) 31.
(d) 51.
(e) 81. 9m 6 m
L]
4m
1 [

Exercicio 9.23 (SARESP-2011) Um pedreiro usou 2000 azulejos quadrados
e iguais para revestir 45m? de parede. Qual é a medida, em cm, do lado de
cada azulejo?

Qo T o
S e N N N

(
(
(
(
(e

D = = =
©S s 2

Exercicio 9.24 (SAEGO 2017) O desenho na figura é formado por dois
circulos concéntricos. Qual é a medida da area da parte colorida de cinza?




Exercicio 9.25 A 4rea do trapézio da figura é 48 m?. Entdo sua base AB

mede:
(a) 4m. p___* ¢
(b) 6m.
(c) 8m.
(d) 10m.
(e) 12m. ol

A B

|--— X+4——-|

Exercicio 9.26 (Fac. Cultura Inglesa SP/2015) Uma pessoa possui um quarto
retangular com 5 metros de largura por 6 metros de comprimento e quer
utilizar parte da drea do quarto para fazer um closet (pequeno cémodo
usado como quarto de vestir), também retangular conforme mostra a figura.
Sabendo que y corresponde a 1/4 do comprimento do quarto, para que
a area do closet seja de 4,5m?, a largura x, em metros, deverd ser de:

y
(a) 2,0
(b) 2,5
(c) 3,0. x closet
(d) 3,9. 5m
(e) 4,0.
fora de escala

6m

Exercicio 9.27 (Enem - 2015) Uma empresa de telefonia celular possui duas
antenas que serdao substituidas por uma nova, mais potente. As areas de
cobertura das antenas que serao substituidas sdo circulos de raio 2 km, cujas
circunferéncias se tangenciam no ponto O, como mostra a figura a segui. O
ponto O indica a posigdo da nova antena, e sua regido de cobertura serd um
circulo cuja circunferéncia tangenciard externamente as circunferéncias das
areas de cobertura menores. Com a instalacdo da nova antena, a medida da
area de cobertura, em quildometros quadrados, foi ampliada em

8. RS -

12 7. - —~_—> Area de cobertura
Nova antena

(a)
(b)
(c) 16.
(d) 32.
(e) 647.

Area de cobertura O Area de cobertura
Antena 1 Antena 2
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Exercicio 9.28 Uma empresa pretende ladrilhar o pétio retangular de sua
linha de producao, que possui 16 metros de largura e 22 metros de compri-
mento. Os ladrilhos utilizados sdo quadrados com 32 centimetros de lado.
Calcule o ntimero aproximado de ladrilhos necessarios para pavimentar o
patio.

Exercicio 9.29 (UCSal-BA) No centro de uma praga circular, de 90 metros
de raio, foi montado um tablado, também circular e com 12 metros de
raio, no qual realizou-se um espetaculo musical. Considerando que todas as
pessoas que foram ao espetdculo restringiram-se a faixa da praca exterior
ao tablado, que teve uma ocupagdao média de 4 pessoas por metro quadrado,
quantas pessoas estiveram presentes a esse espetaculo? (Use m = 3.)

bendo que EP é o raio da semicircunferéncia de centro em E. Determine o
valor da drea mais escura e assinale a op¢ao correta. (Considere m = 3.)

P

3cm

B C

Exercicio 9.31 (Enem — 2016) Um senhor, pai de dois filhos, deseja comprar
dois terrenos, com dreas de mesma medida, um para cada filho. Um dos
terrenos visitados ja estd demarcado e, embora nao tenha um formato
convencional (como se observa na figura, a direita), agradou ao filho mais
velho e, por isso, foi comprado. O filho mais novo possui um projeto
arquitetonico de uma casa que quer construir, mas, para isso, precisa de
um terreno na forma retangular (como mostrado na figura, & esquerda)
cujo comprimento seja 7 metros maior do que a largura. Para satisfazer o
filho mais novo, esse senhor precisa encontrar um terreno retangular cujas
medidas, em metro, do comprimento e da largura sejam iguais a quanto?

‘ Exercicio 9.30 (Aprendiz de Marinheiro — 2016(adaptada)) Na figura, sa-
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(a) 7,5e 14,5. A Qg O
(b) 9,0 e 16,0. 4
(c) 9,3 e16,3. - &%
(d) 10,0 e 17,0. ¥ . &
(e) 13,5 e 20,5. 8 o
YO ] L Z :| - %&
L 15m

Exercicio 9.32 (IFSC/2015) Um campo de futebol tem o formato de um
retdngulo de comprimento (2z + 20) metros e largura (z + 45) metros,
conforme a figura ao lado. Sabendo que a area desse campo é de 8500
metros quadrados, assinale a alternativa que indica corretamente a medida
do raio do circulo central:

(a) 10m.
Qe L

(e) 30m. 32,5 m/ \32,5 m
U

Exercicio 9.33 (Enem — 2015) O Esquema I mostra a configuracido de
uma quadra de basquete. Os trapézios em cinza, chamados de garrafoes,
correspondem a dreas restritivas. Visando atender as orienta¢oes do Comité
Central da Federagao Internacional de Basquete (FIBA) em 2010, que
unificou as marcagoes das diferentes ligas, foi prevista uma modificacao
nos garrafoes das quadras, que passariam a ser retangulos, como mostra o
Esquema II. Apés executadas as modificagoes previstas, houve uma alteragao
na area ocupada por cada garrafdo, que corresponde a um(a):

(a) aumento de 5800 cm?.

(b) aumento de 75.400 cm?.

(c) aumento de 214.600 cm?.
(d) diminuicdo de 63.800 cm?.
(e) diminuicdo de 272.600 cm?.
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Esquema I: area restritiva antes de 2010
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580 cm 580 cm

Esquema lI: drea restritiva a partir de 2010

Exercicio 9.34 A figura a seguir é composta de tridngulos equildteros de
lado 3 unidades. Dentre as op¢bes abaixo, qual aproxima melhor a area
total da figura em centimetros quadrados.

(a) 14,4
(b) 15,6.
(c) 16,5.
(d) 17,2
(e) 20,0
oﬁ
h=2,6m \//
1

Exercicio 9.35 (FGV) Na figura, AD = CB, AB = 6cm, AD = 4cm e os
angulos internos de vértices A e B tém as medidas indicadas. A area do
quadrildtero ABCD, em centimetros quadrados, é:

(a) V3. D C

(b) 2V/3.

(c) 4v/3.

(d) 6/3.

(e) 8v/3. o 60° 60°N, B

6 cm




Exercicio 9.36 (UFSC - 2011) Um ciclista costuma dar 30 voltas completas
por dia no quarteirdo quadrado onde mora, cuja area é de 102.400 m?. Entao,
a distancia que ele pedala por dia é de

(a) 19.200 metros.
(b) 9.600 metros.
(c) 38.400 metros.
(d) 10.240 metros.
(e) 320 metros.

Exercicio 9.37 (OBMEP 2014) A figura abaixo é formada por dois quadrados,
um de lado 8 cm e outro de lado 6 cm. Qual é a area da regido cinza em
centimetros quadrados?

Exercicio 9.38 Uma administragdo municipal encomendou a pintura de
dez placas de sinalizacdo para colocar em seu patio de estacionamento. O
profissional contratado para o servico inicial pintara o fundo de dez placas e
cobrard um valor de acordo com a area total dessas placas. O formato de
cada placa é um circulo de didmetro d = 40 cm, que tangencia lados de um
retangulo, sendo que o comprimento total da placa é h = 60 cm, conforme
ilustrado na figura. Use 3,14 como aproximagao para w. Qual é a soma das
medidas das areas, em centimetros quadrados, das dez placas?

(a) 16628. d
(b) 22 280.
(c) 28560.
(d) 41120.
A
(e) 66 240. h
ESTACIONAR 1

Exercicio 9.39 (Cefet/RJ — 2017) Um quadrado de lado = e um tridngulo
equildtero de lado y possuem &dreas de mesma medida. Assim, pode-se
afirmar que a razao x/y é igual a:
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Exercicio 9.40 (ENEM 2019) Em um condominio, uma drea pavimentada,
que tem a forma de um circulo com didmetro medindo 6 m, é cercada por
grama. A administracdo do condominio deseja ampliar essa drea, mantendo
seu formato circular, e aumentando, em 8 metros, o didmetro dessa regido,
mantendo o revestimento da parte ja existente. O condominio dispoe, em
estoque, de material suficiente para pavimentar mais 100m? de drea. O
sindico do condominio ird avaliar se esse material disponivel seréd suficiente
para pavimentar a regido a ser ampliada. Utilize 3 como aproximacao para 7.
A conclusio correta a que o sindico devera chegar, considerando a nova area
a ser pavimentada, é a de que o material disponivel em estoque

(a) serd suficiente, pois a drea da nova regiao a ser pavimentada mede
21 m?.

(b) sera suficiente, pois a drea da nova regiao a ser pavimentada mede
24 m?.

(c) sera suficiente, pois a drea da nova regido a ser pavimentada mede
48 m?.

(d) nao serd suficiente, pois a drea da nova regiao a ser pavimentada mede
108 m?

(e) néo sera suficiente, pois a drea da nova regido a ser pavimentada mede
120m?.

Exercicio 9.41 A 4rea quadrada de um sitio deve ser dividida em quatro
partes iguais, também quadradas, e, em uma delas, deverd ser mantida uma
reserva de mata nativa (drea hachurada), conforme mostra a Figura 9.21.
Sabendo-se que B é o ponto médio do segmento AE e C' é o ponto médio
do segmento FF. Quanto mede drea hachurada, em metros quadrados?

50 metros

50 metros

Figura 9.21
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7 as 4reas em cinza nos hexdagonos regulares iguais A, B e C, respectivamente,
na figura abaixo. Qual das afirmacoes a seguir é verdadeira?

) o &

A

I
NN

SN N

(54

— —~
o T

S N N N N
RN S|

=S NN

e

/\a/‘\
B b b b
|

(@)

reas sao diferentes.

>

tr

Exercicio 9.42 (CANGURU DA MATEMATICA -~ 2018) Chamamos X, Y e
S

Exercicio 9.43 (UFPE 96) Num circulo, inscreve-se um quadrado de lado
7cm. Sobre cada lado do quadrado, considera-se a semicircunferéncia
exterior ao quadrado com centro no ponto médio do lado e raio 3,5 cm, como
na figura a seguir. Calcule a area da regido sombreada.

i

N

Exercicio 9.44 (OBMEP-2006) Na figura, os cinco quadrados sdo iguais e os
vértices do poligono sombreado sdo pontos médios dos lados dos quadrados.
Se a area de cada quadrado é 1cm?, qual é a area do poligono sombreado
em centimetros quadrados?

(a) 2,0.
25.
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Exercicio 9.45 (ENEM 2010 - adaptada) Em canteiros de obras de constru-
cao civil é comum perceber trabalhadores realizando medidas de compri-
mento e de angulos e fazendo demarcacgoes por onde a obra deve comegar
ou se erguer. Em um desses canteiros, mostrado na figura, foram feitas
algumas marcas no chao plano. Foi possivel perceber que, das seis estacas
colocadas, trés eram vértices de um tridngulo retangulo e as outras trés
eram os pontos médios dos lados desse tridngulo, foram indicadas por letras.

B

A N c

A regido demarcada pelas estacas A, B, M e N deveria ser calcada com
concreto. Assinale a alternativa correta.

(a) a area a ser calgada corresponde a mesma area do tridngulo AMC.

(b) a area a ser calgada corresponde & mesma area do tridngulo BNC.

(c) a drea a ser calgada corresponde a metade da area formada pelo
tridngulo ABC.

(d) a érea a ser calgada corresponde ao dobro da area do tridngulo M NC.

(e) a drea a ser calgada corresponde ao triplo da drea do tridangulo M NC.

Exercicio 9.46 (UNESP) Uma casa tem um comodo retangular de 5 metros
de comprimento por 4 metros de largura e 3 metros de altura. O cémodo
tem uma porta de 0,9 metro de largura por 2 metros de altura e uma janela
de 1,8 metro de largura por 1 metro de altura. Pretende-se pintar suas
paredes e o teto. A porta e a janela nao serdo pintadas. A tinta escolhida
pode ser comprada em latas com trés quantidades distintas: 1 litro, ao
custo de R$12,00; 5 litros, ao custo de R$ 50,00 e 15 litros ao custo de
R$ 140,00. Sabendo-se que o rendimento da tinta é de 1 litro para cada 6
metros quadrados, o menor custo possivel é de




Exercicio 9.47 (CANGURU DA MATEMATICA — 2017) Seis perpendicula-
res foram desenhadas a partir dos pontos médios dos lados de um tridngulo
equilatero, conforme mostrado na figura. Que fracao da area do tridngulo é
a area do hexdagono cinzento delimitado por essas perpendiculares?
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