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1 Operacoes com Fracoes

1.1 - Adicdao e subtracao ()

Iniciamos o nosso roteiro com um problema simples cuja solucdo se resume a uma adicdo de fracoes.

Problema 1 Fernando percorreu 13—0 do percurso total previsto para uma viagem de automével na

primeira hora. Na segunda hora, ele percorreu mais 1% do percurso. Qual a fracdo do percurso total
que foi percorrida nas duas primeiras horas de viagem?
& Solucdo. Na reta numérica abaixo, o segmento OP representa o percurso total previsto para a
viagem. Esse segmento foi dividido em 10 partes iguais, portanto, cada uma dessas partes representa %
do percurso. O segmento OA corresponde ao trecho que foi percorrido na primeira hora da viagem e o
segmento AB corresponde ao trecho percorrido na segunda hora. Assim, o segmento OB corresponde
ao que foi percorrido nas duas primeiras horas.

O A B P
0 3 s 10
10 10 10
Assim, temos
3 n 5 8
10 10 10’
ou seja, foram percorridos 1% do percurso total nas duas primeiras horas da viagem. |

Outro modo de interpretar a adigdo % + % é o seguinte.

Exercicio 1.1 Os irmaos Alex e Bruno ganharam uma barra de chocolate de seu pai. Alex comeu %

da barra e Bruno comeu % da barra. Que fracdo da barra os dois comeram juntos?

>+ Solucdo. Observe as barras na figura, divididas em 10 partes iguais, representando as fracdes

comidas pelos irmaos.

BN [ [ [ [ J=i—ame

— Bruno

Q

I
Bler

I
Bl

5 _ 8
+15 =10 — Alex e Bruno

Na barra de cima, estdo pintadas 3 das 10 partes, representando os 13—0 da barra comidos por Alex. Na
barra do meio, estao pintadas 5 das 10 partes, representando os % da barra comidos por Bruno. Na
barra de baixo, juntamos as partes comidas por Alex e Bruno, totalizando 8 das 10 partes da barra.

Portanto,
3 5 3+5 8

010" 10 10

2 da barra de chocolate. [ |

ou seja, Alex e Bruno comeram, juntos, {j

De modo geral, quando as fragoes tém um mesmo denominador, procedemos do seguinte modo para
somé-las.
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Adigao de fragbes com um mesmo denominador: a soma de duas fragdes que tém um mesmo
denominador é a fragao cujo numerador é a soma dos numeradores das duas fragoes e cujo denominador
é o denominador comum das duas fragoes.

Agora, considere o problema

Problema 2 Nando percorreu % do trajeto da sua casa até a escola, quando percebeu que tinha
esquecido o livro de matematica em casa. Voltou % desse mesmo trajeto, quando encontrou com
0 seu pai, que ja tinha percebido o esquecimento e resolveu ir até a escola entregar o livro ao filho.
Que fracao do trajeto da casa de Nando até a escola o pai ja tinha percorrido, quando os dois se
encontraram?

~» Solucdo. Na reta numérica abaixo, o segmento OP representa o trajeto completo da casa de Nando

até a escola. Esse segmento foi dividido em 10 partes iguais, logo, cada uma dessas partes representa %0
do trajeto. O ponto A representa o ponto onde Nando notou que tinha esquecido o livro, ou seja, o
segmento O A corresponde ao trecho que Nando percorreu até o ponto onde percebeu o esquecimento do
livro, que corresponde 1—70 do trajeto de sua casa a escola.

S

0
0

SRE IS
s+

O ponto B representa o ponto de encontro de Nando com o seu pai, ou seja, o segmento AB corresponde
ao trecho que Nando percorreu de volta: 13—0 do percurso total, desde o ponto onde notou o esquecimento,
até o encontro com o seu pai.

0
0

g+ v

s 1
SNE S

Assim,
7 3 7-3 4=2 2

10 10 10 10=2 5

ou seja, o encontro entre Nando e seu pai aconteceu quando o pai tinha percorrido % do trajeto de casa
até a escola. |

Veja também o seguinte exercicio.

Exercicio 1.2 Os irméos Alex e Bruno ganharam uma barra de chocolate de seu pai. Alex e Bruno
comeram, juntos, % da barra. Se % é a fracdo da barra comida por Alex, que fragdo corresponde a
parte comida por Bruno?

.
% \

2 Solucdo. Observe a figura abaixo, onde estdo representadas a barra dividida em 9 partes iguais, a
fragdo comida em conjunto pelos dois irméaos e a fracdo comida por Alex.

—— Alex e Bruno

I
NelEN|

— Alex

|
Ol

Ol

= g — Bruno

i

Na barra de cima, estao pintadas 7 das 9 partes, representado os g da barra que foram comidos pelos
dois irmaos juntos. Na barra do meio, estao pintadas 4 das 9 partes, representando os % da barra
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comidos por Alex (sozinho). Na barra de baixo, subtraimos a parte comida por Alex (sozinho), da parte
comida pelos dois irméos juntos, mostrando que Bruno comeu 3 das 9 partes. Desse modo,

T4 B
5 .

5 = =

Podemos, ainda, simplificar a fracio g, dividindo numerador e denominador por 3:

Assim, Bruno comeu, sozinho, % da barra. A proxima figura traz uma representacao geométrica para a
simplificagdo acima. Antes de prosseguir, certifique-se de que vocé a entendeu (lembre da equivaléncia
de fragoes que estudamos anteriormente).

©olw

Il
[SSI

De modo anélogo ao que foi feito no caso da adigdo, quando as fragoes tém um mesmo denominador,
procedemos do seguinte modo para subtrai-las.

Subtracao de fragées com um mesmo denominador: a diferenca entre duas fragoes que tém um
mesmo denominador é a fragdo cujo numerador é a diferenga entre os numeradores das duas fragoes e
cujo denominador é o denominador comum das duas fragoes.

Os préximos exercicios trazem situagoes de adicido e subtraciao de fracdes que ndo possuem um
mesmo denominador.

Exercicio 1.3 Paulo contratou Jodo para pintar o muro de sua propriedade. Jodao pintou % do muro

no primeiro dia de trabalho. No segundo dia, como teve de sair mais cedo para levar seu filho ao

médico, Jodo pintou apenas % do muro. Que fragdo do muro Jodo pintou nos dois primeiros dias de
trabalho?

<«

> Solucdo. Representando o muro por uma barra, dividindo essa barra em 2 partes iguais e tomando

1 delas, obtemos uma representagao da fracao %, que é exatamente a por¢do do muro que foi pintada no
primeiro dia de trabalho.

Dividindo essa mesma barra em 6 partes iguais e tomando 1 dessas partes, obtemos uma representagao
da fragéao %, exatamente a parte do muro pintada no segundo dia.

Agora, precisamos calcular a soma % + % para obter a fragdo do muro pintada nos dois primeiros dias.

N[

Il
=

=1
-2

I
ol

-
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Como essas fragdes ndo tém um mesmo denominador, a ideia é encontrar fragbes equivalentes a cada
uma delas, as quais possuam um mesmo denominador, como fizemos anteriormente. Depois, soma-se
as fracoes equivalentes e simplifica-se o resultado. Para isso, vamos dividir cada metade da barra de
cima, representando a fragao %, em 3 partes iguais. Assim, de acordo com a préxima figura, a barra
ficard dividida em 6 partes. A parte destacada maior corresponde a trés dessas partes, ou seja, pode ser

representada pela fracao %.

I
[N
\
Dl

Il
ol
+
D=
Il
SN

Portanto,
11 3 1 4 4=+=2 2

2+6_6+6_6_6+2_y
ou seja, Joao plntou 2 do muro nos dois primeiros dias.
(]

Observacdo 1.1 — Nota ao(a) professor(a). Um erro muito comum que é cometido quando os alunos
tentam somar duas fracoes é o de somar os seus numeradores e denominadores. Por exemplo, eles

calculam a soma % T % do seguinte modo:

5 4 5+4 9

279 1219 a1
Talvez os alunos cometam esse erro porque seguem uma analogia, julgando que a operacao de adigdo
deve ser efetuada duas vezes, uma para cada par de nimeros. Quando estudam a multiplicacao de
fragoes, as duvidas podem tornar-se mais agudas, pois, para multiplicar duas fra¢des, multiplicamos
seus numeradores e denominadores! E muito importante que os alunos entendam que esse procedimento
é incorreto. Para isso, é preciso reforgar e tornar natural a necessidade da equivaléncia de fragoes
para termos “medidas em uma escala comum”, como fizemos no exemplo acima. Contra-exemplos
bastante drasticos ajudam também como em

1 1+1 2 1

2 _#2+2 4- 2

pois, se a igualdade ocorresse, duas metades dariam uma metade! Erros dessa natureza respondem
por dificuldades conceituais e técnicas dos alunos em toda a sua trajetéria académica, muitas vezes.

Em geral, quando duas fragoes ndo tém um mesmo denominador, procedemos do seguinte modo
para soma-las.

Adicao de fragoes com denominadores distintos: para somar duas fracbes com denominadores
distintos, comecamos encontrando duas fragoes que tenham um mesmo denominador e sejam equiva-
lentes as fracoes dadas; em seguida, somamos essas fragoes, aplicando a regra de soma de fracdo com
o mesmo denominador. Por exemplo,

9 2 11

1
6 121212

Observacdo 1.2 Aqui, vale uma revisdo sobre como encontrar as duas fragdes equivalentes as fragoes
dadas. Veja que a dificuldade é achar um denominador para essas fragoes. Para isso, observamos
que esse denominador deve ser um multiplo dos denominadores das duas fragées originais: 4 e 6, no
exemplo acima. Entao, precisamos achar um ntimero que seja miiltiplo de 4 e 6 ao mesmo tempo.
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Uma possibilidade totalmente valida seria tomar, como denominador, o niimero 4x6 = 24; isso daria
~ 18 . 3 4 . 1 oL onlg , q Acon®
as fragoes 57, equivalente a 4, e 57, equivalente a 5. No entanto, a possibilidade 12 ¢ mais econdmica,

exatamente porque 12 é o minimo maultiplo comum de 4 e 6.

Exercicio 1.4 — CMF - adaptada. No painel de um automédvel hd um marcador que indica a quantidade
de combustivel no tanque. Através de um ponteiro, o marcador indica a fragdo de combustivel
existente no tanque em relacao a capacidade maxima. Quando o ponteiro aponta para a posicao cheio,
isso significa que o tanque estd completamente cheio de combustivel. As figuras abaixo representam
o marcador de combustivel no momento da partida e no momento da chegada de uma viagem.

Partida Chegada
1 1
2 2
1 3 1 3
1 4 1 4
vazio cheio vazio cheio

Que fracao do tanque de combustivel foi utilizada na viagem?

@ Solucdo. Veja que, no momento da partida, o tanque estava com % da sua capacidade e, na chegada,

S

estava com % da sua capacidade. Assim, a fragdo que representa o total de gasolina gasto na viagem

é dada pela diferenca % — % O segmento OP na reta numérica abaixo representa o tanque cheio de

combustivel. Dividindo esse segmento em 4 segmentos iguais, cada um desses segmentos corresponde a i
do tanque. Logo, o segmento OA corresponde a %, fracdo do tanque que estava ocupada por combustivel
no momento da partida.

O A P
| | | | | >
0 1 2 3 é
4 4 4 4

Agora, veja que % = % Assim, marcamos o ponto B, em que OB corresponde & fracao do tanque
ocupada por combustivel no momento da chegada.

(0] B A P
| | | | | >
0 1 2 _1 3 é
4 472 4 4
Portanto,
3 1 3 2 1
4 2 4 4 4
Logo, % é a fracdo do tanque de combustivel utilizada na viagem. |

Mais uma vez, de modo andlogo ao que foi feito para a adi¢do, quando as fragdes ndo tém um mesmo
denominador, procedemos do seguinte modo para subtrai-las.

Subtracao de fragoes com denominadores distintos: para calcular a diferenca entre duas
fracoes com denominadores distintos, comegamos encontrando duas fracées que tenham um mesmo
denominador e sejam equivalentes as fracbes dadas; em seguida, calculamos a diferenca entre essas

fragGes. Por exemplo,
4 3_16 15 _ 1
5 4 20 20 20

A ideia geral para encontrar fracées equivalentes as dadas e com um mesmo denominador é a mesma
que observamos no caso da adi¢do: comecamos procurando um denominador que seja miltiplo dos dois
denominadores das fragoes iniciais: por exemplo, seu MMC.
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Exercicio 1.5 A professora Juliana presenteou as alunas Bruna e Bia, medalhistas em uma olimpiada
de Matemaética, com uma caixa cheia de livros. Elas decidiram que Bruna, por ter conquistado uma
medalha de ouro, ficaria com um terco dos livros; e Bia, por ter conquistado uma medalha de prata,
ficaria com um quarto dos livros. Além disso, o restante dos livros seria doado a biblioteca da escola.

(a) Que fracdo representa a quantidade de livros que Bruna e Bia receberam juntas?
(b) Que fragao representa a quantidade de livros que foram doados & biblioteca?
2. Solucdo. Vamos representar o total de livros contidos na caixa por uma barra. Dividindo essa
barra em 3 partes iguais e tomando 1 dessas partes, obteremos uma representacio da fracao %, parte
dos livros que coube a Bruna.

3

Dividindo a mesma barra em 4 partes iguais e tomando 1 dessas partes, obteremos uma representacao
da fracao i, parte dos livros que coube a Bia.

—

Para responder o item (a), devemos somar as fragoes correspondentes as quantidades de livros
recebidos pelas duas colegas. Observe a figura abaixo, onde estdo representadas as fragoes da caixa de
livros recebidas por Bruna e Bia, separadamente, bem como a fragao que representa o total de livros
recebidos pelas duas juntas. Nao fica claro quanto vale a soma.

[ ] | | =3
-3
| | | | | =1
=1

_1,1_9

[ ] | | =3+1=

Uma vez que as barras, representando a caixa de livros, ndo foram divididas em quantidades iguais de
partes nas duas figuras, ndo podemos somar as fra¢oes diretamente. Entretanto, como MMC(3,4) = 12,
podemos subdividir as barras de modo que cada uma passe a ter 12 pedagos iguais. Para isso, podemos
subdividir cada uma das 3 partes da primeira barra em 4 pedagos iguais; e cada uma das 4 partes da
segunda barra em 3 pedacos iguais, conforme a proxima representacgao.

\\\\\\_1_4
T e

=

I
W=
I
Slee

Assim, obtemos as fragoes % e % equivalentes, respectivamente, as fracoes % e %, dadas no enunciado.

= ~ 1 1 ~ 4 3.
Entao, para somar as fragoes 5 e 7, somamos as fracoes 15 € 75:

1+1_ 4 n 3 4+3 7

34 12 12 12 12
Assim, a fracdo que corresponde & quantidade de livros recebidos por Bruna e Bia, juntas, é 1—72: a
resposta para o item (a).

Finalmente, para descobrir a fragdo da caixa que representa os livros doados a biblioteca, devemos
e
127
Observe que, na barra de cima temos uma primeira fracdo que representa o total de livros na caixa,

na barra do meio temos uma segunda fracdo que representa a quantidade de livros recebidos pelas duas

subtrair que é a quantidade de livros recebidos por Bruna e Bia, de 1, que representa a barra cheia.
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HEEEEN — B3
TR T 12T 12

alunas e, na barra de baixo, temos uma terceira fracdo que da a diferenca entre a primeira e a segunda,
ou seja, temos a fracio

[y

7 12 7T _12-7 5

1—— = = ==
1212 127 12 12
5

Portanto, a fragao que representa os livros que foram doados a biblioteca é 75: a resposta para o item
(b). |

Observacdo 1.3 Conforme observamos anteriormente, podemos somar as fragdes % e 711, executando

0s seguintes passos.

(a) Encontramos uma fragao equivalente a %, multiplicando numerador e denominador pelo deno-
minador da fracao 711:
1 1x4 4
3 3x4 12
b) Encontramos uma fracio equivalente a +, multiplicando numerador e denominador pelo deno-
1
minador da fracao %:

1_1X3_ 3
4 4x3 127

(c) Somamos as fragdes encontradas, que agora possuem um mesmo denominador:

4+3_4+3_4+3_7
12 12 12 12 12 127

Agora, tomando como exemplo a soma

| =
+
| w

e procedendo de maneira semelhante, temos

1+§_1x8+3x6_§+§_8+18_§
6 8 6x8 8x6 48 48 48 48’

Por outro lado, observando que

MMC(6,8) =24, 24+6=4 e 24 +8=3,
vemos que também é possivel encontrar fragoes equivalentes a % ea %, com um mesmo denominador,
multiplicando o numerador e o denominador da primeira fracdo por 4 e o numerador e o denominador
da segunda, por 3. Assim fazendo, temos:
1 3 1x4 3x3 4 9 13

6 s 2t TuTu T

Conforme ja observamos, a diferencga entre os dois métodos anteriormente descritos é que, em muitos
casos, utilizando o MMC dos denominadores das fragoes originais, a fracdo obtida para a soma é uma
forma simplificada daquela que seria obtida utilizando o produto dos denominadores.

Exercicio 1.6 Em um passeio ciclistico, os participantes percorreram % do percurso na primeira hora,
% do percurso na segunda hora e 14 quildometros na terceira e 1ultima hora de passeio. Quantos
quilémetros tem o percurso total do passeio?
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| @1 (b) 16 (c) 40 (d) 36

.
?3\

> Solucdo. A ideia para resolver o problema é calcular a fragdo correspondente & distdncia percorrida
durante a terceira hora de passeio. Isso porque ji sabemos o valor, 14 quilémetros, da distancia
percorrida durante a terceira hora. Como veremos, esses dados, em conjunto, nos permitirdo calcular o
total do percurso.

Para calcular a fracdo correspondente a distancia percorrida durante a terceira hora, devemos somar
as fracoes correspondentes ao total percorrido na primeira e segunda horas e, em seguida, subtrair o
resultado de 1, que corresponde ao percurso total do passeio.

Para somar as fracoes % e %, vamos proceder, como antes, encontrando duas fracoes, uma equivalente
a fracéo % e outra equivalente a fracao %, as quais tenham denominadores iguais. Na figura seguinte
mostramos uma maneira diferente de visualizar este método.

_l’_

]

Ainda néo ha como efetuar diretamente a soma das fragoes i e %, pois o retangulo, que representa
todo o percurso percorrido pelos ciclistas, foi dividido em 4 partes na figura da esquerda e em 5 partes
na figura da direita. Entretanto, podemos representar as mesmas fragoes i e % subdividindo, cada i da
figura da esquerda, em 5 partes iguais e, cada % da figura da direita, em 4 partes iguais. Note que, na
figura a seguir, isso equivale a dividir o retangulo da esquerda em cinco colunas iguais e o da direita em
quatro linhas iguais.

_l’_

~ 1 5 = . ~ 2.8 4 . 4
Agora, observe que as fracoes 7 e 55 sdo equivalentes, bem como as fragoes £ e 55. Além disso, ¢

facil somar as fracoes % e 28—0, pois ambas sao fracoes de um inteiro que foi dividido em uma mesma

quantidade de partes: (5x4 = 4x5 = 20 partes). Assim,

1
4

L2_5 8 13
5 20 20 20’

fragdo representada na ultima figura abaixo.

+ =

Observemos, agora, que resta a fragdo 1 — ;—g para completar o percurso, com

o320 18 7
20 20 20 20’

sendo essa fragdo a parte nao pintada do lado direito da igualdade da figura anterior. De fato, o percurso
completo foi dividido em 20 quadradinhos dos quais 7 nao foram marcados.

Por fim, lembre-se que essa fracao, %, corresponde aos 14 quilémetros percorridos na terceira hora de

passeio. Portanto, a fragao %, correspondente ao quadrado menor pintado na figura seguinte, equivale a
14 =+ 7 = 2 quilémetros.
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= % +— 14 + 7 = 2 quilometros

Logo, o percurso total, que tem 20 quadrados, corresponde a 20x2 = 40 quilémetros, conforme a sua
ilustracao na proxima figura. |

= 3—8 +— 20x2 = 40 quilémetros

Observacdo 1.4 Resumidamente, a soma das fragoes }1 e % foi calculada do seguinte modo.

+2_1><5+2X4_ 5+8 _13
5 4x5  5x4 20 20 20°

1
1
1.2 - Exercicios resolvidos e propostos

Sequéncia 1

Exercicio 1.7 Represente geometricamente as operagoes com fragoes listadas abaixo utilizando setores
circulares (“pizzas”) ou barras.

@ s+ © F+ © 33
(b) 7+7 (d) 4-1 () 8 -2

Exercicio 1.8 Numa pizzaria, Gabriel comeu % de uma pizza e Nando comeu % da mesma pizza.

(a) Que fracdo da pizza os dois comeram juntos?
(b) Quem comeu mais pizza, Joao ou Carlos?
(¢) Que fragao de pizza um deles comeu a mais que o outro?

o«

“» Solucdo. (a) A fracdo da pizza que os dois comeram juntos é igual & soma das fragdes que cada

um deles comeu, ou seja,
5 2 5+2 7
878”8 %
(b) Para determinar quem comeu mais pizza, devemos verificar qual das fragoes % e % ¢ a maior. Como
as duas tém o mesmo denominador, a maior é g, pois é a que possui 0 maior numerador. Assim,

5 2

> 35
8 8

ou seja, Gabriel comeu mais pizza que Nando.
(c) A fracdo da pizza que Gabriel comeu a mais que Nando é igual & diferenca entre %, fracdo comida
por Gabriel, e %, fragdo comida por Nando, ou seja,
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Exercicio 1.9 Joao encheu o tanque do seu carro. Gastou % do tanque para ir de casa ao trabalho
durante a semana e % do tanque para passear no final de semana. Que fracdo do tanque restou?

Exercicio 1.10 Utilizando tinta de cor azul, Adamastor pintou 1% da area de um muro, inicialmente
pintado na cor branca, no primeiro dia de trabalho; % da area do muro no segundo dia e % no
terceiro dia. No quarto dia, Adamastor percebeu uma diferenca na tonalidade da tinta que foi
utilizada e teve de repintar de branco %0 da area do muro, relativa a parte que ficou pintada de cor

diferente. Que fracdo do muro ficou pintada de azul apdés o quarto dia de trabalho?

(a) (b) 3. (c) (d) (&) 15-

(SN
U~

g~

2

“» Solucdo. Devemos somar as fragoes das dreas do muro pintadas, de azul, nos trés primeiros dias e
subtrair, do resultado, a fracdo do muro que foi pintada de branco no quarto dia. Portanto, a fracao do
muro que ficou pintada de azul apds o quarto dia de trabalho é

2,03 4 1 _2+43+4-1_8 4
10 10 10 10 10 105
Assim, a alternativa correta é a da letra (d). [ |

Exercicio 1.11 Mariana estd lendo um livro de romance que tem 150 paginas. Ontem ela leu 59 e
hoje ela leu 25 das paginas desse livro.

(a) Que fracdo das péaginas do livro Mariana ja leu?
(b) Que fragao representa as paginas que Mariana ainda nao leu?
“. Solucdo. (a) Ontem Mariana leu % e hoje 1% das paginas do livro. Logo, a fracdo do livro que
Mariana ja leu é
ﬁ+£_59+25_ﬁ_ 84+6 _ 14
150 150 150 150 150 +6 25

(b) Por outro lado, a fragao do livro que Mariana ainda néo leu é igual a

25 14 11

25 25 25
m

Exercicio 1.12 Gabi foi as compras e gastou % do dinheiro que possuia, restando-lhe, ainda, R$ 240,00.
Quanto Gabi possuia antes de ir as compras?

(a) R$80,00. (b) R$ 120,00. (c) R$240,00. (d) R$360,00. (e) R$480,00.

Como Gabi gastou % do que tinha com as compras, a fragdo do dinheiro que lhe restou

. Representamos na reta numérica abaixo a fracao %, que corresponde aos R$ 240,00 que

restaram.

Na préoxima reta numérica, podemos observar a representacdo geométrica de %, que correspode a
R$ 240,00 - 2 = R$ 120,00.

0

|
1

1
3
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Finalmente, na reta numérica logo abaixo, podemos observar a representacdo geométrica de %, que
correspode a 3xR$ 120,00 = R$ 360,00.

0 1

Il
wlw

Logo, Gabi tinha R$ 360,00 antes de fazer as compras, ou seja, a alternativa correta é a da letra (d).
Uma representacao geométrica alternativa para as fragdes envolvidas nesse problema é a seguinte.

2
| | | | 3 R$ 240,00
1
| | \ \ 3 R$ 240,00 =~ 2 = R$ 120,00
3
| | [ | 3 3xR$ 140,00 = R$ 360,00

Exercicio 1.13 — Canguru. Numa classe, os alunos nadam somente ou dancam somente ou fazem as
duas coisas. Trés quintos dos alunos da classe nadam e trés quintos dangcam. H4 exatamente cinco
alunos que fazem as duas coisas, isto é, nadam e dancam. Quantos alunos ha na classe?

(a) 15. (b) 20. (c) 25. (d) 30. () 35.

@+ Solucdo. Somando as fracdes que representam os alunos que nadam e os alunos que dancam,

obtemos:

&

3.3 3+3 6

5+5 5 5

Note que a fracao g é maior que a fracao %, que representa o total de alunos na classe. De fato, a
diferenca % - % > () ocorre porque a fragdo que corresponde aos alunos que praticam as duas atividades

foi somada duas vezes, tanto na fragdo dos alunos que nadam quanto na fragao dos alunos que dangam.
Assim, essa diferenga corresponde aos alunos que praticam as duas atividades. Logo,

1
5 — 5 alunos.

g — HxH = 25 alunos.

Assim, a alternativa correta é a da letra (c). |

Sequéncia 2

Exercicio 1.14 Encontre os resultados das operagoes com fracoes listadas abaixo.

@ 545 (©) §+3 ©) -3 © §-3
(b) §+3 (d) L+243 (f) -1 (h) & -3

Exercicio 1.15 Se z = %, Yy = % ez= %, calcule as seguintes expressoes.

(a) z+vy.
(b) = —z.
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I (c) y+x—=z.
(d) z+y+ 2.

Exercicio 1.16 Calcule o valor da expressao numérica

(275)* (6 w)

2. Solucdo. Temos

1 1 1x3 1x2 3 2 1
2 3 2x3 3x2 6 6 6
Logo,
11 11\ 1 1 1
@‘Q*Q‘ﬁ)é*@ﬁa
2 1 2x5 13
T 6 10 6x5 10x3
10003 7
T30 30 30

Exercicio 1.17 — UFMG - adaptado. Paula comprou dois potes de sorvete, ambos com a mesma,
quantidade do produto. Um dos potes continha quantidades iguais dos sabores chocolate, creme e
morango; o outro, quantidades iguais dos sabores chocolate e baunilha. Se o sorvete de chocolate
comprado por Paula estivesse em um tnico pote, a que fracdo desse pote ele corresponderia?

(a) (b) (c) (d)

“» Solucdo. Um dos potes continha quantidades iguais de chocolate, de creme e de morango, logo, a
fracdo correspondente a quantidade de chocolate é % O outro pote continha quantidades iguais dos
sabores chocolate e baunilha, assim, a fragdo correspondente & quantidade de chocolate é % Como os
dois potes continham as mesmas quantidades de sorvete, as fracoes de chocolate nos dois potes sao
fracbes de uma mesma unidade, logo, se todo o sorvete de chocolate estivesse em um tnico pote, a
fragdo desse pote que ele corresponderia é

[S3{[SN]
S|t

U_!Iw
=R

1,1 12 13 2,3 243 5
372 32 23 6 6 6 6
Desse modo, a alternativa correta é a letra (d). [ |

Exercicio 1.18 Trés amigas planejavam preencher um album de figurinhas da copa. Karla contribuiu
com %, Paula com % e Cristina contribuiu com % das figurinhas.

(a) Supondo que nao havia figurinhas repetidas, que fracdo do &lbum foi preenchida com as
contribui¢des das trés amigas?
(b) Que fragao ainda falta preencher para completar o album?

2. Solucdo. (a) Supondo que ndo havia figurinhas repetidas, a fracdo do dlbum, que foi preenchida
com as contribuicoes das trés amigas, é igual a soma

1 2 1 1x4 2x8 1x3 4 16 3 4+16+3 23

67378 6 33 U w2
(b) A fragdo que ainda falta preencher, para completar o dlbum, é
24 23 1
24 24 24
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Exercicio 1.19 No dia do lancamento de um prédio residencial, % dos apartamentos foram vendidos e
% foram reservados. Que fracao corresponde aos apartamentos que ndo foram vendidos ou reservados?

2« Solucdo. Somando as fragdes de apartamentos vendidos e de apartamentos reservados, temos:

11 2 1 3 1

+o==+-===
3 6 6 6 6 2
dos apartamentos. Logo, resta a outra metade, isto é, % dos apartamentos ainda nao vendidos nem
reservados. |

Y

Exercicio 1.20 Mauricio fez um suco misto de laranja e acerola. Ele misturou metade de um copo de
suco de acerola com % do mesmo copo de suco de laranja. Calcule a fracdo que falta para ter o copo
cheio.

(a) g. (b) %. (c) % (d) % (e) %
» Solucdo. As duas porgoes misturadas somam

11 3 2 5

\

\\‘%\\\

2737676 6

Logo, resta % do volume do copo. A alternativa correta é a letra (b). |

Exercicio 1.21 — ENEM. Uma agéncia de viagens de Sao Paulo (SP) estd organizando um pacote
turistico com destino a cidade de Foz do Iguagu (PR) e fretou um avido com 120 lugares. Do total de
lugares, reservou % das vagas para as pessoas que residem na capital do estado de Sdo Paulo, % para
as que moram no interior desse estado e o restante para as que residem fora dele. Quantas vagas
estao reservadas no avido para as pessoas que moram fora do estado de Sao Paulo?

(a) 27. (b) 40. (c) 45. (d) 74. (e) 81.

\@\\

\

» Solucdo. O enunciado diz que % das vagas foram reservadas para as pessoas que residem na capital,
logo, a quantidade de vagas reservadas para essas pessoas €

2 120
—-120= — -2=24-2=148.

5 5

Por outro lado, % das vagas sao reservadas para as pessoas que moram no interior. Desse modo, o total

de vagas reservadas para essas pessoas é

3 120
- 120= — -3 =15-3 =45.
8 8

Como o restante das vagas esté reservado para as pessoas que residem fora do estado, essa quantidade é
igual a
120 — (48 +45) = 120 — 93 = 27.

Portanto, a alternativa correta é a da letra (a). [

Uma solugdo alternativa para o problema 1.21 consiste em somar as fragdes referentes as vagas
reservadas para pessoas da capital e do interior, % e %, respectivamente; calcular a fracdo que
corresponde as vagas reservadas para pessoas de fora do estado de Sao Paulo, que é a fracao faltante
para completar uma unidade; e calcular essa ultima fragdo de 120. Com efeito,
2 3 2x8 3x5 16 15 16+15 31
5 8 5x8 8x5 40 40 40 40
40 31 9

40 40 40
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9 120
E-IQO—E~9—3~9—27.

Exercicio 1.22 — Unesp. Duas empreiteiras fardo conjuntamente a pavimentacao de uma estrada,
cada uma trabalhando a partir de uma das extremidades. Se uma delas pavimentar 2/5 da estrada e
a outra os 81 km restantes, a extensao dessa estrada ¢é de:

Exercicio 1.23 — CMRJ. O valor da expressao numérica

L 3 7 i 51 &
+ + + + +
1+1 141 141 141 T 1+d 144
é
(a) 1. (b) &- () - (d) 13- (e) -

2. Solucdo. Temos:

1 1 1 1 1 1
43 4T 4 54 81 L 8 _
T+ 142 1+l T L T L T+
;L1 111
_ 3 , 7,15 31 , 63
Sotitstutate
3 7 15 3 63
1 1 1 1 1 1
_L g 17 1l 1 s, 188
2 34 78 1¥» 8 3 8 63 8
R S S R B
2 4 8 16 32 64
32416+8+4+2+1
B 64
63
64
Assim, a alternativa correta é a da letra (b). [ |

Exercicio 1.24 — Banco da OBMEP. Ana, Bia, Catia, Diana e Elaine trabalham como ambulantes

vendendo sanduiches. Diariamente, elas passam na lanchonete do Sr. Manoel e pegam a mesma

quantidade de sanduiches para vender. Um certo dia, Sr. Manoel estava doente e deixou um bilhete
1

avisando o motivo pelo qual nao estava 14, mas pedindo que cada uma pegasse — dos sanduiches.

Ana passou primeiro, seguiu as instrugoes do bilhete e saiu para vender seus sanduiches. Bia, passou

1
em seguida, mas pensou que era a primeira a passar, pegando — do que havia e saiu. Catia, Diana e

Elaine chegaram juntas e dividiram igualmente a quantidade que havia, ja que Céatia sabia que Ana e
Bia haviam passado antes.

a) Que fragao do total de sanduiches coube a Bia?

b) Quem ficou com a menor quantidade de sanduiches? Quem ficou com a maior quantidade?

¢) Ao final da divisdo, nenhuma das vendedoras ficou com mais de 20 sanduiches. Quantos
sanduiches o Sr. Manoel deixou para elas?

EN

P
Z
A\

- 4 1 4
» Solugcdo. a) % Como Bia pegou R de 5 ela ficou com

A\

1 4 4
B . R = % dos sanduiches.
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1 5
b) Ana pegou =25 e Catia, Diana e Elaine dividiram entre as trés a fracdo que restava, que era
9 16

. 16 , .. 1 1 .
~ 25 =35 ou seja, cada uma pegou e dos sanduiches, que é maior que - e o Sendo assim,
Catia, Diana e Elaine ficaram com a maior parte dos sanduiches e Bia com a menor.

c) 75. A quantidade de sanduiches deve ser um multiplo comum de 5, 25 e 75, sendo 75 o menor
deles. Para 75 sanduiches, as quantidades de Ana, Bia, Catia, Diana e Elaine sdo, respectivamente,
15, 12, 16, 16, 16, todas menores que 20, mas para o proximo miltiplo comum de 5, 25 e 75, que é
150, todas ficarao com mais de 20 sanduiches. Sendo assim, essa quantidade deve ser 75.

|

Sequéncia 3

Exercicio 1.25 — Canguru. Partindo da extremidade esquerda de um cano, uma formiguinha andou
% do seu comprimento. Uma joaninha, que havia partido da extremidade direita do mesmo cano,
andou % do comprimento deste. Nessa situacao, qual fracdo do comprimento do cano representa a
distancia entre os dois bichinhos?

(a) (b) 1. (c) 5. (d) 3 (©) 75

oolw

Exercicio 1.26 — Canguru. Numa escola, 2 dos alunos gostam de Mateméatica e % dos alunos gostam
de Portugués. Qual é a menor fragdo que pode representar os alunos que gostam de ambas as
matérias?

|t
Nellog}

=

OFS (b) 5. © 3. (@) (©)

> Solucdo. A soma das fragoes que representam as quantidades de alunos que gostam de Matematica
e de Portugués é

%4+3w__8+£)_8+9_17
3x4  4x3 12 12 12 127

L3
s

wl N

Desse modo, pelo menos
17 12 17-12 5

12 12 12 12
dos alunos gostam de ambas as matérias, pois se r é a fracdo dos alunos que gostam de ambas as
matérias, devemos ter

2+3 <1:>17 <1
2.3 o
371 "= 12 "=
ol 12
"1 12
T —.
=12

A fracdo que representa a quantidade de alunos que gostam de ambas as matérias é maior que %,
quando ha alunos que nao gostam de nenhuma das duas. |
Exercicio 1.27 — CMM - adaptado. Sivio fez uma pesquisa com os moradores de seu condominio
sobre a pratica de coleta seletiva de lixo. Ele constatou que % dos entrevistados praticam esse tipo de
coleta e % dos entrevistados sequer sabem o que isso significa. Dessa maneira, a fracdo que representa
a quantidade de pessoas que sabem o que significa a coleta seletiva mas nao a praticam é:

(a) - (b) 3 ©) 1o (d) 1. (©) 2-

> Solucdo. Uma vez que % dos estrevistados praticam a coleta seletiva, a fracdo que representa a

&

quantidade de entrevistados que nao a praticam é

1

23
4

4
4
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Agora, dentre os entrevistados que nao praticam a coleta seletiva, hd os que sabem e os que nao sabem
o que ela significa. Uma vez que a fragdo dos que nao sabem o que esse tipo de coleta significa é igual a
%, a fracdo que representa os que sabem o que significa a coleta seletiva, mas nao a praticam, é

1 1 1x5 1x4 5 4 1
4 5 45 5x4 20 20 207
Assim, a alternativa correta ¢ da letra (e). [ |

Exercicio 1.28 — CMPA. Os animais de um pequeno zooldgico se dividem em trés classes: mamiferos,
aves e répteis. Sabe-se que, do total de animais desse zooldgico, % sao mamiferos, % sao aves e os 270
animais restantes sdo répteis. A quantidade total de animais desse zooldgico é igual a:

(a) 930. (b) 1200. (c) 1330. (d) 1470. (e) 1540.

@\

“» Solucdo. A fragdo que representa a soma das quantidades de mamiferos e aves é

2 3 2x8 3x5 16 15

578 T hx8 8x5 40 40°

Logo, a fragdo que representa os animais restantes, ou seja, os répteis, é

40 31 9
40 40 40
Portanto,
9
0 — 270 animais
L — 270 <+ 9 = 30 animai
10 = 9 = 30 animais
40 .
0 — 40x30 = 1200 animais
Assim, a alternativa correta é a da letra (b). [ |

Exercicio 1.29 — Canguru. Miguel tem caes, vacas, gatos e cangurus no seu sitio. Ao todo sdo 24
animais, sendo que % deles sao caes, % nao sao vacas e % nao sao gatos. Quantos cangurus hd no
sitio?

(a) 4. (b) 5. (c) 6. (d) 7. (e) 8.

Exercicio 1.30 Certa quantia foi repartida entre trés pessoas da seguinte maneira: a primeira recebeu
% da quantia mais R$5,00; a segunda recebeu % da quantia mais R$12,00; e a terceira recebeu o

restante, no valor de R$15,00. Qual a quantia que foi repartida?

2. Soluc@o. Uma vez que R$5,00 + R$12,00 = R$17,00 e

2+1_2x5+1X3_10+ 3 10+3 13
3 5 3x5 5x3 15 15 15 15’
as duas primeiras pessoas receberam, juntas, % da quantia mais R$ 17,00. Desse modo, a quantia que

coube & terceira pessoa, somada com R$ 17,00, ou seja, R$17,00 + R$ 15,00 = R$ 32,00, corresponde a

fragdo
15 13 15-13 2

15 15 15 15’
15

extamente o que falta para completar a fracao unidade (1 = 32), representando o total da quantia que
foi repartida. Portanto, temos:

2
— — 2
& R$ 32,00
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1
5 — R$32,00 + 2 = R$16,00

15
15— 15<R$16,00 = R$ 240,00

Exercicio 1.31 Uma fortuna foi repartida entre trés filhos do seguinte modo: uma filha solteira
recebeu % da heranga mais R$8000,00; o filho menor recebeu % mais R$5000,00 e a filha casada
recebeu os R$42.000,00 restantes. Quanto recebeu o filho menor?

Exercicio 1.32 Uma torneira enche um tanque em 6 horas e uma outra torneira enche o mesmo
tanque em 3 horas. Sabendo que o tanque encontra-se vazio, se as duas torneiras forem abertas ao
mesmo tempo, em quantas horas elas encherdo o tanque?

©

\

Desse modo, se as duas forem abertas ao mesmo tempo, em 1 hora encherao
1 " 2 3 1
6 6 6 2
do tanque. Logo, se o tanque estiver vazio e as torneiras forem abertas juntas, o tanque estara
completamente cheio em 2 horas. |

Exercicio 1.33 Duas torneiras enchem um tanque em 4 horas. Uma delas, sozinha, enche o tanque
em 7 horas. Em quanto tempo a outra torneira, sozinha, encheria o tanque?

&

“+ Solucdo. Em 1 hora, uma das torneiras enche 711 do tanque e as duas juntas enchem % do mesmo

tanque. Desse modo, em 1 hora, a outra torneira enchera

11 Ix7 1x4 7 4 T7-4 3
4 7T  4xT Tx4 28 28 28 28
do tanque. Assim, essa torneira enche % do tanque em 60 minutos. Logo, temos as seguintes
correspondéncias.
3
% — 60 min
L — 60 min + 3 = 20 mi
— min + 3 = 20 min
28
28 . .
o — 28x20 min = 560 min
Ou seja, a segunda torneira, sozinha, enche completamente o tanque em 560 min = 9 h20 min. |

Sequéncia 4

Exercicio 1.34 — OBMEP. Os niimeros a e b sao inteiros positivos tais que 7§ + % = % Qual é o valor
de a + b?

(a) 5. (b) 7. (c) 14. (d) 20. (e) 31.

\

» Solucdo. Veja que

S

31 a b ax3  bx1l  3a 116  3a+11b

33 11 3 11x3 ' 3x11 33733 33

« Solucdo. Em 1 hora, uma das torneiras enche % do tanque e a outra enche % do mesmo tanque.
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Assim, 3a + 116 = 31. Desse modo, procuramos um miltiplo de 3 positivo que somado a um multiplo
de 11, também positivo, resulte em 31. Como 31 — 11 = 20 ndo é miltiplo de 3 e 31 — 22 = 9 é multiplo
de 3, obtemos

3a=9=a=3

11b=22 = b= 2.

Portanto, a + b = 5. A alternativa correta é a da letra (a). [ |

Exercicio 1.35 — OBMEP. Elisa tem 46 livros de Ciéncias e outros de Matemédtica e Literatura.
Sabendo que um nono dos seus livros sdo de Matemética e um quarto sdo de Literatura, quantos
livros de Matematica ela possui?

(a) 23. (b) 18. (c) 8. (d) 9. (e) 36.

Exercicio 1.36 Duas torneiras enchem um tanque em 6 e 7 horas, respectivamente. H4 um ralo no
fundo do tanque, que o esvazia completamente em exatamente 2 horas, se o tanque estiver cheio e as
torneiras fechadas. Estando o tanque cheio e abrindo-se as duas torneiras e o ralo, em quanto tempo
o tanque ficard completamente vazio?

2. Soluc@o. Em 1 hora, uma das torneiras enche % do tanque e a outra enche % do mesmo tanque.
Abertas, simultaneamente, em 1 hora, as duas enchem

Ix7 1x6 7 6 6+7 13

1
T 7 6 22 T2 42 42

_l’_

1
6
Por outro lado, o ralo esvazia % do tanque em 1 hora, pois necessita de 2 horas para esvazid-lo
completamente. Agora, como % = % > g, o ralo, em cada hora, retira mais dgua do que o que as
torneiras conseguem colocar. Desse modo, se o tanque estiver cheio, com os ralos e as torneiras abertos,

o tanque ficard vazio. De fato, em 1h = 60 min, a fracao de dgua que o tanque terd perdido é

13 21 13 8 8+2 4

1
2 42 42 42 42 422 21

Assim, temos as seguintes correspondéncias.

4 .
— — 60 min

21
1 . .
21 — 60min +~4 = 15min
21

o — 21x15min = 315 min

Portanto, com os ralos e torneiras abertos e o tanque completamente cheio, depois de 315 min = 5h15 min
o tanque ficard completamente vazio. |

Exercicio 1.37 Trés torneiras, abertas simultaneamente, enchem um tanque em 8 horas. A primeira
e a segunda torneiras sdo capazes de encher o tanque em 18 e 24 horas, respectivamente. Quantas
horas a terceira torneira levaria para encher o tanque sozinha?

Exercicio 1.38 Felipe e Lucas, encarregados de uma obra, fariam todo o trabalho em 12 dias. No fim
do quarto dia de trabalho, Felipe adoeceu e Lucas concluiu o trabalho sozinho, gastando mais 10
dias. Em quanto tempo Lucas faria o trabalho se tivesse trabalhado sozinho desde o inicio?
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P
&

> Solucdo. Veja que eles safram em sentidos contrérios e ainda ndo haviam se encontrado no momento

Exercicio 1.39 — CMM - adaptado. Lucas e Lauro estavam correndo numa mesma pista circular. Eles
iniciaram a corrida ao mesmo tempo, do mesmo ponto de partida, porém em sentidos contrarios. Em
um determinado momento, os dois pararam, sem que ainda tivessem passado um pelo outro. Lucas
ja tinha percorrido % do comprimento total da pista e Lauro tinha percorrido % do comprimento
total, mais 110 metros. Se, no momento da parada, a distdncia entre eles era de 90 metros, qual o

comprimento total desta pista de corrida?

(a) 210 metros.
(b) 240 metros.
(c) 246 metros.
(d) 400 metros.
(e) 600 metros.

em que ocorreu a parada. Assim, se somarmos as distdncias que os dois percorreram e a distancia
entre eles no momento da parada, obteremos o comprimento da pista. Mas observe que Lucas ja havia
percorrido % do comprimento da pista e Lauro % do mesmo comprimento mais 110 m. Agora, uma vez
que

a

fracao % corresponde a 110m + 90m = 200 m. Assim, temos as seguintes correspondéncias.
1

g — 3x200m = 600 m

Portanto, concluimos que a pista possui 600 m, ou seja, a alternativa correta é a da letra (e). |

1

«

~

Exercicio 1.40 Dois caminhdes tanques, completamente cheios com uma mistura de dlcool e gasolina,
despejam totalmentes suas cargas num mesmo reservatorio vazio de um posto de combustiveis. Em
um dos tanques, a mistura continha 1/12 de alcool, e no outro, a mistura continha 1/16 de &lcool.
Qual a fracao de alcool nesse reservatorio depois de despejadas as duas cargas?

Exercicio 1.41 — Adaptado do Banco da OBMEP. Certo matemadtico estava editando figuras no
formato de discos em seu computador. As trés figuras a seguir mostram discos de mesmo formato em
que os dois primeiros foram cortados em 3 e 4 pedacos iguais, respectivamente. Ele deseja cortar o
terceiro disco usando dois botoes do seu programa de imagens: um que simula uma régua e corta em
linha reta e outro que permite copiar e colar pedagos ja cortados de discos da imagem. Explique
como usar esses dois botoes e os discos ja desenhados para cortar o terceiro disco em 12 partes iguais.

iSO,

» Solucdo. O primeiro passo é usar o botao de copiar e colar para sobrepor os pedacos de tamanhos
3 e 1/4 dos discos da esquerda produzindo a figura a seguir:
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Note que a fatia conectando os pontos B e C' equivale a

1/3—1/4=1/12

do disco inteiro. Agora basta usar o botao de copiar e colar, repetindo sucessivamente o procedimento
que gera essa fatia 11 vezes, obtendo pedacos consecutivos para dividir o terceiro disco em 12 partes
iguais ]

Observacdo 1.5 Também é possivel resolver esse exercicio trocando o botao de copiar e colar por
um compasso, que essencialmente servira para transportar os comprimentos de arcos entre um disco
e outro.

@ 1.3 - Multiplicagdo e divisdo

Para dar continuidade ao estudo das operagdes com numeros racionais na forma de fracoes, apresen-
tamos agora um exemplo que estd relacionado a multiplicacdo de fracoes.

Exercicio 1.42 Dona Josefa fez uma torta de frango para distribuir com seus queridos vizinhos. Ela
pensou em dar % da torta para Dona Francisca, a sua vizinha da direita. Porém, quando a torta estava
no forno, o cheiro se espalhou pela vizinhanga e ela teve que refazer a distribuicdo para contemplar
um numero maior de vizinhos. Decidiu, entao, dar a Dona Francisca apenas % da fragao que tinha
pensado em dar inicialmente. Depois de refeita a divisdo, que fracdo da torta Dona Francisca recebeu?
& Solucdo. A torta pode ser representada por um quadrado, que inicialmente foi dividido em sete
partes iguais, pelos cortes verticais. Pintamos 3 dessas partes, representando a fracdo da torta que
Dona Francisca receberia inicialmente: % = “3 retangulos”. Em seguida, cada um desses retangulos é
dividido em 5 partes iguais, pelos cortes horizontais, gerando retadngulos pequenos. Assim, o quadrado
fica dividido em 5x7 = 35 desses ultimos retdngulos. Agora, a fracdo da torta que a Dona Francisca
recebeu corresponde a % da parte originalmente pintada. Por isso, realcamos, numa cor mais escura,
dois dos cinco retangulos menores de cada retangulo vertical pintado anteriormente, totalizando 2x3 = 6

retangulos realcados. Entao, em termos do total de retangulos menores, a fracdo dos realgados é igual a
2X3 _ 6
5X7 T 35"

Gracas ao raciocinio acima, definimos o produto %X% €omo

2x3 - E
5x7 35

2
gxfzfdegz

Assim, Dona Francisca recebeu % da torta, depois que Dona Josefa refez a divisao. |

De modo geral, temos o seguinte algoritmo.
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Multiplicagao de Fragoes: o produto de duas fragoes é a fracdo cujo numerador é o produto dos
numeradores e cujo denominador é o produto dos denominadores das fragoes dadas. Por exemplo,
5><3 _5x3 15
8 2 8x2 16

Nao esquecendo que
x 5 é o de 5
2 8 2’
ou seja, multiplicando duas fragoes, estamos calculando uma fragdo de outra fragao.

ool Ut

Exercicio 1.43 Clotilde distribuiu certa quantidade de bombons de chocolate a seus trés sobrinhos.
Tobias, o mais velho dos trés, recebeu % do total de bombons. Adalberto, o mais jovem, recebeu
% do que restou, depois que Tobias recebeu a sua parte. André recebeu os 16 bombons restantes.
Adalberto deu % de seus bombons a Marcela, sua namorada. Quantos bombons Marcela recebeu?

(a) 42. (b) 2. (c) 12. (d) 14.

@ Solucdo. Tobias recebeu % do total de bombons. Podemos representar geometricamente essa fragdo
através da figura abaixo, na qual a parte dos bombons que coube a Tobias estd pintada de amarelo.

Wi

Depois que Tobias pegou a sua parte, restaram % do total de bombons, que estdo representados na
figura pelas duas partes brancas. Entao, Adalberto recebeu % do que restou, ou seja, recebeu

32 6

— X = = —,
7 3 21
Para representar essa fragdo, dividimos cada retangulo horizontal em 7 retdngulos menores, e
pintamos de uma cor mais escura, em cada uma das duas linhas brancas, 3 desses 7 retangulos menores,
pois Adalberto recebeu % do que restou. O resultado é mostrado na préxima figura.

65
2

Il
e
X
ol
Il

N

R~

Wl

Sendo assim, as partes de Tobias e Adalberto somadas correspondem a todos os retangulos pintados:

1 6 7 6 13

3721 21 a1 o

Desse modo, os oito retangulos que ficaram brancos na ltima figura correspondem a fragao

21 13 8
21 20 21

do todo. Tais 8 retangulos correspondem aos 16 bombons que André recebeu. Entao, cada retangulo,
% dos bombons, é o mesmo que 2 bombons. Portanto, Clotilde distribuiu ao todo 21x2 = 42 bombons,
como essa conclugao ilustrada na seguinte sequéncia de trés figuras.

Desses 42 bombons, % foram para Adalberto. Uma vez que

6 42
D j42 = xS = 6x2 = 12
oy 42 = 015y = O~ ’
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= % <— 16 bombons

:%<—> 16 - 8 = 2 bombons

= % —— 21 -2 =42 bombons

concluimos que Adalberto recebeu 12 bombons. Além disso, ele deu % de seus bombons para Marcela.

Como

1 12
Sa12= 2 =9
6 6

podemos afirmar que Marcela recebeu 2 bombons. |

O proximo exemplo estd relacionado com a divisdo de fragoes.

Exercicio 1.44 André possui um sitio, localizado na cidade de Canindé. No sitio, hd uma vaca que
produz exatamente 5 litros de leite todos os dias. André divide o leite produzido em garrafas de
capacidade % de litro e as distribui com os parentes e amigos mais proximos. Quantas garrafas de
leite sao produzidas por dia no sitio de André?

% Solucdo. Conceitualmente, precisamos dividir 5 litros por % de litro, sendo essa divisdo de um

inteiro por uma fracdo: 5 + % Na figura abaixo, cada uma das caixas numeradas de 1 a 5 representa
um litro de leite.

Como as garrafas tém capacidade de % de litro, cada litro de leite enche exatamente 3 garrafas:
algebricamente, temos BX% = % = 1. Portanto, os 5 litros de leite enchem 5x3 = 15 garrafas, o que pode

ser contado na figura. |

Observando a solucdo do problema acima, percebemos que

1 3
+ = =5x-=15.
5 3 5X1 5

Também podemos utilizar a reta numérica para interpretar geometricamente a divisao 5+ % =5Hx3 =
15. Imagine que estamos caminhando sobre a reta e desejamos ir de 0 a 5, dando passos de tamanho %

NN NN N N N N N N N N N N N

>

0 1 2 3 4 5
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Observe, pela figura anterior, que sao necessarios 3 passos para percorrer cada um dos segmentos entre
os numeros inteiros. Logo, sdo necessarios 5x3 = 15 passos para ir de 0 a 5. Portanto,

1
o+ - =5x3=15.
3 X

De modo anélogo, 6 + % representa a quantidade de passos que devemos dar se desejamos ir de 0 a 6,
utilizando passos com % de seu tamanho. Mas veja que, nesse caso, sdo necessarios 3 passos de tamanho
% para percorrer 2 unidades inteiras, ou seja, para cada um dos intervalos [0, 2], [2,4] e [4,6]. Portanto,

~ s . 6 _ 3 _ 18 _ . .
sao necessdrios 5x3 = 6x35 = 5 = 9 passos para ir de 0 a 6, ou seja,
2 18

3

0 1 2 3 4 5 6

Para apresentar uma interpretacao geométrica para a divisio 1 + -, procuraremos uma resposta
137

para a pergunta: quantos segmentos de medida % cabem em 1 segmento de medida 1?7 Para responder

a essa pergunta, primeiro note que
1315
312

Assim,
(2+3) =1
5) 13 7
ou seja, . 5 13
1l —=2+-=—.
13 +5 5

|
|

0 L
13

)—‘lH
w|O

Agora, se 0 < p < n sdo nimeros naturais, entdo, dividindo n por p, encontramos nimeros naturais
gertaisque 0 <r <pen=gqgp+r. Também aqui, obtemos

r
) 2
P n

0 que implica

[S)[e)]
I
—_

o

Na figura, a unidade foi dividida em 5 intervalos de medida % e a fracao % corresponde a 13 desses
intervalos. Assim, % da fracdo 12 correspondem a 5 desses intervalos menores, cuja medida é % Logo,

1 - 13 _ 5
concluimos que 1+ 2 = 3.

Mais geralmente, temos o seguinte algoritmo.

5
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Divisao de Fragoes: para dividir uma fracdo por outra, basta multiplicar a primeira fragdo pela
inversa da segunda. Por exemplo,

2 4 25 2¢5 10
375 34 34 12
¢ 1.1 13 1«3 3
5°3 51 56xI b

1.4 - Exercicios resolvidos e propostos
Sequéncia 1

Exercicio 1.45 Em cada um dos itens abaixo, a parte pintada de cor clara no retangulo da esquerda
representa uma fracdo e a parte pintada de cor escura no retdngulo da direita representa o produto
dessa fracdo por uma segunda fragdo. Encontre as duas fragoes e calcule seu produto.

(a)

—

B

“. Solucdo. (a) A parte mais clara no retangulo da esquerda representa a fracio % No retangulo

da direita, a parte escura representa 711 da parte mais clara no retangulo da esquerda. Assim, a
figura representa o produto
1 2 2
— X = = —,
4 3 12
(b) A parte clara no retdngulo da esquerda representa a fragao %, enquanto a parte escura no retangulo
da direita representa % da parte mais clara no retdngulo da esquerda. Logo, a figura representa o

produto
3.4_12
8 5 40
[
Exercicio 1.46 Calcule
(a) 87 (c) 4x2. (e) 3+2. (g I+1.
3,1
(b) 57 (d) $xfxd. (f) 3+3. ]

Para tornar mais simples os cédlculos efetuados em uma multiplicagdo de fragdes, podemos dividir, por
um mesmo numero natural, o numerador de uma das fracoes e o denominador de outra, procedimento
esse chamado de simplificagao. Do mesmo modo, em uma divisdo de fragoes, podemos dividir os
seus numeradores por um mesmo numero natural e, também, podemos dividir os seus denominadores
por um mesmo nimero natural. Lembre-se de que, para dividir uma fracdo por outra, multiplicamos
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a primeira fracdo pela inversa da segunda. Logo, quando transformamos a divisdo dessas fracoes
em uma multiplicagdo, o numerador da segunda fracdo vira denominador e o seu denominador vira
numerador. Por exemplo, com relacao aos itens (d) e (h), do exercicio 1.46, temos

3T A_B T A
4 37 437
’ 9.13__9 13 9 13 92 9x2 18
11 " 22 11=11 "22=11 1~ 2 1 13 13x1 13’

Exercicio 1.47 Carlos passa }L do dia estudando. Do tempo que passa estudando, ele utiliza % para
estudar Matematica. Que fracdo do dia Carlos utiliza para estudar Mateméatica?

N . St L1 _1xa_ 1 i
» Solucdo. Carlos estuda Matematica durante 5x; = 357 = 15 do dia. |

©

Exercicio 1.48 Joana gastou % de sua mesada na cantina da escola. Do total que gastou na cantina,
% foram gastos com doces. Que fragdo de sua mesada Joana gastou com doces?

Exercicio 1.49 Quantas garrafas com capacidade de % de litro sdao necessarias para distribuir 30 litros
de suco?

>+ Solucdo. A quantidade de garrafas com capacidade de % de litro necessarias para distribuir os 30

litros de suco é

&

2 30+2 2-+2 1

Exercicio 1.50 Numa corrida de revezamento, as equipes devem percorrer um total de % quiléometros
e cada atleta deve percorrer % de quilometro. Quantos atletas cada equipe deve ter?

Sequéncia 2

Para o proximo exercicio, observe que, na presenca de adigdes ou subtragdes, juntamente com
multiplicacbes ou divisdes, as multiplicagoes e divisdes tém, por convencdo, prioridade de execucdo
sobre as adi¢oes e subtragoes, sendo esse procedimento conhecido como ordem de precedéncia da
multiplicacdo e da divisao sobre a adicao e subtracao.

Exercicio 1.51 Calcule:

Exercicio 1.52 Joaquim comeu % de uma pizza e José comeu % do que restou. Que fracdo da pizza
foi comida por José?
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@ Solucdo. Um;L vez que Joaquim comeu % da pizza, restaram % — % = 83%1 = % da pizza. Assim,
como José comeu = do que restou, a fragao da pizza que ele comeu foi

2.7 2+2 7 1

=X == X = —X— = —,

7 8 7 8+2 1 4 4
Portanto, José comeu i da pizza. [ |

Se a multiplicacao das fracoes % e % ¢é feita sem os cancelamentos e simplificacbes, obtemos

2 7 2x7 14
—X= = = —,
7 8 T7x8 56
Veja que obtivemos como resposta a fragao é—é, que é equivalente a 711’ uma vez que égii = %. A

vantagem de fazer os cancelamentos e simplificagoes, antes de efetuar a multiplicacao, é que os calculos
ficam mais simples.

Exercicio 1.53 Joaquim comeu % de uma pizza e José comeu % do que restou. Que fragdo da pizza os
dois comeram juntos?

Exercicio 1.54 A familia de Jaime bebe dgua em copos cuja capacidade é % de litro. Se o garrafao de
agua que estao utilizando ainda tem 5% de litros de dgua, quantos copos eles ainda poderao encher
completamente?
“. Solucdo. Inicialmente, veja que 5% = 5Xg+3 = %. Logo, ainda hé % litros de dgua no garrafio.
Dividindo essa quantidade em copos com capacidade de % de litro, obtemos um total de

28 2 28 2

— - =—+ - =28+2= 14 copos.

55 5 B P
Assim, a familia de Jaime ainda podera encher, completamente, 14 copos com a dgua que resta no
garrafao. m

Exercicio 1.55 O pai de Bruna a presenteou com alguns doces na tltima sexta-feira. No sdbado, ela
comeu metade dos doces que ganhou e no domingo comeu a metade do que havia restado no sabado.
Que fragdo da quantidade total de doces Bruna comeu no domingo?

Exercicio 1.56 O pai de Maria a presenteou com alguns doces na tltima sexta-feira. Ela comeu
metade dos doces que tinha no sabado e metade do que restou no domingo. Que fragdo da quantidade
total de doces Maria comeu durante o fim de semana?

de

N[

utilizou % dessa quantidade para fazer queijo e o restante vendeu em garrafas de capacidade de
litro. Quantas garrafas de leite Armando vendeu?

do

Wl

Exercicio 1.58 Fernando construiu sua casa em % de seu lote. Dias depois, plantou frutas em
restante. Calcule a fragdo do terreno destinada ao plantio de frutas.

Exercicio 1.59 — Canguru. Em um teatro infantil, um sexto da audiéncia era de adultos e dois
quintos das criancas eram de meninos. Qual fragdo da audiéncia era de meninas?

‘ Exercicio 1.57 A fazenda de Armando produziu 270 litros de leite durante a ltima semana. Ele

(d) (e)

(S]]

=
(S

(b) ()

D[
Wl

(a)
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» Solucdo. Uma vez que L da audiéncia era formada por adultos, 1 — l = 6761— = % da audiéncia

era composta por criancas. Como 2 £ das criangas eram meninos, 1 — g - % =
meninas. Assim, a fracdo da audiéncia composta por meninas era

\\\?i\

das criangas eram

Two|

§ S 3+3X5+5_1X1_l
56 5+5 6+3 -2
Assim, a alternativa correta é a da letra (a). |

Exercicio 1.60 — Canguru. Um oitavo dos convidados de um casamento eram criangas. Trés sétimos
dos adultos convidados eram homens. Que fracdo dos convidados eram mulheres adultas?

(a) 1. (b) L. (c) L. (d) L. (e) 2.

Exercicio 1.61 Num time de futebol carioca, metade dos jogadores contratados sao cariocas, um tergo
sdo de outros estados e os 4 restantes sdo estrangeiros. Quantos jogadores contratados tem o clube?

\\Q\\/\

1
» Solucdo. A fragao, em relagido ao total, dos jogadores brasileiros é 3 +

jogadores é estrangeiro, que totalizam 4. Assim, o total de jogadores do clube é

Sequéncia 3

Exercicio 1.62 — OBMEP. Dois meses atrds, o prefeito de uma cidade iniciou a construcio de uma
nova escola. No primeiro més, foi feito 1/3 da obra e no segundo més, mais 1/3 do que faltava. A
que fracdo da obra corresponde a parte ainda nao construida da escola?

\\‘\\/\

>+ Solucdo. Depois de concluido o primeiro 3 L da obra no primeiro més, restaram . Assim, no segundo

més foram concluidos 1 3 g 2 da obra. Assim, a fracdo da obra da escola conclu1da nos dois primeiros

meses €&

1 2 1x3 2 3 2 5

3 9 3x3 9 9 9 9
Logo, a fragdo da obra corresponde a parte ainda nao construida da escola é

9 5 4

9 9 9
]

Exercicio 1.63 Uma caixa possui 64 biscoitos. Em cada um dos dias da semana passada, de segunda
a sexta-feira, Artur comeu metade dos biscoitos que havia na caixa. Quantos biscoitos restaram?

\*“)

>+ Solucdo. Como, em cada, dia Artur come a metade dos biscoitos, a quantidade de biscoitos que
resta na caixa é igual & quantidade de biscoitos que ele comeu. Assim, na segunda, Artur comeu
%X64 = 32 biscoitos, na terca comeu %X32 = 16; na quarta %XIG = 8; na quinta %XS = 4 e na sexta
%Xél = 2. Portanto, restaram 2 biscoitos na caixa. |
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Exercicio 1.64 — Fundacdo Carlos Chagas - adaptado. Joao trabalhou ininterruptamente por 2
horas e 50 minutos na digitagdo de um texto. Sabendo que ele concluiu essa tarefa quando eram
decorridos 11/16 do dia, contados a partir das 0h, podemos afirmar que ele iniciou a digitagdo do
texto as

) 13h 40min.
) 13h 20min.
c¢) 13h.
)
)

& Solucdo. Como 1 dia tem 24 horas e cada hora tem 60 minutos, 1 dia possui 24x60 = 1440 minutos.

Assim, Joao finalizou a tarefa %XI440 = %éoxu = 90x11 = 990 minutos depois de Oh. Agora, veja

que 990 = 60x16 + 30, conforme o seguinte algoritmo de divisao.

99060
390|16
30

Logo, Joao concluiu o texto as 16h 30min. Subtraindo 2h 50min de 16h 30min, obtemos 16h 30min,
conforme o algoritmo de subtracao abaixo.

16h 30min
— 2h 50min
13h 40min

Portanto, Jodo iniciou a digitagdo as 13h40min. Assim, a alternativa correta é a da letra (a). ]

Exercicio 1.65 — OBM. Carlos fez uma viagem de 1210 km, sendo 7/11 de aeroplano, 2/5 do restante
de trem, 3/8 do novo resto de automoével e os demais quilometros a cavalo. Calcule quantos quilometros
Carlos percorreu a cavalo.

Exercicio 1.66 — Adaptado da OBMEP. Na igualdade abaixo, (] é um nimero inteiro positivo. Qual é
o seu valor?

0_,. 1
7 244

Sequéncia 4

Exercicio 1.67 No pédtio de uma montadora hé carros de cinco cores: preto, branco, vermelho, azul e
prata. Metade dos carros sdo pretos e um quinto dos carros sao brancos. De cada uma das outras
trés cores, ha ntimeros iguais de carros. Sabendo-se que existem 42 carros vermelhos, quantos carros
brancos ha no patio?

&\ 1
-

>+ Solucdo. Dos carros que se encontram no patio da montadora, 5 sao pretos e % sdo brancos. Assim,
a fracdo que corresponde ao total de carros pretos ou brancos é

1 1><5+1XZ_5+2_7
5 2x5  5x2 10 10 10’

—+

1
2

Desse modo, a fracdo que corresponde aos carros que nao sao pretos nem brancos é

0 7 _3
10 10 10
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Agora, como hd quantidades iguais das outras trés cores, a fracdo que corresponde a quantidade de
carros de cada uma dessas cores é

3 3'3 1 1

Como h& 42 carros vermelhos, quantidade essa que corresponde a 1—10 do total de carros no patio da
montadora, concluimos as seguintes correspondéncias.

1
E — 42 carros

% — 10x42 = 420 carros

Logo, ha 420 carros no patio. Os carros brancos correspondem a = do total de carros no patio, ou seja,
a quantidade de carros brancos é

1
5X420 = 84 carros.
[ |

Uma vez que a a fracdo que corresponde aos carros vermelhos é conhecida, podemos proceder do
seguinte modo alternativo para encontrar a quantidade de carros brancos.

1
— — 42 carros

10
2 — 2x42 = 84
— = 84 carros
10
Note que 10 2 =. Logo, a quantidade de carros brancos é igual a 84.

Exercicio 1.68 A metade de um muro é pintada de vermelho, um terco do que nao é pintado de
vermelho, é pintado de verde, e o restante é pintado de azul. A parte pintada de azul mede 160 cm
de comprimento. Qual o comprimento da parte pintada de vermelho?

Exercicio 1.69 Uma heranca em dinheiro foi distribuida entre quatro irméos. Ao primeiro, coube %
do total, enquanto o segundo recebeu % do restante. Ao terceiro coube % da soma das partes dos
dois primeiros. Por fim, o quarto recebeu R$ 15.000,00. Quanto recebeu cada um dos herdeiros?

Exercicio 1.70 — OBMEP - adaptada. Uma loja de roupas reduziu em 1—10 o preco de uma camiseta,
mas nao conseguiu vendé-la. Na semana seguinte, reduziu em % 0 NoVo prego, e a camiseta foi vendida
por R$54,00. Qual era o preco original da camiseta?
&\ 10 1 _ 9
2+ Solucdo. Quando a loja reduziu em 10 o prego da camiseta, 0 novo prego passou a ser 15 — 15 = 1ig
do preco original. Depois da nova reducio de + £ do novo prego o preco da camiseta passou a ser

% 1% 4t 52 X 109 5 gig 8 do preco orginal. Portanto, oH 8 do preco original corresponde a R$ 54,00.
Desse modo, temos as segumtes correspondéncias.
18
— — 54
25
! — 54 +-3=18
25
25
— — 25x3 =175
25

Concluimos, assim, que o preco original da camiseta era R$ 75,00. |
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Exercicio 1.71 Douglas tem uma caixa de tomates. No domingo, % dos tomates da caixa estragaram:;
na segunda-feira, estragou % do que sobrou no domingo. Sobraram 70 tomates em boas condigoes.
Qual o total de tomates que havia na caixa?

Exercicio 1.72 — CMF. Para o Desfile Civico-Militar de 7 de setembro, o Colégio Militar de Fortaleza
precisou deslocar o Batalhdo Escolar para a Avenida Beira-Mar. Esse deslocamento foi realizado
utilizando-se 18 6nibus com 50 lugares cada um. Em % dos onibus, % dos lugares ficaram livres. Em
% do restante dos 6nibus, dois lugares ficaram livres em cada um. Nos demais 6nibus, ficou um lugar
livre em cada um. Pode-se afirmar que o efetivo deslocado para a Avenida Beira-Mar poderia ter

sido transportado em:

PN
Z\

> Solucdo. Vamos calcular o total de pessoas que foram & avenida Beira-mar para participar do
desfile. Como %XIS = 13—8 =6e %0X50 = ‘;’—8 =5, 6 6nibus foram & Beira-mar com 45 lugares ocupados.
Agora, veja que % do restante dos 6nibus correspondem a %X12 = % -3 = 3x3 = 9 Onibus, os quais
foram a Beira-mar com 48 lugares ocupados. Os 3 6nibus restantes foram a Beira-mar com 49 lugares

ocupados. Assim, o total de pessoas que foram ao desfile é

6x45 + 9x48 4+ 3x49 = 6x(50 — 5) + 9x(50 — 2) + 3x(50 — 1)
= 18x50 — (6x5 -+ 9x2 + 3x1)
=900 — 51
= 849.

Portanto, fica claro que a alternativa correta é a da letra (d), ou seja, o efetivo do CMF poderia ser
transportado em 17 6nibus e sobraria exatamente um lugar livre em um 6nibus. |

Exercicio 1.73 — CMF. Doze amigas resolveram alugar uma casa de praia para passar uma temporada.
Metade do aluguel foi pago no dia da assinatura do contrato, sendo o valor dividido igualmente por
todas as doze amigas. O restante deveria ser pago no dia em que chegassem a casa, porém, no dia do
passeio, trés amigas desistiram. O restante do valor do aluguel teve, entao, de ser dividido igualmente
apenas entre aquelas amigas que compareceram. A fracao do valor total do aluguel pago por cada
uma das amigas que compareceram foi de:

(2) - (b) - (c) 55- () (e)

S Solucdo. A metade do aluguel, que foi paga no dia da assinatura do contrato, foi dividida igualmente

para as 12 amigas, logo, cada uma delas pagou % =12 = %xl—lz = i do valor do aluguel. Ja a segunda

metade, foi igualmente dividida, no dia da chegada & casa, somente entre as amigas que compareceram.
Assim, cada uma das nove amigas que compareceram pagou mais % +9= %X$ = % do valor do aluguel.
Portanto, a fragdo do valor total do aluguel pago por cada uma das amigas que compareceram foi

D=
o

1 1 1x3 1x4 3 4 7

U8 T 3 T 18d T T

Desse modo, a alternativa correta é a da letra (a). |



2 Operacoes com fracoes e numeros decimais

Nesta secdo, vamos revisitar as operagoes com fragdes vistas no caderno anterior, enfatizando modelos
geométricos dos calculos aritméticos com fracdes e nimeros decimais.

2.1 - A divisdo de fracoes G

Problema 3 No almogo da escola, Dona Ana deve servir 2 litros de suco em copos de 1/4 de litro.
Quantos copos, completamente cheios, podem ser servidos?

Problema 4 Para manter a forma fisica, Seu Alberto faz caminhadas didrias de 2 quilémetros, com
paradas répidas a cada trecho de 1/4 de quilémetro. Em quantos trechos ele divide sua caminhada
diaria?

Problema 5 Mariana quer marcar uma linha de 2 metros usando uma fita de 1/4 de metro. Quantas
medigoes deve fazer?

I Problema 6 Trocando 2 reais em moedas de 25 centavos, quantas moedas recebemos?

I Problema 7 Quantos quartos de hora temos em 2 horas?
@ Solucdo. Todos esses problemas podem ser modelados usando a mesma representagio geométrica,
como ilustrado na figura seguinte. A parte de cima da figura é formado por duas barras retangulares,
cada uma representando uma unidade de medida. Na parte de baixo da figura, destacamos um quadrado
que corresponde a 1/4 da barra retangular:

| | | = 2 unidades

| | | | | = 1/4 da unidade

Perceba que podemos dividir 1 barra retangular em 4 copias do quadrado, que corresponde a 1/4 da

barra, isto é,
1

1:-=4.
4
Dito de outro modo, 4 cépias do quadrado (que corresponde a 1/4 da barra) formam 1 barra inteira, ou
seja,
1
dx— = 1.
4

Da mesma forma, 2 barras retangulares, como na parte de cima da figura, podem ser divididas em 8
copias do quadrado, que corresponde, como sabemos, a 1/4 da barra, ou seja,

2: - =28,

1
4
uma vez que
1
8x— =12
X4 s

ou seja, 8 copias do quadrado formam o equivalente a 2 barras inteiras.

Para verificar essas afirmacoes, perceba, na seguinte figura, que, de fato, cada barra retangular pode
ser dividida em 4 cépias do quadrado. Isso nos permite comparar as regides pintadas como multiplos do
quadrado:
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| | | | | | | | | = 8/4 de unidades

| | | | | = 1/4 da unidade

Podemos interpretar as solugdes dos problemas acima do seguinte modo: a barra representa a unidade
de medida original; o quadrado representa uma nova unidade de medida, equivalente a 1/4 da unidade
de medida original. O que corresponde a 2 unidades de medida originais é, agora, dado por 8 unidades
da nova medida. |

Baseando-se nos problemas anteriores, podemos compreender o que acontece na divisdo de um niimero
natural a por uma fragdo da forma 1/b, onde b é também um nimero natural, ndo-nulo. Consideremos
os seguintes problemas:

Problema 8 Em uma fibrica artesanal de sandalias, um certo ntimero de operarios, trabalhando
durante 15 dias, produz 1200 sandalias. Com apenas 1/3 desses operérios, trabalhando com a mesma
produtividade, em quantos dias teriamos a mesma producao de sandélias?

em 5 dias.

em 30 dias.
em 45 dias.
em 80 dias.

o T

)
)
)
)

o

Problema 9 Em uma promogao para o Dia das Criangas, uma sorveteria vende uma bola de sorvete
por 2/3 do prego normal. Quantas bolas de sorvete teria que vender para que tivesse a mesma receita
de 12 bolas vendidas ao preco normal?

a) 8.
b) 16.
c) 18.
d) 48.

Observacdo 2.1 Assim como antes, podemos modelar os problemas acima com uma tnica represen-
tagdo geométrica: consideramos um ntmero natural a como a primeira quantidade inteira em cada
problema, isto é,

nimero de maquinas = 15
a =
numero de bolas de sorvete = 12

Além disso, fixamos b como o nimero natural que indica em quantas vezes dividimos a segunda
quantidade inteira do problema, ou seja,
1/b = fragdo do nimero inicial de méquinas = 1/3
fragdo do prego normal da bola de sorvete = 2/3
Na parte de cima da figura a seguir, temos a copias de um retdngulo que representa 1 unidade de

medida, enquanto, na parte de baixo da figura, destacamos um quadrado que representa 1/b desse
retdngulo. Para fixar ideias, vamos considerar a = 8 e b = 3. Temos:

| | | | | | | | | = @ unidades de medida

[ T ] ]=1/bdaunidade de medida

Devemos calcular quantas cépias do quadrado, que representa a fragdo % da barra, preenchem inteiramente
as a barras. Ou seja, devemos calcular o quociente

1
a: —

b
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Para tanto, dividimos cada barra retangular em b quadrados, visto que 1 barra equivale a b quadrados,
isto é,

1
1:=-=b
b 9y
ou seja,
bxl—l
;= L

Assim, contamos, ao todo, a - b, visto que temos a cdpias da barra retangular na parte de cima da figura:

LTI T PP P PP TP PPTT T T ] §=a-bveres 1/b da unidade

I:I:I:I = 1/b da unidade de medida

Em resumo, o nimero de quadrados, cada um representando % da barra, que preenchem a barras inteiras
é dado por a - b, ou seja,

a:—-=a-b,

1
b
ou, escrevendo de outro modo,

=a-b.

SIS

Resumimos esse resultado no seguinte quadro:

Divisao de um niimero inteiro positivo a pela fragao %: o resultado final é o produto de a pelo

inverso da fragdo que esta como divisor, ou seja, a - b.

\

©» Solucdo. Problema 8. Nesse problema especifico, temos

<

a = 15 dias

1 1 o
5 =3 das maquinas.

b

Assim, o nimero de dias necessario para produzir as 1200 sandélias com apenas 1/3 das maquinas é

igual a
1 1
T5:15:f:15-3:45dias.
g 3

Representamos geometricamente essa divisdo da seguinte forma:

| | | | | | | | | | | | | | | | = producao das maquinas em 15 dias

I:I:I:I = produgdo de 1/3 das méquinas por dia

LT T TP TR T T TEL VLT TLTTETTY = producio de 5 das mdquinas em 45 dias

Na primeira parte da figura, cada barra retangular representa a producao de todas as maquinas em
1 dia. As 15 barras representam a produgao de todas as mdquinas em 15 dias. Na segunda parte da
figura, representamos, destacada em outra cor, a produgao, em um dia, de apenas 1/3 das maquinas.
Por fim, na terceira parte da figura, temos a producdo, em 45 dias, de apenas 1/3 das méaquinas. Note
que a produgao de todas as maquinas em 15 dias é a mesma de 1/3 das maquinas em 15 - 3 = 45 dias.
A soma das barras, na primeira e na terceira partes da figura, é a mesma: 1200 sandélias. |

<

> Solucdo. Problema 9. Agora, nesse outro problema, temos

a = 12 bolas
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34

2 1
3=3 do preco da bola.

Assim, o nimero m de bolas vendidas necessario para termos a mesma receita que terfamos vendendo
12 bolas ao preco normal, inteiro, é dado por

2
LZ=12.
m 3

Multiplicando cada um dos lados dessa igualdade por 3, temos:
m-2=12-3

Agora, dividindo cada um dos lados dessa nova igualdade por 2, obtemos:

3
=12 -
m X
ou seja,
36
m = 5 = 18 bolas de sorvete.

Observe que
3 2
=12.5=12:%
" 2 3

Representamos geometricamente essa divisdo da seguinte forma:

| | | | | | | | | | | | | = venda de 12 bolas ao prego inteiro

I:I:I:I = venda de 1 bola a % do preco

[T T T T T T TTT] = venda de 18 bolas 3 do preco

Na primeira parte da figura, cada barra retangular representa o prego normal de 1 bola de sorvete; as
12 barras representam a receita obtida com venda de 12 bolas a esse preco. Na segunda parte da figura,
representamos a receita da venda de 1 bola a 2/3 do prego normal. Por fim, na terceira parte da figura,
temos a receita da venda de 18 bolas de sorvete a 2/3 do prego normal. Note que a receita de 18 bolas
ao prego normal é a mesma de 18 bolas a 2/3 desse prego. |

Observacdo 2.2 Nesses dois problemas, temos duas grandezas cujo produto deve ser mantido
constante. Por exemplo, no caso das bolas de sorvete, a receita das vendas deve ser mantida a mesma:
se o preco de 1 bola de sorvete é reduzido a metade do normal, precisamos duplicar a quantidade
de bolas vendidas; se o preco é reduzido a um terco do normal, precisamos triplicar a quantidade
de bolas vendidas, e assim por diante. Para fixar ideias, digamos que o pre¢co normal de 1 bola de
sorvete seja R$ 6,00. Nesse caso, teriamos a seguinte tabela de precos, quantidades vendidas e receita:

Preco unitdrio (em reais) | Quantidade vendida | Receita das vendas (em reais)
6 12 6-12 =172
4=2.6,00 3.12=18 4-18 =72
2=13-6,00 3.12=36 236 =172

Nessa situagao hipotética, dizemos que a grandeza prego e a grandeza quantidade vendida sao
inversamente proporcionais. Observe que, ao diminuir o prego de 6 reais para 6/b, devemos aumentar
a quantidade vendida de 12 para 12 - b, a fim de manter sempre a mesma receita, isto é, 72 reais.

A partir do proximo problema, estudaremos a interpretagdo geométrica do algoritmo de divisdo de
uma fragdo por outra.
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Problema 10 Em seu aniversario, Rafaela convidou os amigos para um rodizio de pizzas, encomen-
dando a pizzaria uma dada quantidade de fatias por convidado. No dia, a pizzaria serviu apenas 3/4
da quantidade combinada de fatias por convidado. Por outro lado, compareceram 3/8 dos convidados,
somente. A quantidade de fatias de pizza por convidado presente aumentou, diminuiu ou permaneceu
a mesma que havia sido encomendada?

_
&)

2 Solucdo. Note que % é a metade de %, isto é,

§:§:2,

8§ 4
ou seja

3_,.3.

4 8

Assim, a quantidade de fatias de pizza por convidado presente foi, no aniversario de Rafaela, dada por

% da quantidade de fatias

da quantidade de fatias por convidado = 2.

00lwo|islco

% dos convidados

Concluimos que foi servida, na pratica, uma quantidade de fatias de pizza, por convidado, 2 vezes
maior do que a inicialmente encomendada. |

Observacado 2.3 Para fixar ideias, podemos supor que fossem convidadas 16 pessoas e que tenham
sido encomendadas 10 fatias por convidado, com um total de 160 fatias encomendadas. Se apenas
3/8 dos convidados comparecessem, terfamos, de fato, apenas

gde16:3-éde16:3-2:6convidados.

Se apenas 3/4 da quantidade encomendada de pizzas fossem realmente servidos, teriamos:
3 1 .
1 de 160 = 3 - 1 de 160 = 3 - 40 = 120 fatias.

Assim, a quantidade de fatias de pizza servidas por convidado seria igual a

120 fatias

—————— = 20 fatias por convidado,
6 convidados =

2 vezes mais do que as 10 fatias por convidado que haviam sido encomendadas.

Observacdo 2.4 Para compreendermos melhor a conclusdo desse problema, suponhamos que outras
situagoes ocorram. Por exemplo, suponha que 5/8 dos convidados tenham comparecido em vez
de apenas 3/8, como supomos anteriormente. Nesse caso, observemos, antes de mais nada, a

equivaléncia de fracgGes
3 6

4 8
Logo, o quociente de quantidade de fatias por convidado seria

6
)

B~ w
co| Ut
ol o™
co| Ut

)

oolen|ooloy

ou seja, teriamos g = 1% vezes mais fatias de pizza por convidado do que inicialmente encomendado.
Se fora encomendadas 10 fatias por convidado, teriamos, agora, g de 10, ou seja, 6 - % de 10, que é
igual a 6 - 2 = 12 fatias de pizza por convidado.
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Problema 11 Calcule o resultado da divisao

Wl N
e~ w

2. Solucdo. Solugdo aritmética do Problema 11. Temos as seguintes equivaléncias de fragdes:

2 2.4 8
3 3.4 12
(§]
3 .33 9
4 4.3 12

Assim, a divisao de fracoes é calculada da seguinte formas:

wl N
B~ w
NN
I
Rl
NelNoo)

Observacdo 2.5 Uma solucdo alternativa é observar que, se 3/4 correspondem a 2/3, entao 1/4
corresponde a 1/3 de 2/3. Como 1/3 de 1/3 é 1/9, temos que 1/3 de 2/3 é 2/9. Em resumo, 1/4
corresponde a 2/9. Logo, 1 = 4/4 correspondem a 4 - 2/9, ou seja, 8/9 do tempo disponivel.

Observacdo 2.6 Essa solucao anterior pode ser expressada da seguinte forma: o resultado da divisao

wl N
>
NN

nao se altera se multiplicarmos tanto o dividendo (a primeira fragdo) quanto o divisor (a segunda
fragdo) por 3, obtendo:

2 2
23_5.35_2
: 3 379
34 3 337 1

Esse quociente também nao muda se multiplicarmos, agora, tanto o dividendo (nesse caso, o nimero
2) quanto o divisor (nesse caso, o ntimero %) por 4, obtendo:

2 3 % 3.2 2 4.2 8
3'4 3 3.3 9 4.9 9
Em resumo, temos:
2 3 4-3-3 8
3'4 3.4-3°9

Problema 12 Marcela fez 3/4 das questoes da prova de Matemaética e acertou 2/3 de todas as questdes.
Considerando apenas as questoes que ela fez, qual fracdo delas Marcela acertou?

2. Solucdo. Temos
2 < 3
3 4
pois 2 -4 < 3 - 3. Verificaremos essa desigualdade, representando as duas fra¢gdes em retas numéricas.
Por ora, concluimos dessa desigualdade que

< 1.

2
3
3
1
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Portanto, como ja sabiamos, Marcela nao acerta todas as questoes que fez na prova. Para comprovar
isso de forma mais precisa, calculemos o quociente das duas fracbes. Comegamos representando as
fracoes 2/3 e 3/4 nas seguintes retas numéricas:

0 1)3 2}3 1

Figura 2.1: 2/3 da unidade de medida

0 1/4 2/4 3/4 i

Figura 2.2: 3/4 da unidade de medida

Considerando 12 como divisor comum de 3 e 4, temos as equivaléncias de fragoes

2 2.4 8 3 33 9

37 3.4 12 © 1T 13 1

representadas nas seguintes retas numeéricas (com doze intervalos, cada um deles de comprimento igual

a 1/12 da unidade de medida):

0 I I I 1)3

2}3 I I I i

Figura 2.3: 2/3 = 8/12 da unidade de medida

0 | | 1)4 2)4 3}4 | | 1

Figura 2.4: 3/4 = 9/12 da unidade de medida

Observe que a razdo entre o comprimento do segmento correspondente a 2/3 e o comprimento do

segmento correspondente a 3/4 é de 8 para 9, ou seja: 2/3 estd para 3/4 assim como 8 esta para 9. Ao
utilizarmos 1/12 da unidade de medida nas duas retas numéricas, conseguimos comparar as fragoes % e

% e obtemos

8
=_-<L
9

INIV NS
Rl

Logo, comprovamos o que ja haviamos concluido: Marcela acerta % das questoes que fez, ou seja, nao
acerta todas as questoes que fez. Para esclarecer esse ponto, digamos que o teste tivesse 12 questoes.
Marcela teria feito

3

1-12:3-3:9quest6es
e teria acertado 2/3 do total de questdes, isto é,

2 -

3 12 =2 -4 = 8 questoes.

Assim, a razdo entre questoes acertadas e questoes feitas por Marcela seria

8

97

como ja havia sido calculado. |

Resumindo o que observamos com esses exemplos, temos o seguinte algoritmo da divisao de
fracgoes:
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Divisao de uma fragao ; pela fragdo ;. Dados ntimeros naturais a,b,c,d com b # 0, c # 0 e

d # 0, temos

o
S
SH

SallES]
alo
SallES]
S

- C

Vamos justificar esse algoritmo, usando retas numéricas. Na primeira das seguintes retas numéricas,

representamos a = 5 copias de um segmento cujo comprimento é igual a % = % da unidade de medida.

Na segunda reta numérica, destacamos ¢ = 3 copias de um segmento cuja comprimento é igual a é = }1

da unidade de medida.

0 1)6 2)6 3/6 4)6 5/6 1

Figura 2.5: a vezes 1/b, ou seja, § da unidade de medida

0 1}4 2/4 3/4 1

Figura 2.6: c vezes 1/d, ou seja, § da unidade de medida

Considerando ¢-d = 6 -4 = 24 como divisor comum de 3 e 4 (poderiamos ter escolhido 12 em vez de 24,
também), temos as equivaléncias de fragoes

a 5 5-4 20 a-d c 3 3:-6 18 c-b

b 6 6.4 24 b-d O d 4 16 24 d-v

representadas nas seguintes retas numéricas (com b - d intervalos, de comprimento ﬁ):

0 1/ 2)6 3/6 4}6 5/6 1

Figura 2.7: a/b=a-d/b-d da unidade de medida

| |
0 I I I I I 1/\4 2/4 3)4 [ [ [ [ [ i
Figura 2.8: ¢/d = c-b/d - b da unidade de medida

Na terceira (respectivamente, quarta) reta numérica, a escala é d vezes menor (respectivamente, b vezes
menor) do que na primeira (respectivamente, segunda), com intervalos de comprimento ﬁ da unidade
de medida entre uma marcacao e outra. Temos:

a a-d
a.c_5_bd_94d
“d ¢ bec .
b d v = b-c

No exemplo que temos trabalhado, essas expressoes sdo dadas por

I

5.3 _
6 4

54 20 10

6 18 9

[=2][e)

NI NS
2]
ol
w

o
IS

Nos ultimos exemplos, decompusemos as figuras em quadrados mediante uma escolha conveniente de
de inteiros que dependiam nos denominadores das fragoes envolvidas. O préximo exemplo nos motiva a
discutir outros tipos de divisdes que produzem o mesmo resultado.

I Exercicio 2.1 Calcule a divisao % ; %.

.
&

2 Solucdo. Para a representagio da divisdo entre duas fragoes, vamos recorrer novamente as barras.

2 %. Conseguimos representar por meio das barras, tanto o nimero

Consideramos a seguinte operagao % :

% quanto %, como mostrado a seguir:
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| | | | = 2/3 de unidade de medida

| | | | = 1/6 da unidade de medida

Temos:
2.1_2-2.1_4.1_4
3'6 3:2°6 6 6
Geometricamente, dividimos o segmento de reta de 0 a 1 em 6 partes iguais de comprimento %:

_ | | =2/3 ou 4/6 da unidade de medida
- | | | | | = 1/6 da unidade de medida

Exercicio 2.2 Nas divisoes a seguir, use fracoes equivalentes aos termos da divisdo para encontrar os
resultados:

o

S—
(o] EN e [ LI N
e 0l Ol
Sler

P
?\

@ Solucdo. a) Temos:

4 2 4 2 6 6
e . — N . — :4: _——= 4 . — = N =
39 <3 3> <3 9> 9 9 <9 9> 36:6=6

De modo mais direto, poderiamos ter multiplicado tanto o dividendo quanto o divisor por 9, que é
multiplo comum de 3 e 9, obtendo:

| | | | | | | = 5/6 de unidade de medida

| | | | | | | | | = 3/8 da unidade de medida

Considerando que 24 é multiplo comum dos denominadores 6 e 8 das fragées no dividendo e divisor,
respectivamente, temos:

g%:(%g) : (24%):(45):(&3):20:9.

Geometricamente, dividimos o segmento de reta de 0 a 1 em 24 partes iguais de comprimento i,
representamos o resultado % pela comparacdo ou razio das partes destacadas nas figuras a seguir:

IR T [T - 5/ o 20/24 de widade de medida

IR [ [T TTTTTTTTTTT] =3/8ou9/24 da unidade de medida
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c¢) Desta vez, representamos as fragoes no dividendo e divisor como segmentos da reta numérica. Temos:

0 1}8 2}8 3/8 4/8 5/8 6/8 7/8 1

Figura 2.9: 7 vezes 1/8, ou seja, % da unidade de medida

0 1/}12 2/}12 3/}12 4/}12 5/}12 6/}12 7/}12 8/}12 9/}12 10}12 11}12 1

, % da unidade de medida

Figura 2.10: 5 vezes 1/12, ou seja

Dividindo cada um dos intervalos marcados na primeira reta em 3 partes iguais, obtemos intervalos

de comprimento igual a 1/24 da unidade de medida, j& que os intervalos originais tém comprimento

igual a 1/8 da unidade de medida. Por sua vez, dividindo cada um dos intervalos marcados na segunda

reta em 2 partes iguais, obtemos intervalos de comprimento igual a 1/24 da unidade de medida, ji que

os intervalos originais tém comprimento igual a 1/12 da unidade de medida. Obtemos, assim, a seguinte
comparabilidade de 7/8 e 5/12 em termos de fragées equivalentes:

T 7.3 21 5 5.2 10

8 8.3 24 ¢ T2 122 2

Assim,
7 5 21 10 21
8 12 24724 10
Observemos, geometricamente, o resultado dessa divisdao como a comparagéo ou razdo entre os compri-

mentos dos segmentos destacados nas seguintes representagoes da reta numérica:

I I 4/}8 I I 5\/8 I I 6)8 I I 7/\8 I I 1

0 ! ‘1)8 2}8 3}8

Figura 2.11: % ou % da unidade de medida

b 1/}12 | 2/}12 | 3/}12 | 4/}12 | 5/}12 | 6/}12 | 7/}12 | 8/}12 | 9/}12 }10}12}11/}12‘ 1

Figura 2.12: % ou %—2 da unidade de medida

m Exemplo 2.1 Considere a divisao de fragdes

1
7k

W =

em que, novamente, vamos utilizar barras para representar cada uma dessas fracbes e compara-las.
Dividindo a barra que representa 1 unidade de medida em 3 partes iguais, cada parte representa % da
unidade de medida. A parte destacada representa, portanto, % da unidade de medida:

| | | | = 1/3 de unidade de medida

Na figura, seguinte, por sua vez, cada parte representa }1 da unidade de medida:

| | | | | = 1/4 da unidade de medida

Observe que, alinhando partes cujas medidas sdo, respectivamente, 1/3 da unidade de medida e 1/4 da
unidade de medida, obtemos:
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| | | = 1/3 de unidade de medida

Ou seja,

1
3 partes de medida — = 4 partes de medida 1

Assim,

4
3

Y

INF U

isto é, a medida 1/3 estd para a medida 1/4 como 4 estd para 3: temos, aqui, uma relagdo de
proporcionalidade. Note que isto significa que a parte correspondente a 1/3 equivale a

da parte que corresponde a 1/4. Essa andlise nos diz que na parte que mede % “cabe” uma parte

medindo }1 e % de outra parte medindo }1.

I Exercicio 2.3 Determine se 4 : % é maior ou menor que 5.

“» Solucdo. Como 4 : % =5: 3 e dentro de cada unidade “cabe” mais do que 3/4 de uma unidade,

deduzimos que 5 : % > 5. Portanto, 4 : % > 5. |

&

Exercicio 2.4 A pizza da figura foi dividida em 8 pedagos de mesmo tamanho e peso. A parte cinza
sdo os pedagos comidos por Leandro. Se Leandro comeu 225 gramas, quanto pesa a pizza toda?

\

©

» Solucdo. Se % da pizza pesavam 225 gramas, a pizza toda pesava % -225 =875 =600 gramas. W

Exercicio 2.5 Encontre o resultado das divisoes a seguir:

a

=3

C

)
)
)
)
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o~ W G o=

o,

Exercicio 2.6 — Colégio Militar de Belo Horizonte - 2016. A forca de cada alienigena é dada pelo
produto entre seu Poder de Ataque e a experiéncia de seu treinador. Pedrinho e Daniel tém 18 e 21
pontos de experiéncia, respectivamente. Sabendo que o Poder de Ataque dos alienigenas de Pedrinho
e de Daniel é dado na tabela abaixo, é correto afirmar que o:




I EEEEEEEEE—— SGC}@O 2.1

Alienigena x Treinador| Pedrinho Daniel

] 4 11 11 5
Alienchu 13 (3 - E) '3

13 3 1 1 12
Zubali = ]
ubalien 76:21<2;—3)5
Deltali o =g
eltalien (6+3>+6 1

=
N

a
b

)
)
c)
)
)

Alienchu de Pedrinho tem a mesma Forca que o Deltalien de Daniel.
Deltalien de Daniel tem mais For¢a que o Zubalien de Pedrinho.
Alienchu de Daniel tem a mesma Forca que o Zubalien de Pedrinho.
Deltalien de Daniel tem mais For¢a que o Deltalien de Pedrinho.
Zubalien de Daniel tem mais Forga que o Alienchu de Pedrinho.

d
e

2\

@« Solucdo. Vamos refazer a tabela com os resultados de cada célula:

Alienigena x Treinador|Pedrinho/Daniel
: 7 11
Alienchu 3 3
Zubalien % 2
Deltalien % %

Vamos ver agora como fica o produto do poder pela experiéncia do treinador:

Alienigena x Treinador|Pedrinho/Daniel
Alienchu 42 7
Zubalien 66 42
Deltalien 48 49

Temos, entao, que o Deltalien de Daniel tem mais Forga que o Deltalien de Pedrinho. A resposta
correta é a da alternativa d). |

Exercicio 2.7 — OBMEP. Qual sinal que Clotilde deve colocar no lugar de “?” para que a igualdade
fique correta?

(a) + (b) x (c) + (d) = (e) —

“» Solucdo. O método direto aqui é simplesmente substituir todos os sinais das alternativas e decidir
se a afirmativa obtida é verdadeira ou falsa. Vamos fazer isso:

(a) substituindo ? por + obtemos % : g = %X% = % : 2 = 2. Afirmativa verdadeira
(b) substituindo ? por x obtemos 2x¢ = 18 = 3. Afirmativa falsa
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(c) substituindo ? por + obtemos 2 + & = 25 4 %; =124 g—g = g—g = 2. Afirmativa falsa
(d) substituindo ? por = obtemos £ = ¢ = 2. Afirmativa falsa

(e) substituindo ? por — obtemos 2 — g = 2. Afirmativa falsa, pois ao subtrair um nimero menor de

um nimero maior, ndo é possivel obter um niimero maior que zero.

43




3 Problemas adicionais sobre operacoes com fracoes

Neste capitulo, vamos resolver desde exercicios imediatos a problemas mais elaborados envolvendo
as quatro operagoes com fragoes. Pretendemos reforcar a visdo geométrica dessas operagoes, juntamente
com os procedimentos aritméticos que sdo fundamentais para a resolucdo de problemas que envolvem
fragoes. Sera dada especial atencao a problemas que envolvem a interpretacao aritmética e a organizagao
de dados presentes em textos.

@ 3.1-Interpretagdo de Dados

Exercicio 3.1 — PISA. A figura abaixo apresenta uma escada com 14 degraus, com uma altura total
de 252 cm:

Altura total 252 cm

Profundidade total 400
cm

Qual é a altura de cada um dos 14 degraus?

.
N

“» Solucdo. As alturas dos 14 degraus devem somar a altura total da escada, ou seja, 252 centimetros.
Logo, a altura de 1 degrau é igual a

252 12
% — 76 = 70#756 = 10 + 8 = 18 centimetros.

Exercicio 3.2 — PISA. A figura mostra a pegada de um homem caminhando. O comprimento do passo
P ¢ a distancia entre a parte posterior de duas pegadas consecutivas.

Para homens, a férmula, 5 = 140, d4 uma relacido aproximada entre n e P onde,

n = numero de passos por minuto, e

P = comprimento do passo em metros.
Se a férmula se aplica ao andar de Heitor e ele anda 70 passos por minuto, qual é o comprimento do
passo de Heitor?
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. Solucdo. Aplicando a férmula ao niimero de passos de Heitor, temos n = 70 e, portanto,

70
— = 140.
P
Multiplicando cada um dos lados da equacao por P, temos:
70 =140 - P.
Logo,
1
P=-=05
2 1
pois 140 - % = 70. Podemos concluir que o comprimento do passo de Heitor é de 0,5 m. |

Exercicio 3.3 — PISA. Um campo retangular de 100 m por 50 m foi reservado ao ptblico para um
concerto de rock. Os ingressos para o concerto estavam esgotados e o campo estava cheio de fas,
todos em pé. Qual das opgdes a seguir €, provavelmente, a melhor estimativa do namero total de
pessoas que compareceram ao concerto?

P
Z

Solucdo. Como o campo estava totalmente cheio para o concerto, podemos supor que, duas pessoas
estejam distantes entre si por 0,5 m. Assim, podemos dividir o campo em 200x100 = 20 000 quadradinhos
e estimar por essa quantidade o niimero de pessoas.

Exercicio 3.4 “ Em uma escola, duas turmas diferentes possuem o mesmo nimero de horas de aulas
de Matematica e estdo resolvendo o mesmo livro de exercicios, que tem 360 paginas. A turma do 7°
ano consegue aproveitar 60% do tempo da aula para a resolucao de exercicios, enquanto que a turma
do 6° consegue aproveitar apenas 40% do tempo com essa tarefa. Além disso, os alunos de ambas as
turmas conseguem resolver o mesmo nimero de pagina por hora e os alunos do 7° ano vao resolver o
livro inteiro em um ano. Em um ano, quantas paginas do mesmo livro serdo resolvidas pelos alunos
do 6° ano?

“Baseado em: https://math.berkeley.edu/~wu/EMI2a.pdf. Acesso em: 27 de outubro 2021 (adaptado).

2. Solucdo. Os alunos do 7° ano vao gastar % do total de horas de aula de Matemaética com exercicios

de matemadtica. Se % do tempo total de horas de aula serdo usados para cobrir as 360 paginas do livro
de exercicios, entdo cada pdgina do livro toma

60
— : 360
100



https://math.berkeley.edu/~wu/EMI2a.pdf
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desse tempo, ou seja,
60 1 1

360x100  6x100 _ 600
do tempo total de horas de aula de Matematica para cada pagina do livro de exercicios. Esse é a mesma
fracdo do tempo que os alunos do 6° utilizam para cada pagina. Como eles gastam % do tempo total

com exercicios, conseguirdo trabalhar

40 1 40
2 20600 = 40%6 = 24
100 - 600 — 100 000 = 40x6 =240

péaginas do livro de exercicios.

Observacgdo 3.1 Outra maneira de resolver o problema é comparar a produtividade de um aluno do
7° por um aluno do 6° com o quociente entre o nimero de paginas total e o niimero de paginas x que
serdo resolvidas por um aluno do 6°:

60
100 _ 360
40
SO x
Portanto,
40
= %X%O = 240 paginas.
100

Exercicio 3.5 “ Bruno pedala sua bicicleta para visitar seu avd, que mora a 40 km de sua casa. Na
ida, ele mantém a velocidade constante de 15km/h. Na volta para sua casa, como ele estd com mais
pressa, aumenta a velocidade para 18km/h. Qual é a velocidade média no trajeto inteiro?

Observacao: A velocidade média do trajeto é a razdo entre a distancia total percorrida e o tempo
gasto nesse percurso.

“Baseado em: https://math.berkeley.edu/~wu/EMI2a.pdf. Acesso em: 27 de outubro 2021 (adaptado).

> Solucdo. A distancia total percorrida foi de 40 + 40 = 80km. O tempo, em horas, que ele gastou
na ida foi % e o tempo, em horas, da volta foi %. Assim, o tempo total gasto, em horas, foi de

©

40+40_40-6+40-5_240+200_440_44k M

15718 15-6 18-5 90 ' 90 90 g9 W
Portanto, a velocidade média é dada por

40 +40 80 9 9 180 176+4 4

= =80-—=20-— = — = =164 —-

0,4 4 44 11 11 11 ET

Logo, a velocidade média no percurso total foi de 16%km/ h.

Observacao 3.2 E importante ndo confundir a velocidade média ao longo do percurso, que foi
calculada anteriormente, com a média das velocidades dadas, que é igual a

15+ 18

= 33,5km/h.

Exercicio 3.6 — OBMEP. A professora Luisa observou que o niimero de meninas de sua turma dividido
pelo niimero de meninos dessa mesma turma é 0,48. Qual é o menor nimero possivel de alunos dessa
turma?

(a) 24 (b) 37 (c) 40 (d) 45 () 48
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“» Solucdo. O némero 0,48 pode ser escrito na forma de uma fragdo decimal como 1%. Simplificando

esta fracdo, de modo que o numerador e o denominador sejam os menores possiveis, obtemos:

QOB

438 4-12 12
100 4-25 25
Assim, os dois menores nimeros inteiros positivos que produzem o quociente 0,48 sdo os nimeros 12 e

25. Esses ntimeros representam, respectivamente, o menor nimero possivel de meninas e meninos da
turma. Logo, o menor niimero possivel de alunos é 12 4 25 = 37. |

Exercicio 3.7 — OBMEP. Em 2009, uma escola tinha 320 alunos esportistas, dos quais 45% jogavam
volei. Em 2010, essa porcentagem diminuiu para 25%, mas o nimero de jogadores de volei nao se
alterou. Qual era o nimero de alunos esportistas em 20107

(a) 480 (b) 524 (c) 560 (d) 576 (e) 580

2. Solucdo. Em 2009, o ntimero de alunos que jogavam volei era 0,45x320 = 144. Esse ntimero

correspondia a 25% (ou seja, %) dos alunos esportistas em 2010. Assim, em 2010, o ntimero de esportistas
era 4x144 = 576. |

Exercicio 3.8 Em um recipiente, estao contidos 6 litros de uma mistura homogénea de duas substéancias
liquidas (alfa e beta) na razao de 7 : 2, enquanto que em outro recipiente, estao contidos 9 litros de
outra mistura, com as mesmos duas substancias (alfa e beta), mas na razdao de 4 : 7. Misturando os
liquidos dos dois recipientes, qual sera a nova razao entre as duas substancias na mistura?

> Solucdo. No primeiro recipiente, a quantidade da substancia alfa é

O

N

2 14
?72de611tros=g-6:7-g=7‘§=§litros,
e da substancia beta é
2 2 2 4
mdeﬁhtr082§6:2§:2§:§htros

No segundo recipiente, a quantidade da substancia alfa é

4 4 36
m de 9 htI‘OS = ﬁ . 9 = ﬁ litI'OS,
e da substancia beta é 7
m de 9 litros = T 9= 1 litros.

Assim, na mistura dos liquidos dos dois recipientes, teremos

14 36 154 108 262 _,
— 4 — = — 4+ — = — litros
3 11 33 33 33

da substancia alfa e
é—l-Q—%—l-@—ﬁlitros
3 11 33 33 33

da substéncia beta. Portanto, a razdo entre as quantidade das substéncias alfa e beta (alfa : beta), na
mistura final, é

262

22 262
233 T

35 233

47
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Exercicio 3.9 — OBMEP. A quantidade de 4gua de uma melancia corresponde a 95% de seu peso.
Joaquim retirou 4gua dessa melancia até que a quantidade de dgua correspondesse a 90% de seu peso,
que passou a ser 6 kg. Qual era o peso original da melancia?

(a) 6,5 kg (b) 7 kg (c) 8,5 kg (d) 10 kg (e) 12 kg
N Solucdo. Aqui, usaremos os termos peso e massa como sindénimos, para tornar o texto mais proximo
da linguagem coloquial.

Uma melancia é constituida de duas partes: dgua e componentes solidos (fibras, agticares, etc.).
Durante a desidratacao somente ocorre perda de agua; o peso dos demais componentes, antes e depois
da desidratacao, permanece o mesmo.

O enunciado diz que, apds ser desidratada, a melancia pesa 6 kg, dos quais 90% correspondem a

agua; os 10% restantes, cujo peso é

1 6
_ = — = k
10°6= 19 = 00ke,

correspondem aos componentes sélidos. Por outro lado, antes de ser desidratada, a melancia tinha 95%
de dgua, logo continha 5% de componentes solidos. Como o peso desses componentes nao muda, vemos
que 5% do peso original da melancia era 0,6 kg. Portanto 10%, ou seja, a décima parte, do peso original
da melancia era igual a 1,2 kg. Assim, o peso original da melancia era 10x1,2 = 12 kg. |

Observacdo 3.3 A solugao acima pode ser visualizada na figura a seguir, que consiste de dois
retangulos que representam o peso da melancia antes e depois de ser desidratada; em ambos, o
retangulo sombreado representa o peso dos componentes sélidos. No primeiro retangulo, o pequeno
retangulo sombreado corresponde a 5% do peso da melancia, que corresponde entao a 20 desses
retangulos, pois 20x5% = 100%. Ja no segundo retangulo, o pequeno retangulo sombreado corresponde
a 10% do peso da melancia, que corresponde entao a 10 desses retangulos, pois 10x10% = 100%.
Logo, o peso da melancia antes de ser desidratada (correspondente a 20 retdngulos), era igual a duas
vezes o peso da melancia apds a desidratagao (correspondente a 10 retdngulos), ou seja, era igual a
12 kg.

5% melangia antgs de ser desidfatada

L0% melancialapds ser desidratada

Exercicio 3.10 — ENEM. Para uma temporada das corridas de Férmula 1, a capacidade do tanque de
combustivel de cada carro passou a ser de 100 kg de gasolina. Uma equipe optou por utilizar uma
gasolina com densidade de 750 gramas por litro, iniciando a corrida com o tanque cheio. Na primeira
parada de reabastecimento, um carro dessa equipe apresentou um registro, em seu computador de
bordo, acusando o consumo de quatro décimos da gasolina originalmente existente no tanque. Para
minimizar o peso desse carro e garantir o término da corrida, a equipe de apoio reabasteceu o carro
com a terca parte do que restou no tanque na chegada ao reabastecimento.

Disponivel em: www.superdanilofipage.com.br. Acesso em: 6 jul. 2015 (adaptado).

A quantidade de gasolina utilizada, em litro, no reabastecimento foi



www.superdanilof1page.com.br
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20
| ® oo (b) 2. (c) 2. (d) 20%0,075. () 200,75.
“» Solucdo. A capacidade do tanque de combustivel ¢ 100kg, ou seja, essa é a massa do combustivel
que ocupa o tanque quando ele estd cheio. Como a densidade da gasolina utilizada é 750 ¢/L = 0,75 kg/L,
a quantidade de gasolina que havia no tanque no inicio da corrida era %L. Na primeira parada, o carro

S

havia consumido 1% da gasolina que havia inicialmente. Logo, a quantidade de gasolina que restava no
tanque, em litro, era

6 y 100
10 0,75
Desse modo, a equipe pds no carro um total de
1 6 100
—X—X
3 10 0,75
Mas, observe que
1 6+3 100 10 20

X X = ZX = .
33 1§ 075 075  0.75

Portanto, a alternativa correta é a da letra (b).
|

Exercicio 3.11 — Banco OBMEP. Ana, Bia, C4tia, Diana e Elaine trabalham como ambulantes
vendendo sanduiches. Diariamente, elas passam na lanchonete do Sr. Manoel e pegam a mesma
quantidade de sanduiches para vender. Um certo dia, Sr. Manoel estava doente e deixou um bilhete
avisando o motivo pelo qual ndo estava 14, mas pedindo que cada uma pegasse % dos sanduiches.
Ana passou primeiro, seguiu as instrugoes do bilhete e saiu para vender seus sanduiches. Bia, passou
em seguida, mas pensou que era a primeira a passar, pegando % do que havia e saiu. Catia, Diana e
Elaine chegaram juntas e dividiram igualmente a quantidade que havia, ja que Catia sabia que Ana e
Bia haviam passado antes.

a) Que fracao do total de sanduiches coube a Bia?

b) Quem ficou com a menor quantidade de sanduiches? Quem ficou com a maior quantidade?

c¢) Ao final da divisdo, nenhuma das vendedoras ficou com mais de 20 sanduiches. Quantos
sanduiches o Sr. Manoel deixou para elas?

\\\‘i\

>« Solucdo. a) A resposta é %. De fato, como Bia pegou % de % dos sanduiches, ela ficou com
é . % = % dos sanduiches.
b) Ana pegou % = % dos sanduiches e Cétia, Diana e Elaine dividiram, entre as trés, a fracdo que

restava, isto é,
9 16

1-— =2,
25 25
ou seja, cada uma pegou 1/3 desta quantidade, ou seja,
% . % = % dos sanduiches,
quantidade maior que 24—5 = % e % = % Sendo assim, Céatia, Diana e Elaine ficaram com a maior
parte e Bia com a menor.

c) A resposta é 75. Vejamos: a quantidade de sanduiches deve ser um multiplo comum de 5, 25 e 75,
sendo 75 o menor desses multiplos. No caso de uma quantidade de 75 sanduiches, as quantidades
de Ana, Bia, Catia, Diana e Elaine sdo, respectivamente, 15, 12, 16, 16, 16, todas menores que 20.
Mas, considerando que a quantidade de sanduiches é 150, o préximo multiplo comum de 5, 25 e 75,
todas ficardo com mais de 20 sanduiches. Sendo assim, a quantidade de sanduiches deve ser 75.

|




| Sec;do 3.2

Exercicio 3.12 — OBM. Em um aqudrio, hd peixes amarelos e vermelhos: 90% sdo amarelos e 10%
sao vermelhos. Uma misteriosa doenga matou muitos peixes amarelos, mas nenhum vermelho.
Depois que a doenca foi controlada, verificou-se que no aquario 75% dos peixes vivos eram amarelos.
Aproximadamente, que porcentagem dos peixes amarelos morreram?
2. Solucdo. Para simplificar os célculos, considere a quantidade de peixes no aquario igual a 100. Se
A e V denotam as quantidades de peixes amarelos e vermelhos, temos A = 90 e V = 10. Se apds a
morte de x peixes amarelos eles ainda constituiam 75% dos peixes restantes, temos

75
90 —z = — (100 — x),

ou seja, x = 60. Se morreram 60 dos 90 peixes amarelos, a mortandade foi de

60 2 66,6
50 = 3 = 0.666... = 7o

ou seja, aproximadamente 67%. [ |

Observacdo 3.4 Uma solugao alternativa para esse problema é a seguinte: a quantidade de peixes
vermelhos é a mesma antes e depois da contaminacao pela doenca. A quantidade de peixes amarelos,
depois da doenca, é 3 vezes maior do que a de peixes vermelhos, pois esses correspondem a 25% e os
amarelos, a 75% do total de peixes apds a doenca. Antes da doenca, a quantidade de peixes amarelos
era 9 vezes maior do que a de peixes vermelhos, que segue sendo a mesma, como ja dissemos. Logo,
a quantidade de peixes amarelos passou de 9 vezes a quantidade de peixes amarelos para 3 vezes
essa quantidade. Ou seja, a doenca deixou apenas % dos peixes amarelos vivos, tendo exterminado

2
3 = 0.666.... ~ 67%

desses peixes.

gﬁ) 3.2 - Exercicios resolvidos e propostos

Sequéncia 1
Exercicio 3.13 — OBMEP. Sabendo que 987x154 = 151998 podemos concluir que 9870x1,54 é igual a

(a) 15,1998 (b) 1519,98 (c) 15199,8 (d) 151998 (e) 1519980

154 987x154 151998
100 10 10

“. Solucdo. Temos 9870x1,54 = 987x10x = 15199,8. [ ]

- _ 15
Exercicio 3.14 — OBMEP. Qual das expressoes abaixo tem valor diferente de Z?

1
15%—
(a) 15x7

15415415

(b) 44444

10 5
—+
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35
I (e) 379
@ Solucdo. Os valores das expressoes nas alternativas sao:
1 15
15x— = —
(a) 15x7 =~

15+15+15  3x15 15

(b) 4+4+4  3x4 4

3 3+12 15
@33 ="r =7

10 5 10+15 15
d R —_ = = —
(d) 2+2 2 2

3 5 3xp 15

() 55 =22 =73

Logo, a tinica alternativa em que o valor da expressdo nao é igual a 14—5 é a alternativa (d). |

Exercicio 3.15 — OBMEP. Angela tem uma caneca com capacidade para % L de agua. Que fracao
dessa caneca ela encherd com % L de agua?

7 2 3 5 4
(@) OF Ok @ ¢ OF
2. Solucdo. Como % L de 4gua enchem uma caneca, segue que
2
3x= =2L
"3
de dgua enchem 3x1 = 3 canecas. Logo,
1 1
x99 =<1
173
de agua enchem
1 3 3
—X3 = —
4 4
de uma caneca. Logo, a alternativa correta é a da letra (c). [

Observacdo 3.5 Outra solugdo pode ser obtida considerando a figura a seguir:

A coluna da direita, em verde, representa 1L de dgua; cada quadradinho corresponde a % L. A
coluna da esquerda, em azul, representa a capacidade da caneca, que é de % = % L; observamos que
cada quadradinho azul corresponde a % da capacidade da caneca. Dividindo a figura ao meio pela
linha vermelha, vemos que trés quadrados verdes (% L de dgua) correspondem a trés quadrados azuis
(% da capacidade da caneca). Logo, % L de agua enche % da caneca.
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Exercicio 3.16 — OBMEP. Em uma caixa quadrada ha 4 bolas brancas e 2 bolas pretas, e numa caixa
redonda ha 6 bolas, todas pretas. Paula quer que tanto na caixa quadrada quanto na redonda a
razao entre a quantidade de bolas brancas e o total de bolas em cada caixa seja a mesma. Quantas
bolas brancas Paula precisa tirar da caixa quadrada e passar para a caixa redonda?

(a) Nenhuma (b) 1 (c) 2 (d) 3 (e) 4

”;/\ Solucdo. Cada vez que se passa uma bola branca da caixa quadrada para a redonda, tanto o
namero de bolas brancas quanto o total de bolas na caixa quadrada diminui 1 unidade; ja na caixa
redonda, tanto o nimero de bolas brancas quanto o total de bolas aumenta 1 unidade.

Numero de bolas brancas passadas

da caixa quadrada para a redonda
bolas brancas |,

Caixa quadrada: —————— |4[2]2|1)0
d total de bolas [6[5]4[3]4
bolas brancas
Caixa redonda; —————— |0]112]314
total de bolas [6/7]8]9]10
3 , .
Como 3=y Paula tera que passar 3 bolas brancas da caixa quadrada para a redonda. |

Sequéncia 2

Exercicio 3.17 — ENEM. Para aumentar as vendas no inicio do ano, uma loja de departamentos
remarcou os precos de seus produtos 20% abaixo do prego original. Quando chegam ao caixa, os
clientes que possuem o cartao fidelidade da loja tém direito a um desconto adicional de 10% sobre o
valor total de suas compras. Um cliente deseja comprar um produto que custava R$ 50,00 antes da
remarcacao de precos. Ele ndo possui o cartdo fidelidade da loja. Caso esse cliente possuisse o cartao
fidelidade da loja, a economia adicional que obteria ao efetuar a compra, em reais, seria de

(a) R$15,00. (b) R$14,00. (c) R$10,00. (d) R$5,00. (e) R$4,00.

Exercicio 3.18 — ENEM. Um arquiteto esté reformando uma casa. De modo a contribuir com o meio
ambiente, decide reaproveitar tabuas de madeira retiradas da casa. Ele dispoe de 40 tdbuas de 540 cm,
30 de 810cm e 10 de 1080 cm, todas de mesma largura e espessura. Ele pediu a um carpinteiro que
cortasse as tdbuas em pedacos de mesmo comprimento, sem deixar sobras e de modo que as novas
pecas ficassem com o maior tamanho possivel, mas de comprimento menor que 2m. Atendendo o
pedido do arquiteto, o carpinteiro deverd produzir

(a) 105 pecas. (b) 120 pegas. (c) 210 pegas. (d) 243 pegas. (e) 420 pegas.

& Solucdo. Antes de mais nada, devemos escrever todos os comprimentos em centimetros porque,
deste modo, fazemos uma tnica conversdo de unidades de medida. Observe que 2m = 200 cm.

As tdbuas devem ser cortadas, sem deixar sobras, em pedagos de um mesmo comprimento menor
que 200 cm. Esse comprimento comum deve ser o maior divisor comum a 540, 810 e 1080, menor que
200. Observe que

540 = 2x270 = 4x135,
810 = 3x270 = 6x135,
1080 = 4x270 = 8x135.
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Concluimos, assim, que 135 é o méaximo divisor comum de 540, 810 e 1 080, menor que 200, As quantidades
de pecas por tabua sdo, entao, respectivamente dadas por

B0, 8I0 1080
135 135 135

Desse modo, o niimero total de pecgas é igual a
40x4 4 30x6 + 10x8 = 160 + 180 + 80 = 420.

Portanto, a alternativa correta é a da letra (e). |

Exercicio 3.19 — ENEM. Deseja-se comprar lentes para 6culos. As lentes devem ter espessuras mais
proximas possiveis da medida 3 mm. No estoque de uma loja, ha lentes de espessuras 3,10 mm, 3,021
mm, 2,96 mm, 2,099 mm e 3,07 mm. Se as lentes forem adquiridas nessa loja, a espessura escolhida
serd, em milimetros, de

(a) 2,099. (b) 2,96. (c) 3,021. (d) 3,07. (e) 3,10.
2. Solucdo. Para resolver esse problema, deve-se escolher, dentre as cinco medidas de espessura
disponiveis, aquela que é a mais préxima de 3mm. Como todas as espessuras sdo dadas em milimetros,
vamos tomar o valor absoluto, ou seja, o médulo, da diferenca entre cada um desses valores e 3 para
saber qual é a espessura mais proxima de 3 mm. Temos

13— 2,099| = 0,901,
13 — 2,96 = 0,04,
|3 — 3,021| = 0,021,
13—3,07=0,07e
13— 3,10/ = 0,1.

O menor dos niimeros encontrados acima é 0,021. Logo a alternativa correta é a da letra (c), que indica
a lente de 3,021 mm como a que deve ser adquirida. |

Exercicio 3.20 — ENEM. Alguns exames médicos requerem uma ingestdo de dgua maior do que a
habitual. Por recomendagao médica, antes do hordrio do exame, uma paciente deveria ingerir 1 copo
de dgua de 150 mililitros a cada meia hora, durante as 10 horas que antecederiam um exame. A
paciente foi a um supermercado comprar agua e verificou que havia garrafas dos seguintes tipos.

Garrafa I: 0,15 litro.
Garrafa II: 0,30 litro.
Garrafa III: 0,75 litro.
Garrafa I'V: 1,50 litro.
Garrafa V: 3,00 litros.

A paciente decidiu comprar duas garrafas do mesmo tipo, procurando atender a recomendacio médica
e, ainda, de modo a consumir todo o liquido das duas garrafas antes do exame. Qual o tipo de garrafa
escolhida pela paciente?

(a) L (b) IL (c) IIL (d) 1V. (e) V.

&\

©» Solucdo. Inicialmente, vamos expressar as capacidades das garrafas em mililitros. Como 1L =
1000 mL, obtemos as seguintes medidas.

Garrafa I: 0,15L = 0,15x1000 mL = 150 mL.
Garrafa II: 0,35L = 0,35x1000 mL. = 350 mL.
Garrafa III: 0,75L = 0,75x1000 mL = 750 mL.
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Garrafa I'V: 1,50L = 1,50x1000 mL = 1500 mL.
Garrafa V: 3,00L = 3,00x1000 mL = 3000 mL.

A paciente deve ingerir 150 mL de dgua a cada meia hora, por 10 horas, esvaziando completamente
o conteido das duas garrafas que ela comprou. Assim, a paciente deve ingerir 20 copos d’agua durante
as 10 horas, pois sdo 2 copos a cada hora, o que da um total de 20x150 mLL = 3000 mL. Portanto, a
paciente deve comprar duas garrafas de % = 1500 mL, ou seja, duas garrafas do tipo IV. Logo, a
alternativa correta é a da letra (d). [ |

Exercicio 3.21 — ENEM. Uma empresa europeia construiu um aviao solar, objetivando dar uma volta
ao mundo utilizando somente energia solar. O aviao solar tem comprimento AB igual a 20m e uma
envergadura de asas C'D igual a 60 m. Para uma feira de ciéncias, uma equipe de alunos fez uma
maquete desse avido. A escala utilizada pelos alunos foi de 3 : 400. A envergadura CD na referida
maquete, em centimetro, é igual a

(a) 5. (b) 20. (c) 45. () 55. (e) 0.

2. Soluc@o. Como 1m = 100 cm, temos que a envergadura C'D do avido é igual a 60 m = 60x100 cm =
6000 cm. Agora, uma vez que a escala da maquete é 3 : 400, cada 3 unidades de comprimento na
maquete correspondem a 400 dessas unidades no avido. Portanto, 6 000 centimetros equivalem a

6000
200 3 =153 = 45 centimetros.

Logo, a alternativa correta é a letra (c). [ |

Exercicio 3.22 — ENEM. O veiculo terrestre mais veloz ja fabricado até hoje é o Sonic Wind LSRV,
que esta sendo preparado para atingir a velocidade de 3000 km /h. Ele é mais veloz do que o Concorde,
um dos avides de passageiros mais rapidos ja feitos, que alcanga 2330 km/h.

BASILIO, A. Galileu, mar. 2012 (adaptado). Para percorrer uma distancia de 1000 km, o valor mais
préximo da diferenga, em minuto, entre os tempos gastos pelo Sonic Wind LSRV e pelo Concorde,
em suas velocidades méximas, é

(a) 0,1. (b) 0,7. (c) 6,0. (d) 11,2. (e) 40,2,

& Solucdo. O problema nos informa a velocidade méxima de dois veiculos e nos pede para calcular a
diferenca de tempo que esses veiculos levam, em suas velocidades maximas, para percorrer a distancia
de 1000 km. Assim, vamos calcular quanto tempo cada veiculo leva para percorrer 1000 km e calcular,
em minutos, a diferenca entre esses tempos. Como uma hora tem 60 minutos, o LSRV percorre 3000 km
em 60 minutos e o Concorde percorre 2330 km nos mesmos 60 minutos. Logo, o LSRV leva

1060%x60 60 20 mi
———— = — =20 min
3060 3
para percorrer 1000 km, enquanto o Concorde leva
1000x60 6000 .
= £ 26 min.
2330 233
Portanto, a diferenca entre o maior e o menor tempo é de aproximadamente 26 — 20 = 6 min, ou seja, a
alternativa da letra (c) fornece a melhor aproximagao para essa diferenca. |

Exercicio 3.23 — ENEM. Uma caixa d’dgua em forma de um paralelepipedo retangulo reto, com 4 m
de comprimento, 3m de largura e 2m de altura, necessita de higienizacao. Nessa operacdo, a caixa
precisard ser esvaziada em 20 min, no maximo. A retirada da dgua sera feita com o auxilio de uma
bomba de vazao constante, em que vazao é o volume do liquido que passa pela bomba por unidade
de tempo. A vazao minima, em litro por segundo, que essa bomba deverd ter para que a caixa seja

esvaziada no tempo estipulado é
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| @2 (b) 3. (c) 5. (d) 12. (e) 20.

2+ Solucdo. Como a caixa d’dgua tem o formato de paralelepipedo reto retdngulo, o seu volume é

dado pelo produto das suas dimensdes, ou seja, é igual a

SO

4x3x2 = 24 m>.

Como sabemos, 1 m = 10dm, logo 1 m?® = 1000 dm?® = 1000 L. Dai, 24m® = 24.000L. Agora, note que o
problema pede a vazao minima para esvaziar o tanque no tempo estipulado. Essa vazao, que é dada

pela razao
capacidade

)

tempo

¢ minima quando é considerado o méximo intervalo de tempo tolerado para o escoamento, ou seja,
20 min = 20x60s = 1200s. Assim, a vazdo de escoamento minima ¢é igual a
24000

2 0L
200~ 20L/s

e, portanto, a alternativa correta é a da letra (e). [

Exercicio 3.24 — OPM. As medalhas dos Jogos Olimpicos Rio 2016 foram produzidas no Brasil, pela
Casa da Moeda, e pesam 500 gramas cada, sendo, assim, as mais pesadas da histéria. As medalhas
de ouro, prata e bronze tém as mesmas inscri¢oes, sem diferenciacdo pelo metal ou pela modalidade
esportiva: de um lado fica a imagem padrao da deusa Nike e, do outro, os louros e a marca dos Jogos
Rio 2016. As de ouro contém 494 g de prata e apenas 6 g de ouro em sua composi¢do metalica. As
medalhas de prata contém 500 g de prata. Ja as de bronze tém 475 g de cobre e 25 g de zinco. Para
esse problema, utilize uma calculadora.

(a) Considerando que 1 g de ouro vale R$142,33 e que 1 g de prata vale R$2,13, calcule o custo dos
metais utilizados por medalha de ouro.

(b) As medalhas de ouro desse ano sao 21,3 vezes mais pesadas do que as dos jogos olimpicos de
Estocolmo em 1912. Porém, os jogos de 1912 foram os ultimos em que as medalhas de ouro
foram feitas inteiramente de ouro. Considerando a quantidade de metal e o valor atual do ouro,
qual seria hoje o custo da medalha de ouro que foi entregue nos jogos de Estocolmo em 19127

(¢) A Taga Jules Rimet conquistada pelo Brasil ao vencer a Copa do Mundo de 1970 continha
3800 gramas de ouro. Que porcentagem do ouro da Taga Jules Rimet seria necessaria para a
producao das 306 medalhas de ouro que estdao sendo entregues nos jogos Rio 20167

N
>

@ Solucdo. (a) O custo dos metais utilizados por medalha de ouro é

W

6x142,33 4 494x2.13 = R$ 1906, 20.

(b) Para calcular o custo da medalha, devemos calcular a massa de ouro e multiplicar pelo valor atual
do ouro, como segue:

500
21,3
(¢c) Como sao 306 medalhas de ouro com 6 g de ouro cada, no total sao 306x6 = 1836 g de ouro para

a producao das medalhas. A porcentagem do ouro necessaria para a taca é

1836
3800

x142,33 = 23,5x142,33 = R$ 3344.76.

~ () 483 = 48,3%

Exercicio 3.25 — Banco OBMEP. Em um certo armazém, uma dizia de ovos e 10 macas tinham o
mesmo prego. Depois de uma semana, o preco dos ovos caiu 2% e o da magca subiu 10%. Quanto se
gastara a mais na compra de uma duzia de ovos e 10 macas?
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| @ 2% (b) 4%. (c) 10%. (d) 12%. (e) 12,2%.

.
&

2 Solucdo. Apds o ajuste, o prego da dizia de ovos passa a ser

100% — 2% = 98% = 0,98
vezes 0 preco inicial da duzia de ovos, enquanto o preco de 10 macas é ajustado para
100% + 10% = 110% = 1,1

vezes o preco inicial das 10 macas, de antes do ajuste. Logo, o custo para comprar, com os novos pregos,
uma dizia de ovos e 10 magas é igual a

0,98 +1,1 = 2,08

vezes o preco inicial de um dos dois itens. Assim, o aumento sera de

2,08
—— =104
2 )

vezes o preco dos 2 itens juntos. Logo, o aumento no custo dos dois itens, juntos, é de 0,04 = 4%, Logo,
a alternativa correta é a da letra (b). [ |

Observacdo 3.6 Uma solucao alternativa para o exercicio acima ¢é atribuir um mesmo preco — 10
reais, por exemplo — aos produtos, que tém o mesmo preco. Dai, depois de uma semana, uma duzia
de ovos passa a custar 9,8 reais e 10 macas passam a custar 11 reais, ou seja, o preco dos dois itens,
juntos, salta de 20 reais para 9,8 + 11 = 20,8 reais. Agora é s6 calcular o aumento percentual de 20,8
reais sobre 20,0 reais, iato é,

208—-20 08 8 4

20 20 200 100,
que é igual a 4%.

Exercicio 3.26 Em uma festa, o nimero de mulheres era quatro vezes o ntimero de homens. Apds a
chegada de cinco casais, a porcentagem de homens na festa passou a ser 26%.

a) Qual era o percentual de homens na festa antes da chegada dos casais?
b) Quantos homens e quantas mulheres havia na festa depois da chegada dos casais?

2\ ~ . , ,
“» Solucdo.  a) Sejam m o nimero de mulheres e A 0 nimero de homens antes da chegada dos
cinco casais. Como o nimero de mulheres era quatro vezes o nimero dos homens, temos:

m = 4h.

Deste modo, a fracdo de homens pelo total de pessoas presentas antes da chegada dos cinco casais

e h h o120
Wim hadh sn 5 100 2%

b) Apds a chegada dos cinco casais, ficamos com h 4+ 5 homens e m + 5 mulheres. Assim, o novo
percentual de homens é:

h+5 ~ h+5  h+5
h+54+m+5 h+4h+10 5h+10
Fazendo
h+5 26
5h+10 100’

temos h = 8. Consequentemente, m = 4h = 32 e, apds a chegada dos cinco casais, teremos
8+ 5 =13 homens e 32 4+ 5 = 37 mulheres.
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Sequéncia 3

Exercicio 3.27 Os ntimeros 1, 2, 3, ..., 14 devem ser escritos nos 14 vértices da linha poligonal abaixo,
de modo que as somas dos 4 ntimeros escritos em cada um dos 7 segmentos da poligonal seja a
mesma.

®

a) Qual a soma de todos os nimeros de 1 a 147
b) Qual deve ser a soma dos nimeros escritos em um segmento?
¢) Dé um exemplo de distribuigdo desses ntiimeros.

©

> Solucdo.  a) A soma de todos os niimeros que devem ser escritos é

1+24+34... 414 =105.

b) Ao somarmos os nimeros escritos em cada um dos 7 segmentos, cada um deles serd somado duas
vezes. Portanto, a soma comum a cada um desses segmentos é

105-2
- =

c¢) A figura abaixo mostra uma possivel distribuicao

30.

Exercicio 3.28 — ENEM. Um casal realiza sua mudanca de domicilio e necessita colocar numa caixa de
papelao um objeto ciibico, de 80 cm de aresta, que nao pode ser desmontado. Eles tém a disposicao
cinco caixas, com diferentes dimensoes, conforme descrito na relacdo abaixo:

Caixa 1: 86 cmx86 cmx86 cm.
Caixa 2: 75cmx82cmx90 cm.
Caixa 3: 85cmx82cmx90 cm.
Caixa 4: 82cmx95cmx82 cm.
Caixa 5: 80cmx95cmx85 cm.

O casal precisa escolher uma caixa na qual o objeto caiba, de modo que sobre o menor espaco livre
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em seu interior. A caixa escolhida pelo casal deve ser a de nimero
(a) 1. (b) 2. (c) 3. (d) 4. (e) 5.

“. Solucdo. Para resolver essa questao, é preciso levar em conta que as dimensoes da caixa nio podem
ser inferiores ao comprimento da aresta do objeto ciibico. Logo, a caixa 2, que tem uma das arestas
com comprimento igual a 75cm, ndo pode ser a caixa escolhida pelo casal. Dentre as demais, queremos
encontrar a de menor volume (para que sobre o menor espago possivel apés inserido o cubo). A caixa 1
tem volume 86 cmx86 cmx86 cm = 636 056 cm®. Analogamente, obtemos que os volumes das caixas 3, 4
e 5 sdo, respetivamente, 627 300 cm?, 638 780, cm? e 646 000, cm?®. Logo a alternativa correta é a da letra
(c), correspondente a caixa 3. [ |

Observacdo 3.7 O procedimento que seguimos acima para resolver a questao é simples, mas envolve
muitos cdlculos, o que faz com que uma questao simples possa ter uma solucdo demorada, sem falar
na possibilidade de erro em meio a tantas contas de multiplicar. Além disso, passar muito tempo
para resolver uma questao como essa geralmente contribui para piorar o desempenho em testes e
exames. A fim de contornar isso, a melhor alternativa é comparar diretamente o volume das caixas.
Com isso em mente, comecamos comparando as caixas 1 e 3. Observando primeiro suas duas ultimas
dimensoes, temos:
8290 = (86 —4) - (86 +4) = 86% — 42 < 86 - 86.

Portanto,
85-82-90 < 85-86-86 < 8686 - 86.

Logo, o volume da caixa 3 é menor que o volume da caixa 1. Comparando a caixa 3 com a caixa
4, veja que ambas possuem 82 como uma de suas dimensoes e, para outras duas dimensoes, temos
85-90 = 7650 e 82 - 95 = 7790. Logo, 85-82-90 < 82-95-82 e, assim, a caixa 3 tem capacidade
menor que a caixa 4. Enfim, para comparar a caixa 3 com a caixa 5, observe que 82 -90 < 80 - 95.
Dai, 85-82-90 < 80-95 - 85 e, deste modo, a caixa 3 tem menor capacidade que a caixa 5.

Um erro comum seria, simplesmente, subtrair 80 de cada uma das dimensoes dos itens listados
e comparar o que sobra. Nesse sentido, ao remover da caixa de dimensoes 86x86x86 um cubo de
dimensoes 80x80x80, perceba que nao sobra apenas o espago 6x6x6. Na verdade, o que sobra é

86 - 86 - 86 — 80 - 80 - 80 = 636056 — 512000 = 124056 # 6 - 6 - 6.

Exercicio 3.29 — OPM. Num folheto de propaganda, uma montadora explica que um veiculo equipado
com a tecnologia flex fuel, bicombustivel, pode usar alcool, gasolina, ou uma mistura de alcool e
gasolina em qualquer proporcao. Testes realizados com cinco proporgoes apresentaram os seguintes
desempenhos:

Proporg¢ao de combustivel Consumo
Alcool Gasolina (km por litro)
— 100% 14
40% 60% 13,2
50% 50% 11,8
70% 30% 10
100% — 8

Considere que o preco do litro de dlcool é R$ 3,00 e o preco do litro de gasolina é R$6,00. Sendo
assim, numa viagem de 400 km com esse veiculo:

(a) Quantos reais seriam gastos se o veiculo fosse abastecido somente com alcool?

(b) Qual das cinco proporgoes apresentadas possibilita o menor gasto com combustivel?

Na resolucao de um problema, utilize uma calculadora.




Secdo 3.2 -

©. Solucdo. (a) Abastecido somente com &lcool, o veiculo percorre 400 km com 1 litro de combustivel.
Logo, serdo necessarios 4%0 = 50 litros, gerando um gasto de 50x R$3,00 = R$50,00.

(b) As proporgoes de combustivel apresentadas possibilitam os seguintes gastos para se percorrer os
400 km:

400
4 ¥(0%x3,00 + 100%x6,00) 171,43 reais.
400
13,2
400
11,8

400
g *(70%3,00 + 30%x6,00) = 156,00 reais.

x(40%x3,00 4 60%x6,00) = 145,45 reais.

x(50%x3,00 + 50%x6,00) = 152,54 reais.

400
?x(loo%xs,oo + 0%x6,00) = 150,00 reais.

Assim, a proporc¢ao que possibilita o0 menor gasto com combustivel é formada por 40% de alcool e
60% de gasolina.
|

Sequéncia 4
Exercicio 3.30 Uma escola com 862 alunos participard de uma gincana, cujas regras sao:
I) O nimero de inscritos tem que ser um nimero entre % e g do total de alunos da escola.
IT) Como os alunos serdao divididos em grupos com 11 alunos, o niimero de inscritos devera ser

multiplo de 11.

Quantas sdo as possiveis quantidades de inscritos dessa escola?

\\‘%Q‘\

\

» Solucdo. Como % 862 = 574,6 ¢ % -862 = 670,4, entdao a quantidade de alunos deve ser um multiplo
de 11 no intervalo entre os nimeros 575 e 670. O menor multiplo no intervalo é 53 - 11 = 583 e 0 maior
¢ 6011 = 660. Portanto, sdo 60 — 52 = 8 possiveis quantidades diferentes de alunos dessa escola para a
participacao na gincana. |

Exercicio 3.31 — Extraido do Banco da OBMEP. A professora Célia, em uma aula sobre sequéncias,
resolve fazer uma brincadeira de adivinhagao com padroes:

I) Primeiro ela escolhe um niimero Natural.

II) Claudia deve dizer o dobro do seu sucessor.

ITI) Marcelo deve dizer o triplo do antecessor dito por Claudia.

IV) Por fim, Ademar deve dizer o quadruplo do sucessor do nimero dito por Marcelo.

a) Se a professora Célia escolher 3, qual serd a sequéncia formada pelos 4 nimeros?

b) Diani estava no banheiro e quando voltou, ouviu Ademar dizendo 184. Qual foi o nimero
escolhido pela professora?

c¢) Crie uma expressao para determinar o nimero escolhido pela professora se Ademar disse que o
resultado é x.

\

\\@\\

» Solucdo. a) Se a professora Célia escolher 3, Cldudia deve dizer 2 - 4 = 8, Marcelo deve dizer
3.7 =21 e Ademar deve dizer 4 - 22 = 88.

b) Precisamos analisar o problema de “tras para frente”, utilizando as operagoes inversas. Se Ademar
disse 184, entdo Marcelo s6 pode ter dito % —1=46 — 1 = 45 e, consequentemente, Claudia s

pode ter dito %—5 + 1 =16. Por fim, a professora Célia deve ter dito % —-1=7.
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c¢) Usando o raciocinio do item anterior, se Ademar disse , entdo Marcelo deve ter dito § —1, Claudia

deve ter dito .

3

z
4

+1

e o numero escolhido pela professora foi

z_
Al _z-16
2 24

Exercicio 3.32 Uma fracao irredutivel é uma fracdo onde o numerador e o denominador ndo possuem

fatores primos em comum. Por exemplo, 1—71 ¢é irredutivel enquanto que % nao é irredutivel, pois

ainda podemos reduzi-la efetuando o cancelamento do ntmero 2:

12 2.6 6
14 Z-7 7
Assim, 12 é igual a fragdo irredutivel S
a) Determine uma fracado irredutivel igual a _11141111_
b) Determine uma fracao irredutivel igual a 1L

¢) Determine uma fracdo irredutivel igual a %, onde o digito 1 se repete 2013 vezes no

numerador.

d) Determine a soma do numerador e do denominador da fracao irredutivel que é igual a

111...111
2020...0202

na fragdo anterior, o numerador representa um nimero com 2014 algarismos iguais a 1 e no
denominador existem 1007 algarismos 2 alternados por algarismos 0.

Z\

“» Solucdo. a) Temos:
111111 7 - 15873 15873

4 72 2
Como 15873 nao possui fator 2, a fracao é irredutivel.

b) Observe que:
111111111 912345679 12345679
8 9.2 2
Como 12345679 nao possui fator 2, a fragdo ¢é irredutivel.
¢) Como 111 = 3 - 37, dividindo o numerador em grupos de trés digitos consecutivos, temos:

111...111 =3 -37037...037
2013 vezes 671 vezes

Portanto,
111...111  3-37037...037  37037...037
5 35 B 5 '
Como o numerador da fragdo anterior ndo é divisivel por 5, ela é irredutivel.

d) Note que 11-1010...0101 = 111...111 e 2-1010...0101 = 2020...0202. Portanto,
111...111  11- 10100101 _ 11

2020...0202  2-1010—0101 2~

Como 11/2 é irredutivel, a soma desejada é 11 4+ 2 = 13.
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Exercicio 3.33 — Banco da OBMEP. Luana possui dois dados, sendo um verde e o outro amarelo. Ela
brinca formando fracées com os niimeros que saem nesses dois dados. O niimero que sai no dado
verde é o numerador da fracdo, e o nimero que sai no dado amarelo é o denominador. Por exemplo,
se ela tirar 5 no dado verde e 6 no dado amarelo, ela forma a fragio g, e se ela tirar 4 no verde e 1
no amarelo, ela forma a fragdo % =4.

a) Quantas fragoes proprias diferentes ela pode formar (considere, por exemplo, % = %)?

b) Formando duas fragoes diferentes, qual a menor soma que ela pode obter?

¢) Formando duas fragoes diferentes, qual a maior razao que ela pode obter?

d) Quantas fragoes diferentes ela pode formar?

\ = ~ , . ~ s .
> Solucdo.  a) Fragbes préprias sdo aquelas em que o numerador é menor que o denominador.

Sendo assim, para o numerador 1, sdo 5 fragoes proprias (%, %, i, %, %); para o numerador 2,
sao 4 fracoes; para o denominador 3, sdo 3 fragoes; para o numerador 4, sdo 2 fracoes; e para o

numerador 5, apenas 1 fracdo. Portanto, sao 5 +4 + 3+ 2+ 1 = 15 fragoes proprias ao todo.

b) As duas menores fragoes sao % e % Assim, sua soma é

\\\\\\\

1 1 ) 6 11

==
6 5 30 30 30
¢) A maior razao entre dois nimeros positivos é obtida quando o numerador é o maior possivel (6) e
o denominador é o menor possivel (%) Sendo assim, a razao é

6 6
6
d) Como ela joga dois dados, sdo 6 - 6 = 36 resultados possiveis. Agora, vamos contar as repetigoes:
.12 3
Y2716
L1 2
ii. - =—;
3 6
..o 2 4
111. g = 67
.2 4 6
v. 7=5=73
3 6
V. - = —;
1 2
: 3 6
vi. = = —;
2 4
.1 2 3 4 5 6
W1T2T3T 15 6

Vemos que existem 13 repeti¢des. Portanto, o nimero de fragoes diferentes é 36 — 13 = 23.
|

Exercicio 3.34 — OPM. Para um medicamento experimental ser testado, ele deve ser comparado com
um placebo (substancia inerte). Um novo medicamento, o OPMinol , foi testado em dois grupos A e
B, sem pessoas em comum.

(a) No grupo A, o OPMinol foi administrado a 100 pessoas, sendo que em 66 delas obteve-se o efeito
desejado; o placebo foi aplicado em 40 pessoas, e em 24 destas o efeito desejado foi constatado.
Os resultados estdo resumidos na tabela abaixo. Complete a tabela a seguir, calculando as
porcentagens de sucessos do OPMinol e do placebo, respectivamente.

Grupo ANumero de pessoas testadas/SucessosPorcentagem de sucessos
OPMinol 100 66
Placebo 40 24
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(b) Os resultados do grupo B estdo resumidos na tabela a seguir. Complete a tabela a seguir,
determinando o niimero de pessoas nas quais o medicamento foi aplicado e o niimero de casos
em que o placebo foi bem sucedido.

Grupo B|Numero de pessoas testadas|Sucessos/Porcentagem de sucessos
OPMinol 180 90%
Placebo 500 87%

(c) Para aprovar o medicamento no teste, é necessario que no resultado total (isto é, juntando-se
os dois grupos) ele possua uma maior porcentagem de sucessos quando comparada ao placebo.
Complete a tabela a seguir e em seguida, diga se o OPMinol deve ser aprovado ou nao. Dois
valores ja foram colocados para voce.

Grupos A e BNumero de pessoas Porcentagem
Sucessos
juntos testadas de sucessos
OPMinol 246
Placebo 540

.
2
<

- 66
2 Solucdo. (a) A porcentagem de sucessos no grupo A com o uso do OPMinol é 100 = 66%. Ja

24
com o placebo é 0= 60%.

(b) No grupo B, o niimero de pessoas testadas com o OPMinol é

testadas com placebo é 500x87% = 435.
(¢) Nos grupos A e B juntos, o nimero de pessoas testadas com o OPMinol é 100 + 200 = 300; logo

180
90%

= 200 e o niimero de pessoas

4
a porcentagem de sucessos com este medicamento é 300 = 82%. E com placebo, o nimero de

459
sucessos obtido é 24 + 435 = 459 e, assim, a porcentagem de sucessos neste caso é B0 - 85%.
Como a porcentagem de sucessos do OPMinol é menor que a obtida com placebo, ele nao deve ser

aprovado.
|

Exercicio 3.35 — Banco OBMEP. Na cidade de Trocalandia, 20% dos gatos pensam que sao cachorros
e 25% dos cachorros pensam que sao gatos. Certo dia, um psicélogo veterinario resolve testar todos
os gatos e cachorros de Trocalandia, verificando que 30% do total pensava ser gato. Que propor¢ao
dos animais testados era de caes?

“. Solucdo. Vamos denotar por C' a quantidade de cées e por G a quantidade de gatos. Assim, 0,2G
é a quantidade de gatos que pensam que sao caes e 0,8G é a quantidade de gatos que sabem que sdo
gatos. Por outro lado, 0,25C' é a quantidade de caes que pensam ser gatos. Logo, o total de animais
que pensam que sao gatos é 0,8G + 0,25C". Mas, de acordo com o psicblogo, essa quantidade é igual a
0,3(C + G). Portanto, 0,8G + 0,25C = 0,3C + 0,3G. Como

0,8G + 0,25C = 0,3C' + 0,3G < 0,8G — 0,3G = 0,3C — 0,25C
<~ 0,5G = 0,05C
— 10G = C,

a proporc¢ao de caes era de
C 106G~ 10G 10

CrG 10G+G 116 11
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Exercicio 3.36 — OBMEP. Uma torneira enche um tanque em oito horas e outra torneira enche o
mesmo tanque em quatro horas. Ao meio dia, a primeira torneira foi aberta com o tanque vazio e,
duas horas depois, a segunda torneira também foi aberta. A que horas o tanque ficou cheio?

(a) 14h (b) 14h30 (c) 15h (d) 15h30 (e) 16h

_ - 1 1 1 3
©« Solucdo. A primeira torneira enche 3 tanque/hora; as duas juntas enchem entéo 3 + 1°3

1 1
tanque/hora. A primeira torneira, aberta por 2 horas, encheu 2x- = 1 do tanque, deixando vazio
1 3
1- 1-1 do tanque. As duas torneiras juntas levaram entao Z_lX
encher o tanque, que ficou cheio 4 horas apds o meio dia, ou seja, as 16h. |

w

w| oo

= 2 horas para acabar de

00l Co| il

Exercicio 3.37 Os denominadores de duas fragoes irredutiveis sdo 600 e 700. Qual é o menor valor
possivel do denominador de sua soma quando escrita como uma fracao irredutivel?

Observagao: Dizemos que a fragao p/q é irredutivel se os inteiros p e ¢ ndo possuem fatores primos
em comum em suas fatoragoes. Por exemplo, 5/7 é uma fracao irredutivel.

\

&

N

A soma das duas fragdes pode ser escrita como

i_,_i B Ta + 6b

600 700  6-7-100
_ Ta + 6b
0 3.7-23.52°

Como a e b sdo impares, 7a + 6b é impar e assim ndo possui o fator primo 2 em sua fatoragdo. Como
7 nao divide b, segue que a soma 7a + 6b também nédo possui o fator primo 7 em sua fatoragdo. De
modo semelhante, como 3 ndo divide a, podemos concluir que esse fator nao esta presente na fatoragao
de 7a + 6b. Assim, apenas o fator primo 5 pode ser comum ao numerador e ao denominador da soma
e por conseguinte o denominador serd pelo menos 3 - 7 - 23. Para verificar que ele é admissivel, basta
encontrarmos a e b tais que 25 seja um divisor de 7a + 6b. Isso pode ser obtido com a =1 e b= 3, por

exemplo,
1 3 1

600 T 700 ~ 168"

= Solucdo. Sejam a/600 e b/700 as duas fragoes irredutiveis. Assim, mdc(a,600) = mde(b,700) = 1.

LX)




Orientagcoes metodolégicas

Na apresentagdo do material e ao longo do texto, apontamos varias sugestoes de carater metodolégico
para a implementacgao de roteiros curriculares e rotinas pedagogicas de uso do material, com énfase na
recuperacao e fortalecimento das aprendizagens e, ndo menos importante, no gradual desenvolvimento de
competéncias complexas, além das competéncias e habilidades da BNCC e DCRC, direta ou indiretamente
relacionadas aos temas desse caderno.

Nesta secao, continuamos apresentando, brevemente, algumas sugestoes relacionadas ao conceito
e praticas do ensino explicito, conforme sistematizados pelo Professor Clermont Gauthier e seus
colaboradores. Esta metodologia tem forte base empirica, ndo sendo apenas algo normativo e, sim,
fundamentado em evidéncias da Psicologia Cognitiva e, ainda mais relevante, em avaliacées de im-
pacto realizadas com o necessério rigor analitico.Como mencionamos no caderno anterior, o desenho
metodoldgico do ensino explicito é baseado na triade

preparacao-interagao-consolidacgao,

referida pelo acronimo PIC. Seguimos, assim como no caderno anterior, descrevendo alguns dos elementos
da etapa P, a de preparacao, uma vez que estd fortemente associada ao contexto de recuperagao de
aprendizagens em que esses materiais sdo trabalhados, segundo o planejamento pedagdgico no ambito do
Mais PAIC e do Pacto pela Aprendizagem. Consideremos, aqui, o seguinte elemento:

Determinar os conhecimentos prévios.

A respeito desta estratégia, é preciso que esteja claro para o professor quais conhecimentos (defini¢oes,
técnicas, exemplos, métodos, fatos, habilidades, dentre outros elementos cognitivos) sdo pré-requisitos
para os objetos de conhecimento e os objetivos de aprendizagem almejados no planejamento. Isso é
particularmente valido nas rotinas pedagodgicas que visam trabalhar descritores de avaliacbes como o
SAEB, uma vez que cada descritor pressupée uma cadeia (de fato, uma teia) de conhecimentos anteriores,
em termos légicos e cognitivos. Veja, por exemplo, como associamos alguns descritores da Matriz de
Referéncia do quinto ano a uma lista inteira de saberes e habilidades, tanto da Matriz dos Saberes
quanto da prépria BNCC e, por conseguinte, do DCRC. O professor precisa enumerar e, mais que isso,
estabelecer as relacoes de interdependéncia entre esses conhecimentos prévios ou necessarios. Ainda
mais relevante, deve averiguar se os alunos detém esses conhecimentos e em que grau. Os exercicios das
sequéncias 1 e 2, sobretudo os iniciais, podem ajudar nessa sondagem, ja que foram pensados exatamente
para essa funcao diagndstica. As tarefas de revisdo finais também sdo adequadas ao diagnéstico de
conhecimentos prévios, especialmente daqueles diretamente associados aos descritores do SAEB ali
enumerados.

Por fim, é de extrema importancia que o professor possa acessar, por meio de questionamentos,
discussoes e cuidadosa analise das tarefas, as representagoes e pré-conceitos (no sentido de conceitos
previamente formulados, ainda que, muitas vezes, de modo nao formal) dos alunos com respeito a esses
conhecimentos prévios. Tais representacoes, significados e usos ja estabelecidos na memoria dos alunos
podem trazer consigo falhas de entendimento ou limitacGes na mobilizacao desses conhecimentos. Nas
palavras de Gauthier e colaboradores

Ja salientamos o fato de que o professor deve estar especialmente atento as representacoes
que impoem obstaculos ao aprendizado, isto é, as interpretagoes equivocadas que surgem
ao longo das sessoes de aprendizado e se transformam em dificuldades para os alunos. Em
ensino explicito, o professor deve estar constantemente a espreita do conteiido da mente,
dos modos de raciocinio e dos erros de compreensao dos alunos, de modo a trabalhar as
representacoes continuamente através de questionamentos, modelagens, uso de exemplos e
contraexemplos, andaimes, préticas guiadas e feedbacks (Gauthier et al., 2014)

Nos préximos cadernos, desenvolveremos esses e outros conceitos mais detalhadamente. As tarefas
de revisdo foram estruturadas para propiciar andaimes cognitivos (traducdo do termo scaffolding na
literatura especializada em inglés).
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