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1 4 Expressoes Algébricas e Produtos

Notaveis

14.1 - Expressoes algébricas

Iniciamos este médulo com o seguinte

Exercicio 14.1 Joaquim deseja comprar um terreno na praia de Mundad,
para construir uma casa de veraneio. Depois de cinco anos de muita
economia, ele conseguiu juntar a quantia de cem mil reais para esse fim.
Entao, Joaquim marcou um encontro com Jaime, que é corretor de imodveis e
ficou de apresentar algumas opgoes. O primeiro terreno que Jaime apresentou
a Joaquim tinha forma retangular, com 15 metros de largura e 25 metros
de comprimento. Jaime informou a Joaquim que o prego do terreno era
de R$ 250,00 por metro quadrado. Joaquim invocou os conhecimentos que
adquiriu na escola, ainda no Ensino Fundamental, e percebeu rapidamente
que o dinheiro que tinha era suficiente para comprar o terreno.

(a) Como ele chegou a essa conclusao?

(b) Nas proximas visitas, qual é a expressao algébrica que Joaquim deve
utilizar para calcular os valores dos terrenos, sabendo que todos sao
retangulares, com dimensoes = e y dadas em metros, e tém o mesmo
valor por m? que o primeiro terreno?

(¢) Sabendo que Joaquim deseja cercar o terreno (de dimensoes x e y
dadas em metros) com um muro, ao custo de R$ 30,00 por metro,
qual é a expressdo algébrica que representa o custo total do terreno,
depois de cercado?

N
>

Solucdo.

(a) Joaquim lembrou que a férmula para o célculo da drea de um retangulo
a partir das medidas das suas dimensoes = e y é dada pela expressao
algébrica

A=x-y.

Desse modo, a area do terreno que Jaime apresentou é igual a
A=15-25=375 m?
Como cada m? do terreno custa R$ 250,00, o preco T' a ser pago seria

T = 375 - 250 = 93.750 reais.




Assim, Joaquim concluiu que o dinheiro que tinha seria suficiente para
comprar o terreno.

(b) Uma vez que a area de um terreno retangular de dimensoes = metros e
y metros é dada por x - y metros quadrados e o preco do terreno é R$
250,00 por metro quadrado, temos que o preco 17" de um terreno genérico,
em reais, é dado pela expressao algébrica

T =ux-y-250 = 250xy.
(¢) O comprimento do muro é igual ao perimetro do terreno, que é igual a
r+zr+y+y=2x+2y.
Assim, o custo M do muro é dado pela expressdo algébrica
M = (2x 4+ 2y)-30 =30-2(z +y) = 60(z +y).

Logo, o valor total gasto por Joaquim para comprar o terreno e depois
mura-lo é

V =T+ M = 250zy + 60(z + y).

Em muitas situagoes, é conveniente denotar um ntimero real arbitrario por
uma letra, com o objetivo de fazer operagdes com esse nimero, mesmo sem
saber o seu valor. Por exemplo, se denotarmos um ntmero real por x, entao
seu dobro sera 2z, seu triplo 3x, sua metade %:1: e sua terca parte %:U

Ao longo deste médulo, denominaremos nimeros reais arbitrarios de varia-
veis, e os denotaremos por letras mintsculas do nosso alfabeto: z, y, z, etc.
Uma expressao algébrica ¢é o resultado de um nimero finito de operacoes
(escolhidas dentre adigdo, subtragdo, multiplicagdo, divisdo, potenciacio e
radiciagdo) entre varidveis, sempre que os resultados de tais operagoes fize-
rem sentido no conjunto R dos ntimeros reais. As expressoes algébricas serao
denotadas por letras maitusculas: F, F', G, etc. Sdo exemplos de expressoes
algébricas:

Por vezes, escreveremos E(z,y) e F(a,b,c) para denotar as expressoes algébri-
cas acima. Mais geralmente, escrevemos E(x1,x9,...,r,) para denotar uma
expressao algébrica nas varidveis x1,x2, ... ,Ty.

A seguir, listamos outras situacoes que ilustram o uso de expressoes algé-
bricas.

e O triangulo equildtero da figura abaixo, cujos lados medem x, tem peri-

metro dado pela expressao algébrica P = 3z e area dada pela expressao
A=Y
= ¥z,




X

e A area do trapézio na figura abaixo é dada pela expressao algébrica

s (a+b)~h.
2
b
'R
O
a

e A drea da superficie de um paralelepipedo reto retdngulo cujas dimensoes
sdo iguais a x, y e z é igual a

A =2(xy+zz+yz).

Exercicio 14.2 Pierre possui, em seu sitio, x bois e y galinhas. Qual é a
expressao algébrica que indica o niimero que encontramos ao contar as patas
de todos os animais existentes no sitio de Pierre?

-

{//‘ N Solucdo. Uma vez que cada boi tem quatro patas e Pierre possui = bois, ha
~_ >+ 4x patas relativas aos bois. Analogamente, como Pierre possui y galinhas e
cada galinha tem duas patas, hd 2y patas referentes as galinhas. Assim, o
nimero de patas de todos os animais existentes no sitio é dado pela expressio
algébrica F = 4z + 2y. |

o
N\

R
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Observacdo 14.1.1 Se uma expressao algébrica nao envolve a operagdo de
radiciacdo sobre variaveis, ela é chamada de expressao algébrica racional.
As expressoes algébricas racionais podem ser inteiras, caso nao apresen-
tem operacoes de divisao envolvendo alguma varidvel no denominador, ou
fracionarias, caso contrario. Quando uma expressdo apresenta opera-
¢ao de radiciagdo em alguma variavel, a chamamos expressao algébrica
irracional.

14.1.1 - Valores numéricos de expressoes algébricas

Voltando ao exercicio 14.1, a area do primeiro terreno visitado por Joaquim,
cujas dimensoes sdo 15 e 25 metros, é dada por

A =15-25 = 375 metros quadradados,

enquanto as areas dos demais terrenos, dos quais nao sabemos as medidas, sao
dadas, em metros quadrados, pela expressao algébrica

A=z -y=uxy.

Neste caso, 375 é o valor numérico da expressao algébrica A = xy parax = 15 e
y = 25. De modo semelhante, quando observamos o preco do primeiro terreno,

T = 375 - 250 = 93.750 reais,
e o preco dos demais terrenos,
T=2x-y-250=250zxy,

notamos que 93.750 é o valor numérico da expressao algébrica T = 250xy,
também para z = 15 e y = 25.

De modo geral, quando atribuimos valores (nimeros reais) as varidveis
que compodem uma expressao algébrica, obtemos uma expressao numérica. O
resultado dessa expressdo numérica é o valor numérico da expressao algébrica
para aqueles valores que foram atribuidos &s suas varidveis. Por exemplo, o
valor numérico da expressao algébrica E(x,y) = 422 — 5zy + 3y? para os valores
r=2ey=23¢

4.22-5.2.343-32=4-4-30+3-9=16—230+27 =13.
Vejamos mais alguns exemplos:

Exercicio 14.3 Qual a area do trapézio cujas bases medem 3cm e 2cm, e
cuja altura mede 4e¢m?

Solucdo. Sabemos que a drea do trapézio é dada por
(a+b)-h
2 )
em que a e b sdo as medidas das bases e h é a medida da altura do trapézio.
Atribuindo os valores a = 3cm, b = 2¢m e h = 4cm, obtemos
(3+2)-4
2

N

A=

A= = 10em?.




I Exercicio 14.4 Calcule o valor numérico da expressao algébrica E(z) =

d+zt+22+22+z+1paraz=—1.

\

5. Solucdo. Temos
_
/

5

Z

B

SN
QR

E(=1) = (=1 + (=" + (=1’ + (1)’ + (1) + 1
— 141141 -141=0.

14.2 - Monémios
Observe as expressoes algébricas utilizadas nas situagbes abaixo.

e A area e o perimetro de um quadrado de lado £ sdo dados, respectivamente,
pelas expressoes algébricas

A=10? e P=4.

e A &rea e a circunferéncia de um circulo de raio r sdo dadas, respectiva-
mente, pelas expressoes algébricas
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e O volume de um paralelepipedo reto retdngulo é dado pela expressao
algébrica
V =zyz.

Um mondmio é uma expressao algébrica dada pelo produto de um nimero
real ndo nulo por um numero finito de poténcias de expoentes inteiros e nao
negativos, cujas bases sao varidveis. Por exemplo, —322, %msn, —Q/Tﬁaglﬂ e
V3xyz® sdo mondémios. Um mondmio possui uma parte literal, formada pelo
produto das poténcias das varidveis, além de uma parte numérica, chamada
de coeficiente do mondémio, formada pelo nimero real que antecede a parte

literal. Nos exemplos acima, as partes literais sao, respectivamente, 22, m>n,

a’b? e xyz3, enquanto que os coeficientes sio —3, %, _{’VTH e V3.

O grau de um mondmio é a soma dos expoentes das poténcias que com-
poem sua parte literal. Os graus dos mondémios dos exemplos acima sao,
respectivamente, 2, 4, 11 e 5.

Dizemos que dois ou mais mondmios sao semelhantes se possuem a mesma

parte literal. Observe os exemplos abaixo:

o Os mondmios —4z%y32z e /52232 sdo semelhantes, pois ambos possuem
parte literal igual a x2y°2.

o Os mondmios m>n?, %m3n2 e vV2m3n? sdo semelhantes, pois os trés
possuem parte literal igual a m>3n?.

o J4 os monomios —4p°¢* e —2p*¢® ndo sdo semelhantes, pois possuem
partes literais distintas.

Agora, observe os proximos exemplos, lembrando que varidveis representam
numeros reais arbitrarios e notando que operamos com as variaveis utilizando
as propriedades das operagoes usuais com nimeros reais (por exemplo, dis-
tributividade da multiplicacdo em relacido a adicdo, regras de potenciacéo e
radiciagdo, etc).

o Na soma 4ab? — 3ab> + 6ab>, podemos desfazer a distributividade da
multiplicacdo em relacdo & adicdo colocando ab® em evidéncia:

4ab® — 3ab® 4 6ab® = (4 — 34 6)ab® = Tab®.




P7

o Da mesma forma, agrupando mondmios semelhantes, temos

1 3 1 3
—8xy® + §x3y2 + day® + 51‘33/2 = (-8 +4)ay® + (5 + 5) z3y?

= —dxy® + 2232

Em resumo:

Para adicionar (ou subtrair) dois ou mais monémios semelhantes, devemos
adicionar (ou subtrair) seus coeficientes e conservar a parte literal comum.

Ao tratarmos com expressoes algébricas, a frase reduzir os mondémios
semelhantes significa adicionar ou subtrair todos os grupos de mondémios
semelhantes, rezuzindo cada um desses grupos, a um sé monoémio, como feito
nos exemplos acima.

Agora, veja os exemplos abaixo, os quais tratam de multiplicagoes e divisoes
de mono6mios. Também nessas operacoes, utilizamos propriedades das mesmas
operagdes com nimeros reais, como produto e divisdo de poténcias de mesma
base.

° 533y2 . 31,2y2 —_ 15$1+2y2+2 — 151,3?/4‘
o (5ab?) - (—4a?b3c?) = —20aT20*H3c? = —20a3b7c2.

(—4x3ytz) + (22y?2) = =223 Lyt 22171 = —22%¢2,

45m8n"p?

Sy = 5mE=3nT=2p3~1 = 5mSnp?.

Em resumo:

Para multiplicar (ou dividir) mon6émios, multiplicamos (ou dividimos) os
coeficientes e as partes literais.

E importante observar que nem sempre podemos executar uma divisdo de
monomios. Para que possamos fazé-la, os expoentes das variaveis do numerador
tém de ser maijores ou iguais que os expoentes das varidveis correspondentes
no denominador. Por exemplo, ndo podemos executar a divisdo de monoémios

45m8n"p3
Im3n2p® ’
ois, ainda que as mesmas varidaveis comparecam no numerador e no denomi-
M

nador, o expoente da variavel p no numerador é menor que seu expoente no
denominador.

Para calcular uma poténcia de um monoémio, elevamos tanto o coeficiente
quanto a parte literal do mon6émio a poténcia indicada.

L o3 4_ L g 19

‘ (2:;: y) “160 Y
2

° (—\/gabc3> = 3a?b%cS.




seco 143 N ks

Para extrair a raiz n—ésima de um monomio, extraimos as raizes n—ésimas
de seu coeficiente e de sua parte literal. Observe que nem sempre a raiz
n—ésima de um mondémio serd um monomio.

o /925yt = /(323y2)% = 323y, se © > 0.
o V64430569 = {/(4ab2c3)® = dab? 3.

Um polinémio é uma expressao algébrica que é dada por uma soma finita de
monomios. Por exemplo,

P(z) = 32%y — 3xy® + V2xy + 7

é um polinémio nas varidveis z e y. Utilizamos a notagdo P(z) para representar
um polinémio na varidvel z, P(x,y) para representar um polindmio nas varidveis
x ey, P(x,y,z) para representar um polindémio nas varidveis z, y e z, e assim
por diante. Os coeficientes de um polindmio sdo os coeficientes dos mondémios
que o compoem. O grau de um polinémio é o maior dentre todos os graus dos
mondmios que o compdem. Denotamos o grau de um polinémio P(x) por dP.
(Aqui, 0 é a letra maitscula grega 70.)

o Os coeficientes do polinémio P(z) = 322y — 3xy> + /2wy + 7 sdo 3, —3,
V2 e 7 e, uma vez que os graus dos mondmios que o compdem sao 3, 4,
2 e 0, seu grau ¢é igual a 4.

Daqui em diante, trataremos apenas de polinémios com uma variavel. Sao
exemplos de polinémios em uma, variavel:

5
o P(x) = —2z* + 5622 — 1

o Q(z)=—3z° +2* - 323 - 7.
Quando o coeficiente do monémio de maior grau de um polindémio é igual a
1, dizemos que o polinémio é monico.

o P(x) =23 - 522 +v2e Q(x) = v'%° — 22 + 1 sdo polinémios ménicos.

Dizemos que P(x) é nulo (ou identicamente nulo), se P(x) = 0, para
qualquer valor real que se atribua a variavel = e, neste caso, escrevemos P = 0.
A proposigdo destacada a seguir é um fato conhecido, que serd assumido sem
maiores comentarios:

Um polinémio P(x) é nulo se, e somente se, seus coeficientes sdo todos nulos.

Dois polinémios P(x) e Q(x) sdo iguais (ou idénticos) se P(z) = Q(x),
para todo valor que se atribua a varidvel . Também é um fato conhecido que
P(z) e Q(z) sdo iguais se, e somente se, possuem os mesmos coeficientes.

Uma raiz de um polinémio P(z) é qualquer nimero real que, uma vez
atribuido a variavel x, torna o valor numérico de P igual a zero.




» Os ntimeros reais 2 e 5 sdo raizes do polinémio P(z) = 22 — 7z + 10,
pois, substituindo x por 2 e por 5 obtemos, respectivamente, P(2) =
22 -7-2410=4—-14+10=0e P(5) =52 —7-54+10 = 25— 35+10 = 0.

o Os niimeros reais 1 e —1 sdo raizes do polinémio P(x) = 22016 — 1, pois
P(1)=1216_1=1-1=0e P(-1) = (-1)*16-1 =1-1 = 0. Por outro
lado, considerando o polinémio Q(x) = 2%°1° —1, vemos que, dentre os ni-
meros 1 e —1, apenas 1 é raiz, pois Q(—1) = (—=1)2% — 1= -1-1= 2.
Mais geralmente, se n é par, entdao 1 e —1 sdo raizes do polinémio
S(xz) = 2™ — 1. Caso n seja impar, entdo apenas 1, dentre os niimeros 1
e —1, é raiz de S(z) = 2" — 1.

¢ O numero real 5 ndo é raiz do polinémio do terceiro grau P(z) =
23 — 42% — 24, pois P(5) = 5% — 452 — 24 = 125 — 100 — 24 = 1.

Se P(z) é um polinémio de grau 1, isto é, P(z) = ax + b, com a # 0, entéo
encontrar as raizes de P é uma tarefa bastante simples. Senao, vejamos:

P(:v):0<:>a33+b:0<:>a3::—b<:>3::—g,
ou seja, a Unica raiz de P é x = —g.

Quando P(z) é um polinémio de grau dois, isto é, P(z) = az? + bx + ¢,
com a # 0, existe uma férmula, chamada fé6rmula de Bhaskara, que permite
que se determine as raizes através de operagbes algébricas entre os coeficientes
a, b e c. De fato, se b* — dac > 0, as raizes de P(x) = az? + bx + ¢ sdo dadas

por
—b+ Vb? — 4ac —b—Vb? — 4ac
2a ¢ 2a ’

Para polinémios de graus trés e quatro, também ha fémulas envolvendo
apenas operacoes algébricas com os coeficientes e que explicitam as raizes.
Embora existam, tais férmulas sdo bem complexas e, o mais das vezes, dao
como resultado expressoes muito complicadas para as raizes, o que inviabiliza
seus usos. Para polindmios de grau maior do que ou igual a cinco, pode ser
mostrado que nao existe uma expressao algébrica, construida em func¢ao dos
coeficientes do polinémio, que sirva para determinar as raizes.

14.3.1 - Adicdao e subtracdo de polinébmios

Para adicionar (ou subtrair) dois polindémios, adicionamos (ou subtraimos)
0s monomios de um aos do outro e, depois, reduzimos os monoémios semelhantes.

Exercicio 14.5 Se P(z) = 3z% — 5z + 4 e Q(z) = —x° + 8z + 8z, encontre
P(z) + Q(z).

Solucdo. Temos que

Q‘

3

X

o
P(z) + Q(z) = (3z* — bz 4+ 4) 4+ (—2° + 82 + 8z)

=3z — 51 +4—2°+ 82 + 8z
=2+ 32" + 824 — 52+ 8z + 4
= —2° + 112* + 32 + 4.
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Exercicio 14.6 Dados P(x) = 92% — 724+ 3z -2 e Q(z) = —25+325 -8z +9,
encontre P(z) — Q(z).

/‘ -~
'%?é/;\‘\ Solucdo. Temos que
2 P(z) — Q(z) = (925 — 72* + 3z — 2)
— (=25 +32° — 82+ 9)
=925 — T2+ 32 —2+2% - 32° + 82— 9
=925 +2°-32° — 72 + 32+ 87 -2-9
=102° — 32° — 72* + 11z — 11.
|
Observacdo 14.3.1 Se o polinémio resultante da adi¢do (ou subtragao) de
dois outros polinémios for ndo nulo, entdo seu grau é menor do que ou igual
ao maior dos graus dos polindmios-parcela. Em simbolos,
I(P+ Q) < max{0P,0Q}.
Exercicio 14.7 Se P(z) = 22® — 3z + 1 e Q(z) = —22° + 22 + 4, encontre
P(z) + Q(z).
/ -
%g?éy\\: Solugdo.
Z
= P(x)+ Q(z) = (223 — 3z + 1) + (—223 + 22 + 4)

=223 — 30 +1-22°+2%+4
:2x3—2x3+m2—3$+1+4
=22 — 3z +5.

14.3.2 - Multiplicacdo de polindmios

Observe a seguinte situagao:
Joaquim tem um quitinete que possui quatro comodos, como ilustrado na
figura abaixo.

Cozinha Banheiro b Cozinha Banheiro b

a+b

Sala a Sala

Tty 2 Y




Na figura da esquerda, podemos notar que a area total do quitinete, que tem
forma retangular, é igual a

(@+b)-(z+y).

Por outro lado, se observarmos a figura da direita, onde o quitinete esta dividido
em comodos, podemos obter a area total do quitinete somando os monoémios
que representam as dreas dos comodos. Assim, essa area ¢ dada por

axr + ay + bx + by.
Portanto, obtemos a igualdade
(a+0b) (z+y) =ax+ay+ bz + by.

Essa igualdade pode ser facilmente obtida utilizado a propriedade distributiva
dos nimeros reais.

De modo geral, para multiplicar dois polinémios, multiplicamos cada mond-
mio de um deles por todos os monoémios do outro. Em seguida, adicionamos
os resultados, reduzindo os mondmios semelhantes. Assim como com nime-
ros reais, numa multiplicagdo de polinémios, os polindémios que estao sendo
multiplicados sdo chamados de fatores e o resultado é o produto.

I Exercicio 14.8 Se P(x) =2x — 1 e Q(x) = x + 3, encontre P(x) - Q(x).

Solucdo. Temos:

AN
-

4

P(z)-Qz) = (2z—1) - (z +3)
=2z-xr+2x-3—1-2—1-3
=22+ 62—2—3
=222 + 5z — 3.

I Exercicio 14.9 Se P(z) = 22 —2z+4 e Q(z) = —2x+2, encontre P(z)-Q(x).

.Z\ Soluc@o. Temos:

= P(2)-Q(z) = (2* = 20 +4) - (~20 +2)

=22 (=22 +2) -2z (—2x +2)
+4-(—2x+2)

=223 + 222 +42® —4x — 8x + 8
= —223 + 622 — 122 + 8.

<
\

Outro dispositivo bastante til para calcular o produto de dois polindmios
é aquele mostrado no exemplo abaixo. Note a semelhanca formal entre ele e
o dispositivo que utilizamos costumeiramente para multiplicar dois niimeros
naturais.
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Exercicio 14.10 Se P(z) = —x3 + 4z — 11 e Q(z) = 32> — 8z + 6, calcule

P(z) - Q(z).
o -
%{é)\\‘ Solucdo.
A~
—3 4 —11
x 3z -8 46
—62° +24x —66
8zt —3222 488z
—3z° +1223 —3322

—32° +8x% 4623 —65x2 +112¢ —66

Observacdo 14.3.2 O grau do produto de dois polindmios nio nulos é igual
a soma dos graus dos fatores, isto é,

(P - Q) = P + Q.

Isto segue de que, se P(z) = az™ + monoémios de graus menores e
Q(z) = bz"™ + mondmios de graus menores, entao

m-+n

= abx + monomios de graus menores,

de forma que

A(P-Q)=m+n=0P +9Q.

Um caso particular de multiplicacdo de poliné6mios que vale a pena ser
ressaltado é quando os dois fatores da multiplicacdo tém grau 1, como no
préximo exemplo.

I Exercicio 14.11 Dados P(z) =z + 5 e Q(x) = = + 6, encontre P(x) - Q(x).

Solucdo. Temos

N
>
|

P(z)-Q(x) = (z+5) (z+6)
= 22 4 62 + 5z + 30
=22 4+ 11z + 30.
Note que 11 =546 e 30=5-6. |

Generalizando o exemplo anterior, vocé pode verificar sem dificuldade, que:

Sempre que multiplicamos P(z) = x + a por Q(z) = x + b, obtemos P(x) -
Qz)=2>+Sz+P,emque S=a+be P =ab.

14.3.3 - Divisdo de polindmios

Comecamos esta secdo com o seguinte teorema que trata da existéncia e
unicidade do quociente e do resto em uma divisdo de poliné6mios em uma
variavel zx.
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Teorema 14.3.3 Dados polinémios A(z) e B(x) # 0, existem tnicos polind-
mios Q(z) e R(z) tais que A(x) = Q(x) - B(z) + R(x), com OR < 0B ou
R=0.

No teorema 14.3.3, A(z) é chamado dividendo, B(z) é o divisor, Q(z) o
quociente e R(x) o resto da divisdo. (Note a semelhanga com a divisao de
nimeros naturais, trocando a relacdo do resto ser menor que o divisor pela
relacdo do resto ter grau menor que o do divisor.)

A partir de agora, explicaremos como funciona um dispositivo pratico para
calcular o quociente e o resto numa divisdo de polinémios. Propomos, como
exemplo, calcular o quociente e o resto na divisao de

A(z) =5z —42® + 3z — 1 por B(z)=2?—-3z+4.

Antes, observe que o termo de maior grau do polinémio quociente Q(z), neste
caso, deve ser 522, pois seu produto por z? deve resultar em 5z*. Considere,
entdo, o polindémio
Ri(z) = A(z) — 52° - B(z) = 1523 — 242> + 32 — 1.
Como JR; = 3 > 0B, encontramos o segundo termo de Q(x) dividindo o termo
de maior grau de Rj(x) por 2. Esse termo é igual a 15z e, dai, consideramos
0 polindémio
Ry(z) = Ry(z) — 15z - B(z) = 212 — 57z — 1.
Como ORy = 2 = 0B, seguimos, dividindo o termo de maior grau de Ra(z)
por z2. Dessa vez, obtemos 21 como resultado, que é o terceiro termo de Q(x).
Agora,
R(xz) = Ra(z) — 21 - B(x) = 6x — 85

satisfaz a condicdo OR < OB e, além disso,

R(x)

Ry(z) — 21 - B(x)

Ry(z) — 152 - B(z) — 21 - B(x)

A(z) — 52% - B(x) — 152 - B(z) — 21 - B(x)
= A(z) - (522 + 152+ 21) - B(x),

Concluimos, portanto, que
Q(x) = 5x? + 15z +21 e R(x) = 6x — 85.

A discussdo acima pode ser sintetizada da seguinte forma (uma vez mais,
repare na semelhanca com o procedimento que empregamos rotineiramente
para dividir dois nimeros naturais):

52% + 02° — 42?2 + 32 — 1|22 — 32 + 4

—52* 4 1523 — 2022 522 + 152 +21
1523 — 2422 + 32 — 1 T
— 1523 + 4522 — 60z Q(x)
2122 — 57z — 1

— 2122 + 63z — 84

R(z) — 6z —85




ou, de uma forma ainda mais simples,
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) 0 —4 3 -1|11 -3 4
-5 15 =20 o 15 21
15 =24 3 -1
—-15 45 —60
21 =57 -1
—-21 63 -84
6 —85

Exercicio 14.12 Encontre o resto e o quociente da divisao de 223 — 3z + 8

por = + 2.
. 7/‘\ Solucdo. Utilizando o dispositivo pratico mostrado acima, obtemos
N
N
2 0O -3 8 |1 2
-2 —4 2 —4 5
-4 -3 8
4 8
5 8
-5 —10
—2

Dal, segue que
20— 32+ 8 = (202~ dz+5) - (& +2) -2,

ou seja, Q(z) =22% — 4z +5 e R(z) = —2. [ |

Numa divisdo, quando o divisor é um polinémio moénico de grau 1, existe
um dispositivo, chamado algoritmo de Briot-Ruffini, que permite calcular
0 quociente e o resto de uma maneira bem mais rapida. Para ver como ele
funciona, vamos dividir A(z) = 52* — 223 + 322 + 42 — 4 por B(z) = = — 3.
Entdo, nosso objetivo é determinar Q(z) = ax® + bry +cx +de R(z) =r € R
satisfazendo

A(z) = Q(z) - B(z) + R(x),
ou seja,
Szt — 223 + 322 + 4z —4 = (ax3+b932+cw+d> (z—=3)+r

Dal, segue que
5rt — 22 + 322 + 4z — 4 =

=azt + (b—3a) 2> + (¢ — 3b) 2% + (d — 3¢) = + (r — 3d),




e obtemos
a=2>5;
b—3a=-2 = b=13;
c—3b=3 = c=42;
d—3c=4 = d=130;
r—3d=-4 = r = 386.

A discussao acima pode ser reduzida ao seguinte esquema:

5 -2 3 4 —4 ‘ 3

5 3:5—-2 3-13+3 3-42+4 3-130—4‘
—_—— — Y—/ — Y—
13 42 130 386

Portanto, obtemos, Q(x) = 523 + 1322 + 42z + 130 e R(x) = 386.

Exercicio 14.13 Determine o quociente e o resto na divisdo de P(z) =
823 — 522 + 5z + 3 por Q(x) = = — 2.

= -
‘%{é),\\\\ Solucdo. Utilizando o algoritmo de Briot-Ruffini obtemos,
Rz
/
8 -5 5 3 ‘ 2
8 2-8+(=5) 2-11+5 2-27+3
—_— Y Y
11 27 57
Portanto, Q(z) = 822 + 11z + 27 ¢ R(x) = 57. [
Expressoes algébricas no ENEM
Vejamos alguns exemplos de como as expressoes algébricas tém sido abordadas
no Exame Nacional do Ensino Médio - ENEM:
Exercicio 14.14 — ENEM - 2009. Um posto de combustivel vende 10.000
litros de &lcool por dia a R$ 1,50 cada litro. Seu proprietario percebeu que,
para cada centavo de desconto que concedia por litro, eram vendidos 100
litros a mais por dia. Por exemplo, no dia em que o preco do &lcool foi R$
1,48, foram vendidos 10.200 litros. Considerando = o valor, em centavos, do
desconto dado no preco de cada litro, e V' o valor, em R$, arrecadado por
dia com a venda do alcool, entao a expressao que relaciona V e x é
(a) V =10.000 + 502 — .
(b) V =10.000 + 50z + z2.
(c) V =15.000 — 50x — 2.
(d) V =15.000 + 50z — 2.
(e) V =15.000 — 50x + z2.
= - .
'%Z" _ Solucdo. O desconto de = centavos concedido pelo dono do posto corresponde
L 2 =

KX

X e . 3
-~ a 155 em real. Dal, o prego da gasolina, também em real, passa a ser 1,50 — {55-
Mas, para cada centavo de denconto, sdo vendidos 100 litros de dlcool a mais,
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logo, o total de litros vendidos é 10.000 + 100x. Portanto, o valor, em RS$,
arrecadado é dado por

V = (10.000 + 100z) (1,50 - i)

100
x x
=15.000 — 10.000 - —— + 150z — 100z - ——
T 160
= 15.000 — 100z + 150z — 2
= 15.000 + 50z — 2.
Logo, a alternativa correta ¢ a letra (d). [ |

Exercicio 14.15 — ENEM - 2015. A figura representa a vista superior de
uma bola de futebol americano, cuja forma é um elipsoide obtido pela
rotagdo de uma elipse em torno do eixo das abscissas. Os valores a e b sao,
respectivamente, a metade do seu comprimento horizontal e a metade do
seu comprimento vertical. Para essa bola, a diferenga entre os comprimentos
horizontal e vertical é igual & metade do comprimento vertical.

Yy

b

Considere que o volume aproximado dessa bola é dado por V = 4ab2. O
volume dessa bola, em funcdo apenas de b, é dado por

(a) 8b3.
(b) 6b3.
(c) 5b3.
(d) 4b3.
(e) 2b3.
%/%/\\1 Solucdo. Como a diferenga entre os comprimentos horizontal e vertical é igual
«Z

X

~~ a metade do comprimento vertical, temos
1
2a —2b = 5 2b,

ou seja,

2a—2b=b<=>2a=3b<=>a=%.
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Desse modo, o volume, em func¢do de b, é dado por
3b
V = 4ab® = 4? . —-b? = 6b°.
2
Portanto, a alternativa correta ¢ a letra (b). |

Exercicio 14.16 — ENEM - 2013. Na afericio de um novo seméforo, os
tempos sao ajustados de modo que, em cada ciclo completo (verde-amarelo-
vermelho), a luz amarela permanega acesa por 5 segundos, e o tempo em
que a luz verde permaneca acesa seja igual a 2/3 do tempo em que a luz
vermelha fique acesa. A luz verde fica acesa, em cada ciclo, durante X
segundos e cada ciclo dura Y segundos. Qual é a expressdo que representa
a relagao entre X e Y

Solucdo. Em cada ciclo de Y segundos, a luz amarela fica acesa por 5 segundos
e a luz verde fica acesa por X segundos. Como o tempo em que a luz verde
permanece acesa é igual a 2/3 do tempo em que a luz vermelha fica acesa,
temos que o tempo em que a luz vermelha vica acesa é igual a % - X. Desse

®®®\§\\i\‘\\
AN
\\>/

modo, temos:

3X
Y=5+x+ 7
104 2X 43X
2
X 410
==
Portanto,
5X —2Y +10=0.
Logo, alternativa correta é a letra (b). |

Exercicio 14.17 — ENEM - 2016. Um terreno retangular de lados cujas
medidas, em metros, sdo x e y serd cercado para a construcdo de um parque
de diversées. Um dos lados do terreno encontra-se as margens de um rio.
Observe a figura.
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Para cercar todo o terreno, o proprietério gastard R$ 7500,00. O material
da cerca custa R$ 4,00 por metro para os lados do terreno paralelos ao rio,
e R$ 2,00 por metro para os demais lados. Nessas condig¢oes, as dimensoes
do terreno e o custo total do material podem ser relacionados pela equagao

(a) 42z +y) = 7.500.

(b) 4(x + 2y) = 7.500.

(c) 2(x +y) = 7.500.

(d) 2(4x +y) = 7.500.

(e) 2(2z +y) = 7.500.
,®{/‘%,\ Solucdo. Os lados paralelos ao rio medem, juntos, 2z metros, e os outros dois
“ 2~ lados medem, também juntos, 2y metros Como cada metro do material usado

K

para cercar o lado paralelos ao rio custa R$ 4,00; cada metro do material usado
para cercar os outros dois lados custa R$ 2,00 e o custo total para cercar todo
o terreno é R$ 7.500,00, obtemos:

2z -4+ 2y -2 =7.500 = 8z + 4y = 7.500,

ou seja,
42z +y) = 7.500.

Portanto, a opgao correta é a letra (a). [ |

Exercicio 14.18 — ENEM - 2015. Num campeonato de futebol de 2012, um
time sagrou-se campedo com um total de 77 pontos (P) em 38 jogos, tendo
22 vitérias (V'), 11 empates (E) e 5 derrotas (D). No critério adotado para
esse ano, somente as vitérias e empates tém pontuacoes positivas e inteiras.
As derrotas tém valor zero e o valor de cada vitoria é maior que o valor de
cada empate.

Um torcedor, considerando a férmula da soma de pontos injusta, propds
aos organizadores do campeonato que, para o ano de 2013, o time derrotado
em cada partida perca 2 pontos, privilegiando os times que perdem menos
ao longo do campeonato. Cada vitéria e cada empate continuariam com a
mesma pontuacgao de 2012.




Qual a expressdo que fornece a quantidade de pontos (P), em func¢ao do
nimero de vitérias (V'), do niimero de empates (E) e do nimero de derrotas
(D), no sistema de pontuagao proposto pelo torcedor para o ano de 20137

(a) P=3V +E.
(b) P=3V —2D.
(c) P=3V+E-D.
(d) P=3V+E-2D.
(e) P=3V+FE+2D.
@7/‘4\ Solucdo. O time fez 77 pontos e obteve 22 vitérias e 11 empates, logo, a
on
%? quantidade de pontos recebidos por cada vitéria é, no maximo, igual a 3 (pois

22 -4 =88 > 77). Se cada vitéria vale 2 pontos no méximo, entao o total de
pontos ganhos com os 11 empates é maior que 77 — 2 - 22 = 33, o que implica
que a quantidade de pontos ganhos em cada empate é, no minimo, igual a 3.
mas isso nio pode acontecer, porque o valor de cada vitéria é maior que o
valor de cada empate. Logo, cada vitéria vale 3 pontos e cada empate vale 1
ponto. Assim, com a proposta de o time perder 2 pontos a cada derrota, temos
que a quantidade de pontos do time em 2013 sera:

P=3V+FE-2D.

Portanto, a alternativa correta é a letra (d). [

14.4 - Exercicios Propostos

Nivel 1

Exercicio 14.19 Uma casa deve ser construida em um terreno que tem forma
retangular, conforme a planta esbogada na figura abaixo:

gramado

De acordo com a planta, encontre a expressao algébrica que representa:

(a) a drea do terreno.

(b) a area ocupada pela casa.

(c) a area ocupada pela piscina.

(d) a &rea livre, que corresponde ao gramado.




Exercicio 14.20 Em cada um dos itens abaixo, calcule o valor numérico da
expressao algébrica dada:

(a) 22 +4zy + 1, paraz=2ey = —1.
(b) 3z +3y—T7,parax = —-2ey =4

3 2
C w, arar=—1,y=2e 2= —2.
(c) 5 p y

3
(d) %,parax:\/geyz—\/g.

7TT‘2

(e) — parar = V2.
4773
(f) 7;7“ , para r = 2+/3.

em cada um dos itens abaixo.

) —a?bc. (e) 0,22%y°z

Exercicio 14.22 Dentre as expressoes algébricas listadas abaixo, quais sao
monomios?

2(z +y). (e) —1.
—0.3zyz. () 2L,
22— . (g) —=5L.

‘ Exercicio 14.21 Encontre o coeficiente e a parte literal do monémio dado
‘ ) babed. (h) zy?

Exercicio 14.23 Em cada um dos itens a seguir, encontre o grau do polindmio
dado:




(a) Ta? —b3. (e) 524 4825 — 7%’%
(b) a'y® — 2xy°. (f) 9a3b~7a> + 5b2.

(c) 4a®b* — 5abS. (g) 13a3b + a2b? — 2ab.
(d) 1223 + 112293 — 2y*. (h) 4oty — 5a7.

Exercicio 14.24 Simplifique as expressoes:

(a) 4z — 3z + . (d)%b-i-%b-l—%b.
2
(b) zy® + %4 (e) =%y — 3xy? — 4x2y + Hxy>.
(c) 8a?b? — 13a%b® + §a’b>. (f) a®—3a*+7a®—3a® +4a* —3a?.

Exercicio 14.25 Encontre os valores das operagoes com mondmios abaixo:

(a) 2z - 3y>. (e) 85 + 4x*.

(b) 322y? - 3zy™. (f) (—923yz?) = 3zyz.
(c) 4ab® - (—2a%be). (g) 12a%b® + (—3a%).

(d) (-2y*2) - (—22°yz). (h) (=p'¢’r®) = (-20%¢%).

Exercicio 14.26 Dadas as expressoes algébricas F =222 —1e F = 22 + 2,
calcule:

Exercicio 14.27 Calculo o valor numérico da expressao algébrica

22y — 122

3% + yz

| |
CIOCIOCO
EECEK
I+ I +
3333
w NN

paraz=—-1,y=1e 2=2.




Exercicio 14.28 Encontre o polindmio que representa a drea da figura abaixo:

T+ 2

2+ 4

abaixo:

T+ 3

5 s
7 %3
7
7

r+3

Exercicio 14.30 Em cada item, multiplique os polinémios e reduza os termos
semelhantes:

(a) (5z+2)-(3z—1). (¢) (=3z+1)- (2% — 2z +1).

(b) (222 — 3z +1)- (z +1). (d) (122 +7) - (2% — 322).

Exercicio 14.31 — Banco OBMEP. O que representam, na figura a seguir, as

‘ Exercicio 14.29 Encontre o polindémio que representa o volume da figura
| expressoes a® + 1, 5a e 4a + 37




a 1,5cm

na divisao de P(x) por Q(z):

)=322-2z+1eQ(zx) =z — 1.
) =423 — 4z e Q(x) = 2% — 1.
)=-322-z+2eQ(z)=z—3.

)=22%+322 - Te Q(z) =22 — 2z — 1.

xercicio 14.33 Quais sd@o o quociente e o resto da divisdo de A(z) =

| Exercicio 14.32 Em cada um dos itens abaixo, encontre o divisor e o resto
I — 2%+ 2 por B(z) = 2% + 2z — 17

Exercicio 14.34 Calcule os valores de a e b de modo que a divisao de
A(z) = 22 — ax + b por B(z) = 22 — x + 2 seja exata.

Exercicio 14.35 — OBM. Os numeros reais = e y sao distintos de zero,
distintos entre si e satisfazem a igualdade

1
=== ==
z Y

Entao, o valor de zy ¢ igual a:

(a
(

) 4
b) 1
(c) -1,
(d) —4.
(e) é preciso de mais dados.

Exercicio 14.36 — ENEM - 2013. Muitos processos fisiologicos e bioquimicos,
tais como batimentos cardiacos e taxa de respiracao, apresentam escalas
construidas a partir da relagdo entre superficie e massa (ou volume) do
animal. Uma dessas escalas, por exemplo, considera que o “cubo da &area
S da superficie de um mamifero é proporcional ao quadrado de sua massa




M??(J
Isso é equivalente a dizer que, para uma constante k > 0, a area S pode ser
escrita em funcao de M por meio da expressao:

(a) S=k-M.
(b) S=k-Ms.
(c) S=Fk3-Ms.
(d) S=ks Ms.
(e) S =k M2
‘HUGHES-HALLETT, et al. Cdlculo e aplicagées. Sdo Paulo: Edgard Biicher, 1999
(adaptado).

Exercicio 14.37 — ENEM - 2018. Uma empresa deseja iniciar uma campanha
publicitaria divulgando uma promocao para seus possiveis consumidores.
Para esse tipo de campanha, os meios mais viaveis sdo a distribuicao de
panfletos na rua e antincios na radio local. Considera-se que a populacao
alcancada pela distribuigdo de panfletos seja igual & quantidade de panfletos
distribuidos, enquanto que a alcangada por um antncio na radio seja igual
a quantidade de ouvintes desse antincio. O custo de cada antncio na radio
é de R$ 120,00, e a estimativa é de que seja ouvido por 1500 pessoas. J&
a producao e a distribuicao dos panfletos custam R$ 180,00 cada 1000
unidades. Considerando que cada pessoa serd alcangada por um tnico
desses meios de divulgacao, a empresa pretende investir em ambas as midias.
Considere X e Y os valores (em real) gastos em andncios na radio e com
panfletos, respectivamente. O ntmero de pessoas alcangadas pela campanha
serd dado pela expressao

50X 50Y
(&) ==+
50X 50Y
b =+
4X 4Y
50 50
(d) X + 9w
50 50Y

Exercicio 14.38 — ENEM - 2018. De acordo com a Lei Universal da Gravita-
¢ao, proposta por Isaac Newton, a intensidade da forga gravitacional F' que
a Terra exerce sobre um satélite em 6rbita circular é proporcional a massa
m do satélite e inversamente proporcional ao quadrado do raio r da orbita,
ou seja,

No plano cartesiano, trés satélites, A, B e C, estao representados, cada
um, por um ponto (m,r) cujas coordenadas sao, respectivamente, a massa
do satélite e o raio da sua 6rbita em torno da Terra.




Raio (r)

Massa (m)

Com base nas posigoes relativas dos pontos no grafico, deseja-se comparar
as intensidades F4 , Fp e F¢ da forga gravitacional que a Terra exerce
sobre os satélites A, B e C, respectivamente. As intensidades Fa, Fg e F¢
expressas no grafico satisfazem a relagao

Exercicio 14.39 — ENEM - 2017. O estado de qualquer substancia gasosa é
determinado pela medida de trés grandezas: o volume (V'), a pressao (P)
e a temperatura (7') dessa substancia. Para os chamados gases “ideais”, o

valor do quociente ¢é sempre constante. Considere um reservatorio

que esta cheio de um gas ideal. Sem vazar o gés, realiza-se uma compressao
do reservatério, reduzindo seu volume a metade. Ao mesmo tempo, uma
fonte de calor faz a temperatura do gés ser quadruplicada. Considere Py e
Py, respectivamente, os valores da pressao do gas no reservatério, antes e
depois do procedimento descrito. A relagao entre Py e P é

(a) P = %.
0 =20
(c) P =Py
() P, = 2P,
(e) P =8P,

Exercicio 14.40 — ENEM - 2016. Para a construcao de isolamento acistico
numa parede cuja area mede 9 m?, sabe-se que, se a fonte sonora estiver a 3
m do plano da parede, o custo é de R$ 500,00. Nesse tipo de isolamento,




a espessura do material que reveste a parede é inversamente proporcional
ao quadrado da distancia até a fonte sonora, e o custo é diretamente
proporcional ao volume do material do revestimento. Uma expressao que
fornece o custo para revestir uma parede de drea A (em metro quadrado),
situada a D metros da fonte sonora, é

(a) 500 - 81
A-D?°
500 - A

b) =pr—

500 - D?
(0) =

500 - A - D?
&) —5—

@ 500 - 3 - D?
—

Exercicio 14.41 — ENEM - 2019. Uma empresa tem diversos funciondrios. Um
deles é o gerente, que recebe R$ 1000,00 por semana. Os outros funciondrios
sao diaristas. Cada um deles trabalha 2 dias por semana, recebendo R$
80,00 por dia trabalhado.

Chamando de X a quantidade total de funcionarios da empresa, a
quantia Y, em reais, que esta empresa gasta semanalmente para pagar seus
funcionarios é expressa por

(a) Y = 80X -+ 920.
(b) Y = 80X + 1000.
(c) Y = 80X + 1080.
(d) Y = 160X + 840.
(e) Y = 160X + 1000.

Exercicio 14.42 O quadro apresenta os dados da pescaria de uma espécie
de peixe realizada ao final de um dia de pesca, em lagos diferentes.

Lago (L) | Nimero de bar{ Nimero de ho+ Quantidade pes-
cos utilizados (B) [ras de pesca (H) |cada (C, em kg)
I 5 5 250
I1 6 10 300
11T 4 ) 180
v 3 7 215
Vv 3 10 220

Considere que a medida do esfor¢o de pesca (FE) seja dada pela fungao
E=2.-1007-B-H. A captura (quantidade pescada C) e a populagao
de peixes P(L) dessa espécie no lago L, no inicio desse dia de pescaria,
relacionam-se pela férmula C = E - P(L).

Em qual lago a populagao de peixes dessa espécie era maior no inicio do
dia?
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Exercicio 14.43 — ENEM - 2012. Um forro retangular de tecido traz em sua
etiqueta a informacao de que encolhera apds a primeira lavagem, mantendo,
entretanto, seu formato. A figura a seguir mostra as medidas originais do
forro e o tamanho do encolhimento (x) no comprimento e (y) na largura.
A expressao algébrica que representa a drea do forro apods ser lavado é

(5—2)3—y).

8!

Nestas condigoes, a area perdida do forro, apés a primeira lavagem, serd
expressa por:

2xy.
15 — 3x.

—5y — 3.

Exercicio 14.44 Obtenha o polinémio P(z), de grau 2, tal que P(1) = 3,
P(—2) =9 e P(xz) = P(—x), para todo z € R.

Exercicio 14.45 Sejam a, b e ¢ nlimeros reais nao nulos, tais que a+b+c = 0.
Calcule o valor de cada uma das expressoes abaixo:

a2 b2 2
(&) (b+c)? + (a+c)? + (a+0b)?
a? b3 c3

(b) (b4¢)3 * (a4c)3 - (a+0b)3




Exercicio 14.46 Sejam a, b e ¢ nimeros reais tais que a + b + ¢ = 0. Mostre
que a® + b3 + ¢ = 3abe.

Exercicio 14.47 Mostre que ao dividirmos um polindémio qualquer A(x) por
um polinémio B(z) = x — m, obtemos como resto o polinémio constante e
igual ao valor numérico de A(x) em m.

Exercicio 14.48 Determine o de modo que a divisdo de A(z) = 22° — 522 +
Tr — a por B(xz) = x — 2 deixe resto 9.

Exercicio 14.49 — Unespar - 2016. Com relagdo aos polindémios P(z) =
(z* —1)- (22 —2) e Q(z) = 2® — 22 + x , considere as afirmacdes:

I. O coeficiente de 25 em P(z) é zero.
II. z =0 é raiz de Q(x).
III. x =2 é raiz de P(x).
IV. O resto da divisdo de P(x) por Q(z) é um polindémio de grau 2.

Podemos afirmar que:

(a) todas as afirmagoes sdo verdadeiras.
(b) somente a afirmacao IV é falsa.
(c) apenas II e IV sdo verdadeiras.
(d) somente I é verdadeira.
(e) Apenas I e II sao falsas.

Exercicio 14.50 Joaquim fex uma caixa do seguinte modo: a partir de uma
folha de cartolina, ele cortou os quatro cantos e dobrou a cartolina nas
linhas pontilhadas, conforme a figura abaixo.

z z
A A




encontre o polindmio que representa

1. a drea da superficie da caixa.
2. o volume da caixa.
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