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Geometria Plana

9.1 - Introducdao

Iniciaremos esse moédulo tratando sobre um tipo especial de relagao entre
figuras planas, que chamaremos de congruéncia.

De maneira intuitiva, duas figuras sao ditas congruentes quando é possivel
estabelecer uma correspondéncia entre todos os pontos da primeira figura com
pontos da segunda figura de modo que a distancia entre quaisquer dois pontos
na primeira figura seja igual a distdncia entre os pontos correspondentes na
segunda figura. Para ilustrar essa nocao, considere o desenho a seguir:

P/

Ql

Figura 9.1: Duas figuras congruentes.

Na Figura 9.1, é possivel visualizar dois desenhos iguals de cachorros, um
verde e outro laranja, apenas dispostos em lugares diferentes da folha. Os
pontos P e @ no desenho da esquerda sao correspondentes aos pontos P’ e Q'
no desenho da direita, e a distdncia entre os pontos P e () é a igual a distancia
entre P’ e Q. Fazendo um exercicio mental, podemos reconhecer o fato de
que a distancia entre qualquer par de pontos no desenho da esquerda é igual a
distAncia do par correspondente no desenho da direita. Assim, as figuras séo
congruentes.

Uma outra maneira de compreender a nogao de congruéncia de duas figuras
planas é imaginar que podemos “recortar” a primeira figura do plano (como se
ele fosse de papel) e encaixa-la perfeitamente sobre a segunda figura.

Agora que vocé ja entendeu a nocao de congruéncia, deve estar se

@ perguntando qual é a relevancia de estudarmos isso para a construcao
da Geometria Plana. Para responder a esta pergunta, apresentamos a
seguinte alegoria:

Imagine que vocé pretende cozinhar uma macarronada durante alguns
dias para seu almoco. Como vocé nunca cozinhou esse prato antes, é
necessdrio antes "aprender'a fazer uma macarronada. Depois que vocé
aprender, ndo precisa aprender por uma sequnda vez, pois a macarronada
serd a mesma em todas as vezes em que vocé for fazé-la.




O mesmo ocorre com figuras congruentes: se vocé aprender as proprie-
dades de uma delas, entdo qualquer figura congruente terd as mesmas
propriedades. Assim, evita-se o trabalho de restabelecer fatos ja conhe-
cidos anteriormente.

@ : 9.2 - Congruéncia de TriGngulos

Para nao precisar construir uma teoria de congruéncia muito complexa, nos
concentraremos em estudar a congruéncia de figuras planas bem simples: os
tridngulos.

Definicdo 9.2.1 Dois tridngulos ABC' e XY Z sdo congruentes se, e somente
se, for possivel estabelecer uma correspondéncia entre os vértices do primeiro
e os vértices do segundo de modo que todos os lados e angulos do primeiro
tridngulo sejam iguais aos lados e dngulos correspondentes no segundo
tridngulo. Assim, se ABC e XY Z realmente forem congruentes, com a
correspondéncia de vértices A <+ X, B+ Y e C < Z, entado

AB=XY, BC=YZ, CA=2ZY

/ABC = /XYZ, /BCA=/YZX, LCAB = /ZXY.

C A

Utilizaremos o simbolo (=) para denotar dois tridngulos congruentes.
Assim, nas notagoes da figura, se AABC = AXY Z, suporemos im-
plicitamente que a correspondéncia de vértices é A «+» X, B < Y e
C& Z

Para provar que dois tridngulos sdo congruentes, nao é necessario verificar
todas as seis igualdades da defini¢do. A seguir, veremos que certas combi-
nagoes de trés dessas seis igualdades serdo suficientes para demonstrar que
dois triangulos sdo congruentes. Chamaremos essas combinagoes de casos de
congruéncias, e o primeiro deles é o seguinte:

Caso LAL. Se ABC e XY Z sao dois tridngulos tais que AB = XY,
BC=YZe LZABC = /XY Z, entdo AABC = AXY Z.

Este caso de congruéncia é um postulado da Geometria Euclidiana. Ou
seja, assim como outros axiomas que apresentamos no médulo Geometria A,




ele ndo pode ser demonstrado e deve ser simplesmente aceito como verdadeiro.

Por outro lado, os demais casos de congruéncia podem ser demonstrados a
partir do caso LAL e sdo os seguintes:

Caso LLL. Se ABC e XY Z sao dois tridngulos tais que AB = XY,
BC=YZeCA=7X, entao AABC = AXY Z.

B Y 7
A X

Caso ALA. Se ABC' e XY Z sao dois triangulos tais que ZABC = /XY Z,
BC=YZe /BCA=/YZX, entdo AABC = AXY Z.

7z
B 4 |
A X

Caso LAA,. Se ABC e XY Z sdo dois tridngulos tais que AB = XY,
/ABC = /XY Z e /BCA=/YZX, entao AABC = AXY Z.

NP

Caso Cateto-Hipotenusa. Se ABC e XY Z sao dois tridngulos retangulos
com /BAC = /YXZ =90°, AB = XY e BC = YZ, entdo AABC =
AXY Z.




C X

Os demais casos de congruéncia podem ser intuidos através de construcoes
usando régua e compasso. Vocé poderd encontrar essa abordagem no livro
Topicos de Matemdtica Elementar - Volume 2 Geometria Euclidiana Plana
escrito por Antonio Caminha Muniz Neto. Neste médulo, porém, nos con-
centraremos em aprender a utilizar os casos de congruéncia para provar, na
proxima segao, alguns fatos geométricos importantes.

Exercicio 9.1 Na figura a seguir, o triangulo ABC' é isésceles de base BC.
Como mostrado na figura, marque sobre a base BC' segmentos congruentes
BD e CE. Prove que o tridngulo ADFE é isésceles.

A

D B C  E

Solugao. Como ABC é isésceles de base BC, temos AB = AC e ZABC =
/ACB. Entao, ZABD = /AC B, pois tais angulos sdo suplementos de &ngulos
iguais. Como BD = C'D por hipétese, concluimos que os tridngulos ABD e
ACFE séo congruentes pelo caso LAL. Portanto, AD = AE. |

Exercicio 9.2 Sobre os lados de um tridngulo equilatero ABC, marcam-se
os pontos D, E e F, conforme ilustrado na figura. Sendo AD = BE = CF,
prove que o triangulo DFEF também é equilatero.

A

B E C

Solugado. Sendo AB = BC = AC =1le AD = BE = CF = x, observe
que DB = EC = AF =1 —x e que LDAF = ZEBD = /FCFE = 60°.
Portanto, AADF = ABED = AFCE, pelo caso LAL. Consequentemente,
DF = EF = DE. [ ]




I Exercicio 9.3 Explique por que LLA nao é um caso de congruéncia de

tridngulos.

Solugao. Como mostrado na figura, considere um tridngulo isésceles BAC
com BA = AC, e um ponto D sobre o prolongamento da reta BC, mais
proximo de B do que de C. Veja que os tridngulos DBA e DAC séo tais que
LZADB = ZADC, AD é compartilhado e AB = AC. Portanto, esta situacao
se encaixaria em um possivel caso LLA. Por outro lado, claramente percebemos
que os triangulos DBA e DAC nao sao congruentes, uma vez que CD > BC.

A

9.3 - Aplicacdes de Congruéncia de TriGngulos

Comegamos esta se¢do deduzindo uma propriedade muito importante dos
paralelogramos.

Proposicdo 9.3.1 Em todo paralelogramo, os pares de lados opostos tém
comprimentos iguais.

A B

Prova. Considere um paralelogramo ABCD. Por defini¢do, seus pares de
lados opostos sdo paralelos. Assim, pelo quinto postulado de Euclides, temos
que

/CAB = /DCA e /ACB = /ZDAC.
Logo, AABC = AADC pelo caso LAL. Portanto, AB=CDeCB=AD. 1

O préximo resultado é um fato que ja haviamos enunciado, sem demonstra-
¢80, no médulo Geometria A. O fato é o seguinte:

Proposicdo 9.3.2 Seja ABC um triangulo. Entdo AB = AC se e somente se
ZABC = LACB.

Prova. Observe que essa proposicao é bicondicional. Assim, devemos provar
os dois sentidos da equivaléncia:
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I. Assuma que AB = AC. Seja M o ponto médio do lado BC. Como
AB = AC, BM = CM e AM é comum, o caso LLL garante que os
tridngulos AM B e AMC séao congruentes. Dai, ZABC = ZACB.

A

B M C

II. Assuma que LZABC = ZACB. Seja @ o pé da bissetriz do angulo Z/BAC.
Como AQ é um lado comum, ZQAB = ZQAC e ZQBA = ZQCA,
concluimos que os tridngulos AQB e AQC sdo congruentes pelo caso
LAA,. Assim, AB = AC.

Apesar de serem visualmente quase idénticos, os dois desenhos utilizados
para demonstrar a Proposicao 9.3.2 sdo conceitualmente diferentes, pois

sao construidos com base em hipdteses distintas.

A mediatriz de um segmento é a reta que passa pelo ponto médio do
segmento e é perpendicular a ele. No que segue, utilizaremos congruéncia de
tridngulos para caracterizar a mediatriz como lugar geométrico.

Proposicdo 9.3.3 Se A é um ponto fora da reta BC, entdo AB = AC se e
somente se A estd sobre a mediatriz de BC.

Prova.

Primeira parte: A estd sobre a mediatriz de BC: se P é o ponto médio de
BC', entdo a definicdo de mediatriz garante que ZAPC = ZAPB = 90° e
BP = PC. Com isso, AAPC = AAPB pelo caso LAL (pois o lado AP é
comum aos dois tridngulos). Portanto, AB = AC.

Segunda parte: AB = AC": entao o tridngulo ABC é isosceles de base BC.
Sendo P o ponto médio de BC', vimos na demonstracao da Proposi¢ao 9.3.2
que os tridangulos APC e APB sao congruentes. Logo, BP =CP e LZAPB =
ZAPC. Por fim, como tais dngulos somam 180°, cada um deles vale 90°.
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Consequentemente, a reta AP é perpendicular ao segmendo BC' em seu ponto
médio, de forma que é a mediatriz de BC. |

Em um tridngulo, o segmento que liga um vértice ao ponto médio do

@ lado oposto é uma mediana do tridngulo (veja a figura a seguir). O
segmento que sai de um vértice e incide perpendicularmente no lado
oposto é uma altura do tridngulo. Por fim, o segmento que sai de um
vértice a um ponto do lado oposto, dividindo ao meio o angulo relativo
ao vértice é uma bissetriz interna do triangulo. Assim, todo tridngulo
tem trés medianas, trés alturas e trés bissetrizes internas (uma para
cada vértice).

A

Dadas as defini¢bes acima, uma consequéncia direta da Proposi¢do 9.3.3
é o fato que, em um tridngulo isosceles, a altura, a mediatriz, a bissetriz
e a mediana relativas a base coincidem.

A partir das caracterizagoes para mediatriz que acabamos de desenvolver,
podemos justificar a existéncia de dois pontos notaveis de um tridngulo: o
circuncentro e o ortocentro.

Proposicdo 9.3.4 Em um tridngulo ABC, as mediatrizes dos lados AB, BC', CA
encontram-se em um unico ponto O, chamado de circuncentro do tridngulo.
Este ponto é o centro do circulo circunscrito ao tridngulo ABC, isto é, do
circulo que passa pelos vértices do tridngulo.

Prova. Inicialmente, veja que as mediatrizes dos lados BC' e AC néo podem
ser paralelas. Realmente, se o fossem, entdo, como elas sdo perpendiculares as
retas BC' e AC, teriamos que BC e AC também seriam paralelas, o que néo é

o caso. Portanto, podemos considerar o ponto de encontro O das mediatrizes
dos lados BC' e AC.
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Uma vez que O pertence a mediatriz de BC', a Proposigao 9.3.3 garante
que BO = CO. Da mesma forma, como O pertence a mediatriz de AC, temos
AO = CO. Entao, AO = BO, de sorte que, novamente pela Proposicao 9.3.3,
O pertence a mediatriz de AB. Assim, as trés mediatrizes se intersectam em
um mesmo ponto O, com AO = BO = CO. Portanto, o circulo de centro O e
raio igual a essa distdncia comum passa por A, B e C. |

Proposicdo 9.3.5 Prove que as retas que contém as alturas de um triangulo se
encontram-se em um nico ponto, chamado de ortocentro do tridangulo.

C/

A B’

2

AI

Prova. Por simplicidade, facamos a demonstracao no caso de um tridngulo
ABC acutangulo. (A demonstracao para tridngulos retangulos ou obtusangulos
é essencialmente a mesma, mas, no caso de um tridngulo retdngulo (resp.
obtusangulo), o ortocentro estara localizado em um vértice (resp. fora) do
tridngulo. Faga figuras para se certificar dessas afirmagoes.)

Considere, pois, um tridngulo acutangulo ABC. Trace (acompanhe na
figura acima) as retas paralelas aos lados BC, C'A e AB, passando pelos pontos
A, B e C, respectivamente, e sejam A’, B’ e C' os pontos de interse¢ao entre
essas retas.

Note que AB’C'B é um paralelogramo, pois tem dois pares de lados opostos
paralelos. Com isso, a Proposi¢ao 9.3.1 garante que BC' = AB’. De modo
analogo, ACBC’ é paralelogramo, logo, BC' = AC’. Assim, AB’' = AC’, ou
seja, A é ponto médio de B’C’. Também, uma vez que as retas BC e B'C’
sdo paralelas e a altura relativa ao lado BC é perpendicular a reta BC, ela
também é perpendicular & reta B'C’. Entao, tal altura do triangulo ABC é a
mediatriz do segmento B'C”.

Da mesma forma, as demais alturas do tridngulo ABC também sdo me-
diatrizes do tridngulo A’B’C’. Mas, pela Proposicao 9.3.4, as mediatrizes
do tridangulo A’B’'C’ se encontram em um tnico ponto. Logo, as alturas do
tridngulo ABC' também se encontram em um Unico ponto. |

Exercicio 9.4 Seja P um ponto no interior do angulo ZABC'. Sejam X e Y os
pés das perpendiculares de P até as retas BA e BC, respectivamente. Prove
que P esta sobre a bissetriz do angulo ZABC' se e somente se PX = PY.

Prova.

Primeira parte: P estd sobre a bissetriz do angulo ZABC'": note que os
tridngulos PBX e PY B sao congruentes pelo caso LAA,, pois BP é um lado
em comum, /PBX = /PBY e /PXB =/PYB =90°. Logo, PX = PY.
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B A X
Segunda parte: PX = PY: entdo os tridngulos retdngulos BPX e BPY

tém mesma hipotenusa e catetos PX e PY iguais. Logo, s@o congruentes pelo
caso Cateto-Hipotenusa. Segue que ZABP = /PBC. |

Exercicio 9.5 Seja ABC'D um quadrilatero tal que AB = BC e AD = DC.
Mostre que suas diagonais sdo perpendiculares.

/

Prova. Como AB = CB e AD = CD, a mediatriz do segmento AC' passa
pelos pontos B e D, logo, coincide com a reta BD. Portanto, a reta BD
intersecta o segmento AC em seu ponto médio M, com BD perpendicular a

AC. |

Exercicio 9.6 Mostre que um tridngulo que possui duas alturas de compri-
mentos iguais é isdsceles.

Prova. Analisemos somente o caso em que ABC' é acutangulo. Os casos em
que ABC' é retangulo ou obtusdngulo podem ser tratados de modo analogo.

Considere, pois, um tridngulo acutangulo ABC, com alturas iguais BD e
CE, como mostrado na figura a seguir. Em primeiro lugar, veja que

/ECA=90°—- /ZEAC =90° — Z/DAB = ZDBA.

Portanto, para os tridngulos AEC' e ADB, temos BD = CFE, /ECA=/ZDBA
e LZCAE = ZBAD, de forma que tais triAngulos sdo congruentes pelo caso
ALA. Consequentemente, AB = AC. |




@ ; 9.4 - O Teorema de Pitagoras

Uma das aplicagbes diretas mais importantes de congruéncias de tridngulos é a
demonstragao do famoso Teorema de Pitdgoras. Para enuncia-lo, recordemos
que, em um tridngulo retangulo, o maior lado (que é oposto ao angulo reto) é
chamado de hipotenusa, enquanto que os outros dois lados sdo chamados de
catetos.

Teorema 9.4.1 — Pitdgoras. Em todo tridngulo retdngulo, o quadrado do
comprimento da hipotenusa é igual a soma dos quadrados dos comprimentos
dos catetos. Em simbolos, se ABC' é um tridngulo retdngulo em C, entéo

AB? = AC? + BC?.

Prova. Sejam AB = ¢, BC = a e AC = b as medidas dos lados do tridngulo
ABC, retangulo em C. Construa um quadrado PQRS de lado a+b (acompanhe
na figura 9.7) e considere pontos X, Y, Z e W sobre os lados deste quadrado
de modo que PX = QY = RZ = SW =a.

S Z R
L .
'Y
w |
ﬁL(\
.......... S
P x @

Figura 9.7: Demonstragao do Teorema de Pitagoras.

Dessa forma, PW = PS — SW = (a +b) —a = b e, analogamente,
QRX =RY =57 =b. Como LWPX = £LXQY = LYRZ = LZSW = 90°,
concluimos que os tridngulos PXW, QY X, RZY e SW Z sao todos congruentes
ao tridngulo CBA, pelo caso LAL.

Portanto, os lados do quadrilatero XY ZW sao iguais a c. Além disso, como
QXY = ZQW X, temos

/WXP+/QXY = /WXP+/PWX = 180° — ZX PW = 180° —90° = 90°.
Segue, dai, que
LYXW =180° — (LWXP + £ZQXY) = 180° — 90° = 90°.

De modo analogo, os demais angulos do quadrilatero XY ZW sao todos retos.
Assim, XY ZW  sendo um quadrilatero de &ngulos retos e lados iguais, é um
quadrado (de lado ¢).

Agora, observe que a drea do quadrado PQRS é igual a soma da drea do
quadrado XY ZW com as areas dos tridngulos retangulos congruentes PXW
QY X, RZY e SWZ. Isso nos da a igualdade

ab

(a+b)2=62+4~?




ou, 0 que é 0 mesmo,

a? +b? + 2ab = ¢ + 2ab.
Cancelando a parcela 2ab em ambos os lados, obtemos a relacdo desejada,
a4+ b =2
|

Duas consequéncias importantes do Teorema de Pitagoras sdo enunciadas
nos exercicios a seguir.

Exercicio 9.7 Mostre que a diagonal de um quadrado de lado ¢ tem medida

0/2.

Prova. Se ABCD é um quadrado de lado ¢ (veja a figura ao lado), entdao o
tridngulo ABC' é retdngulo em B e possui catetos de medida £. Assim, pelo D ¢
Teorema de Pitagoras,

AC? = (2 + 2 = 2% = AC = 1V/2. ¢

Exercicio 9.8 Mostre que as alturas de um tridngulo equildtero de lado ¢
tém medidas iguais a %3.
Prova. Seja ABC um tridngulo equilatero de lado ¢, conforme mostrado na

figura ao lado. Sendo M o ponto médio do lado BC, ji sabemos que AM
também é altura de ABC'. Portanto, o tridngulo ABM é retdngulo em M e

possui um cateto de medida é e a hipotenusa de medida ¢. Sendo AM = h, 4
segue do Teorema de Pitagoras que
¢ 302 /3 ¢
2 _ &7 2 2 _ _
£—4+h:>h —4:>h 5
u Bt M ¢t C
2 2

9.4.1 - Relacoes Métricas em TriGingulos Retdngulos

Continuando, consideremos agora um tridngulo retdngulo ABC com hipotenusa
BC (acompanhe na préxima figura). Sendo H o pé da perpendicular baixada
de A a BC, nosso objetivo nesta secdo é calcular os comprimentos AH, BH e
CH em funcao das medidas dos lados do AABC.
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Por simplicidade de notagéo, sejam BC = a, AC =b, AB=c¢, AH = h,
BH = m e CH = n. Note que ha duas formas de calcularmos a area do
AABC': a primeira é considerando BC como base e a segunda é considerando
AB como base. Comparando as féormulas geradas por essas duas possibilidades,

obtemos
a-h_b-c
2 27
Simplificando as fragoes e isolando o termo h, chegamos a
b-c
h=-—. 1
- 91)

Agora, aplicando o Teorema de Pitadgoras ao tridngulo AH B, temos que
m?2+h? = c%. Substituindo o valor de h encontrado na equacio (9.1) e isolando
o termo m?, obtemos:

mzzcz_hzzcz_<Lc>2zcz 1_f _ 2 a? —b? :é.
a a? a? a?

(Note que, na tltima igualdade acima, utilizamos o Teorema de Pitadgoras em
AABC para obter a® — b? = ¢2.)
Extraindo raizes quadradas em ambos os lados da igualdade m? = 2—;,

obtemos:
2
c
= 9.2
m=1 92)
De modo anélogo, o Teorema de Pitdgoras aplicad ao AAHC' da
b?
= —. 9.3
== 93)

As féormulas (9.1), (9.2) e (9.3) sdo conhecidas como as relagoes métricas do
triangulo retangulo. Elas também podem ser deduzidas utilizando semelhanca
de tridangulos. Optamos por aplicar diretamente o conceito de area e o Teorema
de Pitagoras para apresentar uma perspectiva diferente da maioria dos livros
didéticos.

O ideal é que, num primeiro momento, vocé nao decore as férmulas

Obs) (9.1), (9.2) e (9.3). Melhor ¢ deduzi-las sempre que houver a necessidade
de utilizd-las para resolver algum problema. Ao fazer assim, aos poucos
vocé as decorard naturalmente.

Exercicio 9.9 Neste problema temos quatro itens, cada um correspondente a
um dos quatro desenhos da figura. Em cada um deles, calcule o comprimento
pedido.

(a) Ache BC, sabendo que AB =6, AD =8, CD =4e¢ A= D = 90°.

(b) Ache EI, sabendo que EF = 6, FG = 4, GH = 2, HI = 2\/5 e
F=G=H=90.

(c) Ache JK, sabendo que JM =9, ML =10, KL=17e¢ J =K =90°.

(d) Ache OQ, sabendo que NQ = 2y/13, NP = 10, Q ¢é ponto médio de
OP ¢ O = 90°.
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Solugao.

(a)

Usando Pitdgoras no AACD, temos que AC? = 42 + 82 = 80. Usando
Pitagoras no AABC, temos que BC? = AB? + AC? = 36 + 80 = 116.
Assim, BC = /116.

No AEFG, temos que EG? = 62 + 42 = 52. No AEGH, temos que
FEH? = EG? + GH? = 52 +4 = 56. No AEHI, temos que EI? =
EH? + HI? = 56 4 20 = 76. Logo, EI = \/76.

Seja P o pé da perpendicular de M até KL (faga uma figura para
acompanhar). Note que o quadrildtero KJM P tem todos os dngulos
retos, logo, é um retangulo. Como todo retdngulo é paralelogramo, tem
lados opostos iguais (veja a Proposi¢ao 9.3.1), logo, KP = JM = 9.
Também, M PL é um tridngulo retdngulo em P, com PL =KL - KP =
KL —-JM = 17 -9 = 8. Usando Pitdgoras no AMPL, temos que
MP? + PL? = ML?, ou seja, M P? + 8% = 10%. Logo, M P? = 36 e, daf,
MP = 6. Por fim, novamente pelo fato de JM PK ser um retangulo,
temos JK = M P = 6.

Sejam OQ = QP = x e NO = y. Usando Pitdgoras nos tridngulos NOQ
e NOP, obtemos o seguinte sistema de equagoes:

y? + 2% = (2/13)%2 = 52
y? + 422 = 10% = 100.

Subtraindo a primeira equacio da segunda, vem que 322 = 100 — 52 = 48,
logo, 22 = 48 + 3 = 16. Portanto, x = 4.

Exercicio 9.10 Nas figuras a seguir, temos o desenho de um tridngulo
retangulo e da altura relativa a hipotenusa. Calcule o valor .
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Solugao.

(a) Usando Pitagoras no tridangulo ABC, temos que BC? = 5% + 122 =

25+ 144 = 169. Logo, BC = 13. Agora, usando a relagdo (9.3), temos

— 122 _ 144
qué T = 73 = 73

(b) Usando Pitdgoras no tridngulo AHC, temos que HC? + 3% = 52. Logo,
HC? =25 -9 =16. Assim, HC = 4. Seja BC = a. Pela relacio (9.3),
HC = %%2. Assim, 4 = 275 Portanto, a = %. Por fim, x + HC = BC.
Assim, x = %—4: %.

9.5 - Angulos no Circulo

Considere um ponto O no plano. Um circulo de centro O é o conjunto de
todos os pontos que estdo a uma mesma distancia fixada de O, distancia esta
denominada de raio do circulo. Assim, se os pontos P e @) estdao sobre um
mesmo circulo de centro O, entdo OP = OQ); também, por vezes dizemos que
os préprios segmentos OP e OQ) sdo raios do circulo.

Se P e () sao dois pontos sobre um circulo de centro O, o segmento PQ
é uma corda do circulo. Toda corda divide o circulo em dois arcos PQ (um
maior e outro menor, mas eventualmente iguais).

Um tipo especial de corda, chamada de diAmetro, é aquela que passa pelo
centro do circulo. Nesse caso (e somente nele), a corda divide o circulo em dois
arcos iguais. Evidentemente, o comprimento de um didmetro de um circulo é
igual ao dobro da medida do raio.

Q

Considere um circulo I' de centro O e dois pontos A e B sobre ele. Dizemos
que o arco AB, percorrido de A para B no sentido anti-horario, corresponde
ao dngulo central ZAOB (também percorrido no sentido anti-horario — veja
a figura a ggguir). Nesse caso, com um certo abuso de notagdo, escreveremos

LZAOB = AB.




Secdo 9.5

Na discussao do paragrafo anterior, o adjetivo central refere-se ao fato de
que o vértice do angulo é o centro do circulo I'. Por outro lado, se P ¢ um
ponto de I que nao esta sobre o arco AB (percorrido no sentido anti-horério),
dizemos que ZAPB é um aAngulo inscrito. Assim, o vértice de um angulo
inscrito em um circulo é um ponto do mesmo.

2 A

\
P

Figura 9.9: Angulo central ZAOB e angulo inscrito ZAPB.

O resultado (muito importante) a seguir relaciona as medidas de dngulos
centrais e inscritos relativos a um mesmo arco de circulo.

Teorema 9.5.1 — Angulo inscrito. O angulo inscrito é metade do dngulo
central correspondente.

Prova. Vamos dividir a demonstracio em trés casos, de acordo com as trés
situacoes apresentadas na Figura 9.10.

i. O estd sobre AP: nesse caso, ZBPO = ZPBO = « (pois OP = OB) e
ZAOB = 2a (pois ZAOB é angulo externo do APOB). Assim, ZAPB =
3ZAOB.

ii. O estd no interior do dngulo ZAPB: neste caso, seja C' o segundo ponto
de encontro da reta PO com o circulo. Pelo item anterior, temos ZBOC =
2/BPO e ZCOA =2/0PA. Dali,

/BOA = /AOC + /COB = 2(/APC + /BPC) = 2/BPA.

iii. O estd no exetrior do dngulo ZAPB: neste caso, seja C o segundo
ponto de encontro da reta PO com o circulo. Pelo item (a), j& sabemos que
/BOC =2/BP0O e ZCOA=2/0PA. Dai,

/BOA = /BOC — LAOC =2(4/BPC — LAPC) =2/BPA.

(a) Caso O € PA. (b) Caso O € AAPB. (c) Caso O ¢ AAPB.

Figura 9.10: Casos de angulos inscritos.




A partir da nogao de dngulo inscrito, podemos estudar outros dois tipos de
angulos notaveis no circulo.

I. O adngulo interior ZAPC é construido da seguinte forma: dado um
ponto P no interior do circulo I', tracamos duas cordas AB e CD de I
que se intersectam em P (veja a figura 9.11(a)). Tem-se

/APC = ACJF—DB

(Novamente, dngulos medidos no sentio anti-horario.) Use os fatos de

—

que ZAPC é externo ao triangulo APB, /BAP = B2 ¢ ZABP = £C
II. O angulo exterior ZAPC é construido da seguinte forma. A partir de
um ponto externo P ao circulo I', tracamos duas retas r e s secantes a I
nos pares de pontos A, B e C, D, respectivamente, com B situado sobre
o segmento AP e D situado sobre o segmento C'P (veja a figura 9.11(b)).

Tem-se o
LAPC = AC_TBD
Use os fatos de que ZADC é externo ao tridngulo APD, Z/ZDAP ;
e ZADC =
A
B
<
D
c
(a) Angulo interior. (b) Angulo exterior

Proposicdo 9.5.2 Em todo tridngulo ABC, as bissetrizes dos angulos ZABC,
/BCA, /CAB encontram-se em um unico ponto I chamado de incentro do
tridngulo.

M

Prova. Considere o circulo I' que passa pelo trés vértices A, B e C e sejam M,
N e P os pontos médios, respectivamente, dos arcos BC CAeCA que nao
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—

contém os vertices opostos. Veja que AP = ATB = /ACB. De modo anélogo,

MC = BE = /BAC ¢ CN = A€ = 2/ ABC.
Portanto,

1,— — —
5(AP+MN): (AP+ MC+CN)

(LACB + /BAC + ZABC)

- 180° = 90°.

N =N =N =

Assim, o dngulo interior determinado pelas cordas AM e PN mede 90°, de
sorte que elas sdo perpendiculares.

O raciocinio acima mostra que, se por um lado AM ¢é uma bissetriz do
tridngulo ABC, por outro é uma altura do tridngulo M N P. Da mesma forma,
BN e CP sao as outras duas alturas desse tridngulo e, como ja sabemos que
as alturas de todo tridangulo sdo concorrentes, concluimos que AM, BN e CP
sao concorrentes. |

Para o que segue, dizemos que uma reta é tangente a um circulo se tiver
um tnico ponto em comum com o circulo. Nesse caso, tal ponto é o ponto de
tangéncia entre a reta e o circulo.

Teorema 9.5.3 Considere um circulo I' de centro O e um ponto A sobre esse
circulo. Se uma reta r passando por A é perpendicular a AO, entdo r é
tangente a I'.

Prova. Sendo B outro ponto de B (faga uma figura para acompanhar), temos
que AAOB é retdngulo em A. Logo, a hipotenusa OB é o maior lado do
triangulo, de forma que OB > OA =raio do circulo. Em particular, B nao
pertence ao circulo. Assim, A é o inico ponto em comum entre r e I', de modo
que 7 é tangente a I'. |

O proximo resultado diz que a reta tangente a um circulo por um ponto do
mesmo ¢é Unica.

Teorema 9.5.4 Considere um circulo I' de centro O e um ponto A sobre esse
circulo. Se uma reta r passa por A e é tangente a I', entdo r L AO.

Prova. Basta mostrar que se r é uma reta que passa por A mas nao é
perpendicular a AO, entdo r nao é tangente a I' (novamente, faga uma figura
para acompanhar). Sendo ¢ a reta que passa por A e é perpendicular a AO,
sabemos do teorema anterior que t é tangente a I', e estamos supondo que
r #t. Se a é a medida do dngulo agudo formado por r e t, marque sobre r o
ponto B tal que ZOAB = ZOBA = 90° — a. Entao, B também pertence a I’
e r, de forma que r ndo é tangente a I'. |

A partir dos dois resultados anteriores, podemos apresentar um outro
angulo notavel: o dngulo semi-inscrito (acompanhe com a figura a seguir):
temos um circulo de centro O e dois pontos B e C sobre ele. Um reta BD
é tangente ao circulo no ponto B, de modo que C e D estejam no mesmo
semiplano em relagao a reta OB. Nessa configuracao, dizemos que ZCBD ¢
um angulo semi-inscrito ao arco BD.
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D

B
Figura 9.12: Angulo semi-inscrito.

Veja que ZOBC = Z0CB, pois OB = OC. Dali, se ZCOB = 2a,, temos
Z0BC =90° — « e, por conseguinte, /CBD = «. Assim, /CBD = BQ—C.

Teorema 9.5.5 — do Bico. Seja P um ponto fora de um circulo I" de centro O.

Sejam A e B pontos sobre I' tais que PA e PB sejam tangentes ao circulo.
Entao, PA = PB.

Prova. Pelo Teorema 9.5.4, temos que /ZPAO = Z/PBO = 90°. Além disso,
OA = OB, pois ambos esses segmentos sao raios do circulo. Logo, AAPO =
APBO pelo caso Cateto-Hipotenusa, de sorte que PA = PB. ]

C
50°
150° D
110°
D x A

Solugao.

(a) Veja que x é um angulo interior. Portanto, sua medida é a média aritmética
. . o o

das medidas dos arcos, ou seja, r = w = 100°.

| Exercicio 9.11 Nas figuras a seguir, calcule o valor de z.

(b) Note que AD = 180° — AB = 70°. Veja que z é um angulo exterior.
Portanto, sua medida é metade da diferenca das medidas dos arcos que ele
determina. Assim, z = M = 20°. |




Exercicio 9.12 — OBM 2005 - adaptado. Na figura a seguir, C'F' é tangente
ao circulo em B. Se ZEBC =70° e EB = EG, qual é o valor de ZEFB?

E

C F

Solugao. Note que EB = 140°, pois ZEBC' ¢ semi-inscrito. Assim, ZEGB =
70°, pois esse angulo estd inscrito no arco FB. Como BEG é isésceles,
temos ZEBG = 70°. Sendo C, B e F colineares, vem que ZGBF = 180° —
/CBE — Z/EBG = 180° — 70° — 70° = 40°. Agora, em relacdo ao tridngulo
GBF, /EGB é angulo externo. Logo /EGB = /GBF + /GFB. Assim,
/GFB=/EGB — /GBF =70° — 40° = 30°. |

Exercicio 9.13 — OBM 2013. Na figura a seguir, o ponto O é o centro do
circulo que passa pelos pontos A, B, C, D e E. Sabendo que o didmetro
AB e a corda C'D sao perpendiculares e que ZBCE = 35°, calcule o valor
em graus do angulo ZDAE.

Solugao. Uma vez que LZECB = 35° é inscrito, temos EB = 70°. Note
que ZEOB = 70° pois é odngulo central correspondente ao arco EB. Agora,
veja que LAOC = ZEOB = 70° pois tais dngulos sdo opostos pelo vértice
O. Seja P o ponto de encontro de CD e AB. No tridngulo retdngulo C' PO,
ZPCO = 90° — ZPOC = 90° — 70° = 20°. Agora note que tanto o angulo
ZDAFE quanto o angulo ZDCFE (= ZPCO = 20°) sao inscritos no arco DE.
Portanto, ambos possuem a mesma medida (igual & metade da medida do arco
ﬁ), de forma que ZDAE = 20°. [ ]

9.6 - Exercicios Propostos

9.6.1 - Nivel 1

Exercicio 9.14 A soma dos quadrados dos trés lados de um tridngulo retn-
gulo é igual a 32. Quanto mede a hipotenusa do tridngulo?
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Exercicio 9.15 A respeito dos elementos de um tridngulo retangulo, assinale
a alternativa correta.

(a) O tridngulo retangulo é assim conhecido por possuir pelo menos dois
lados iguais.

(b) O tridngulo retdngulo é assim conhecido por possuir pelo menos um
angulo de 180°, também conhecido como angulo reto.

(c¢) A hipotenusa é definida como o maior lado de um tridngulo qualquer.

(d) A hipotenusa é definida como o lado que se opoe ao maior dngulo de
um tridngulo qualquer.
) A hipotenusa é definida como o lado que se opoe ao angulo reto de
um tridngulo retangulo.

() Se dois angulos de um tridngulo sdo congruentes a dois dngulos de
outro tridngulo, entdo esses tridngulos sdo congruentes.

() As diagonais de um trapézio isésceles sdo congruentes.

() Dois triangulos que tém dois lados e um angulo respectivamente
congruentes sao triangulos congruentes.

() Dois triangulos que tém um lado, um dngulo adjacente e o angulo
oposto a esse lado respectivamente congruentes sao tridngulos congru-
entes.

Exercicio 9.17 — FUVEST 2006. Na figura abaixo, tem-se AB =3, AC =4 e
BC =6. O valor de BH é:

B H e

Exercicio 9.18 Em um tridngulo retangulo, os catetos medem b e c. Seja h
a medida da altura relativa a hipotenusa. Prove que

1 1 1
TET R

2
Exercicio 9.19 — OBMEP 2005. O topo de uma escada de 25 m de compri-
mento estd encostado na parede vertical de um edificio. O pé da escada
estd a 7 m de distancia da base do edificio, como mostrado na figura. Se o
topo da escada escorregar 4 m para baixo ao longo da parede, qual serd o
deslocamento do pé da escada?

| Exercicio 9.16 Classifique os itens a seguir como verdadeiros ou falsos.
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Jd0 |
[ 0]
g I 0 O
§ OogdQd
A
« >
7

Exercicio 9.20 Nas figuras a seguir, calcule o valor de x.

C
45°
155° D
120°
D x A

Exercicio 9.21 — FUVEST 1985. Os pontos A, B e C pertencem a um circulo
de centro O. Sabe-se que o raio OA é perpendicular ao raio OB e forma
com a corda BC um angulo de 70°. Entao, a tangente ao circulo no ponto
C forma com a reta OA um angulo de:

Exercicio 9.22 — UFMG 1982. Um ponto exterior a um circulo é tal que
a menor distancia dele ao circulo mede 3m, e o segmento da tangente ao
circulo tragada a partir dele mede 5m. O raio do circulo, em metros, mede:

9.6.2 - Nivel 2

Exercicio 9.23 — IFRS 2016. Na figura abaixo, o valor de x e y, respectiva-
mente, sao:
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(a) 4v/2 e V9T

(b) 2v/2 e 97.

(c) 2v2 e 2/27. dem
(d) 4v2 e 2V/27.

(e) 4v/2 e 97.

4em 5em

Exercicio 9.24 — FUVEST 2001. Na figura abaixo, os quadrados ABCD e
EFGH tém lado £ e centro O. Se EP = 1, entao £ mede:

64cm? e EFGH um quadrado de drea 36¢m?. Determine a area do quadrado
CMHN.

N

Exercicio 9.26 — OBM. Na figura a seguir, temos trés quadrados des dreas
iguais a 1. Quanto mede a area do retdngulo que os contorna?

‘ Exercicio 9.25 — OBM. Na figura abaixo ABCD é um quadrado de area
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Exercicio 9.27 Na figura a seguir AB é a tangente comum aos circulos de
centros P e (). Sabe-se que o raio do circulo menor mede 3cm e o raio do
circulo maior mede 5cm. Se a medida do segmento P@Q é 10cm, calcule a
medida do segmento AB.

L

A

Exercicio 9.28 Calcule o raio do circulo inscrito em um tridngulo retangulo
de catetos de medidas 5 e 12.

Exercicio 9.29 Se os lados AB e AC de um tridngulo sdo didmetros de dpis
circulos, prove que o outro ponto comum aos circulos estda situado sobre o

lado BC.

Exercicio 9.30 Mostre que todo poligono regular pode ser inscrito em um
circulo.

Exercicio 9.31 Prove que o incentro de um tridngulo é o centro de um
circulo tangente aos lados do triangulo. Tal circulo é denominado o circulo
inscrito no triangulo.

Exercicio 9.32 — FCM STA.CASA 1977. Na figura abaixo, O é o centro do
circulo, AP, PQ e B(Q sao tangentes ao circulo, AP = a e BQ = b. O valor

de AB é:

(a) Vb+a. A P

(b) Vv2ab.

(c) 2v/ab. D

(d) 2avb+a 10

(e) 2vab+ 2a

B Q

9.6.3 - Nivel 3

Exercicio 9.33 Na figura a seguir, AABC é equildtero e AE = EB = BF =
CF = AD = CD de modo que o AABC é interno ao ADEF'. Prove que




ADEF é equildtero.

Exercicio 9.34 — ENEM 2016. A bocha é um esporte jogado em canchas,
que sdo terrenos planos e nivelados, limitados por tablados perimétricos
de madeira. O objetivo desse esporte é langar bochas, que sdo bolas feitas
de um material sintético, de maneira a situa-las o mais perto possivel do
bolim, que é uma bola menor feita, preferencialmente, de ago, previamente
lancada. A Figura 1 ilustra uma bocha e um bolim que foram jogados em
uma cancha. Suponha que um jogador tenha lancado uma bocha, de raio 5
cm, que tenha ficado encostada no bolim, de raio 2 cm, conforme ilustra a
figura 2.

Figura 1 Figura 2

Considere o ponto C como o centro da bocha e o ponto O como o centro
do bolim. Sabe-se que A e B sao os pontos em que a bocha e o bolim,
respectivamente, tocam o chao da cancha, e que a distancia entre A e B é
igual a d. Nessas condigoes, qual a razao entre d e o raio do bolim?

Exercicio 9.35 — Olimpiada de Matemdtica da Holanda 2009. Na figura a
seguir, temos trés quadrados de lado 1 e dois tridngulos equilateros. Calcule
o lado do tridngulo equiladtero maior.




FE e F de modo que AE =FC =7 FF=2e LZAEF = /ZFEFC = 90°.

(a) Mostre que AECF é um paralelogramo.
(b) Calcule a area do quadrado ABCD.

D C

A B

Exercicio 9.37 Sejam A, B, C e D pontos sobre um circulo. Prove que
AB = CD se e somente se AB = CD (arcos medidos no sentido anti-
horério).

‘ Exercicio 9.36 No interior do quadrado ABC'D sao escolhidos dois pontos

Exercicio 9.38 Sejam r e R os raios dos circulos inscrito e circunscrito a um
tridngulo retdngulo de catetos a e b. Prove que a +b=2(R + r)

Exercicio 9.39 — OBMEP 2009. O poligono ABCDEFGHIJKL é regular e
tem doze lados.




(a) Qual é a medida dos dngulos internos do poligono?

(b) O ponto M é a intersegdo das diagonais AE e DK. Quais sdo as
medidas dos dngulos /ZMDFE e ZDME?

(c¢) Qual é a medida do dngulo ZCBM?

(d) Prove que os pontos B, M e F estao alinhados.

Exercicio 9.40 — UECE 1992. Na figura abaixo, M N PQ é um retangulo e
o ponto E é o centro do circulo tangente aos lados NP, PQ e M@Q. Se
MN = 4cm e NP = 8cm, entao a distancia do ponto E a diagonal M P,
em centimetros,vale:

(a) Y22, N P
(b) 2. -~

(c) ;270 /
(d) v2. M Q

9.6.4 - Nivel 4

Exercicio 9.41 — OBMEP 2011. Em todas as figuras desta questao, vemos
um tridngulo ABC dividido em quatro partes; nesses tridngulos, D é ponto

1
médio de AB, E é ponto médio de AC' e F'G mede §BC

A

B F G C

(a) Os quadrildteros DJMA e ELN A sdao obtidos girando de 180° os
quadrildteros DHF B e EIGC em torno de D e E, respectivamente.
Explique por que os pontos M, A e N estao alinhados, ou seja, por
que a medida do angulo ZM AN é igual a 180°.

(b) Na préxima figura, o ponto K é a intersegao das retas JM e LN.
Explique por que os tridngulos FGI e M N K sido congruentes.
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partes em que o tridngulo ABC' foi dividido.

(c) Mostre que LH = EF' .
(d) Na figura a seguir, o tridngulo ABC tem &rea 9 e HJKL é um

quadrado. Calcule o comprimento de EF.

Exercicio 9.42 Sejam E e F pontos sobre os lados BC e CD, respecti-
vamente, de um quadrado ABCD, de modo que AEF seja um tridngulo
equildtero. Sejam P, () e R os pés das perpendiculares baixadas de B,
C e D aos lados AE, EF e F'A, também respectivamente. Mostre que

CQ = BP + DR.

Exercicio 9.43 — Teorema de Thébault. Seja ABC'D um quadrado e ADFE e
DC'F triangulos equilateros construidos exteriormente ao quadrado. Mostre
que EBF também é um tridangulo equilatero.

Exercicio 9.44 Nos lados AB e DC do retangulo ABCD, os pontos F e
FE sao escolhidos de modo que AFCE seja um losango. Se AB = 16 e

BC =12, ache EF.
A F B

Os itens acima mostram que HJK L é um retangulo formado com as quatro




Exercicio 9.45 No AABC, I é o incentro e P o ponto de intersecao de Al
com o circulo circunscrito ao AABC. Mostre que PB = PI = PC.

Exercicio 9.46 No AABC, O é o centro co circulo circunscrito ao tridngulo
e H o ortocentro. Mostre que ZBAH = ZOAC.

Exercicio 9.47 O AABC esté inscrito em um circulo I'. Sabendo que H
é o ortocentro, D é o pé da altura baixada a partir de A e T é o ponto
de intersegdo de AD com o circulo circunscrito ao AABC, mostre que
HD = DT.

reta £, como mostrado na figura a seguir. Se a e b sdo os raios dos circulos
maiores e ¢ é o raio do circulo menor, prove que

_l’_

S=
SE
Bl

Exercicio 9.49 Considerando os axiomas basico da Geometria Plana apre-
sentados no médulo anterior, prove que os casos de congruéncia LLL, LAL,
LAA, e ALA sao equivalentes. Ou seja, que se assumirmos um deles
como verdadeiro, podemos demonstrar que os outros sao verdadeiros usando
apenas os axiomas de Euclides.

‘ Exercicio 9.48 Trés circulos sdo tangentes externamente entre si e a uma
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