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1 2 Distancias no plano cartesiano e o
Teorema de Pitagoras

12.1 - O Teorema de Pitagoras

Pitagoras de Samos viveu entre cerca de 570a.C. e 490a.C. A tnica data
aproximadamente determinada de sua vida é 530a.C., quanto ele deixou Samos
e se estabeleceu em Crotona, cidade hoje localizada no Sul da Italia, onde
fundou uma sociedade religiosa e filoséfica que em pouco tempo passou a
exercer consideravel influéncia politica nas cidades gregas situadas naquela
regido. Em torno de 500a.C. ele foi forcado a se retirar de Crotona, indo para
a cidade de Metaponto, onde permaneceu até o fim da vida.

Os seguidores de Pitagoras eram chamados pitagoricos. Eles acabaram se
espalhando pela Grécia continental e exerceram alguma influéncia até o final do
século quinto a.C. Os ultimos pitagéricos foram descritos, por volta de 350a.C.,
como peregrinos, andarilhos pobres e vegetarianos.

O teorema que tradicionalmente leva o nome de Pitagoras é, na verdade,
uma propriedade dos triangulos retangulos conhecida desde uma antiguidade
ainda mais remota.

Teorema 12.1.1 — Pitdgoras. Seja ABC um tridngulo retangulo, com o
angulo reto situado no vértice A. Entao, a area do quadrado cujo lado é BC
¢é igual & soma das areas dos quadrados cujos lados sdo os dois outros lados
do triangulo.

Observacdo 12.1.2 Dizemos que um tridngulo é retangulo se um dos seus
angulos internos é reto, ou seja, mede 90°. Como a soma das medidas dos
angulos internos de um triangulo é igual a dois retos, ou seja, 180°, a soma
das medidas dos dois outros angulos internos de um tridngulo retdngulo é
180° — 90° = 90°. Quando a soma de dois dngulos é igual a um angulo reto,
dizemos que esses angulos sdo complementares.
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Observacdo 12.1.3 O lado maior de um tridngulo retdngulo é chamado
hipotenusa e os outros dois lados sdo chamados de catetos. O Teorema de
Pitagoras afirma que, se o tridngulo é retdngulo, entdao a soma (das dreas)
dos quadrados dos catetos (ou seja, construidos sobre os catetos) € igual ao
quadrado da hipotenusa (ou seja, da drea do quadrado construido sobre a
hipotenusa). Se ABC = 90°, BC = a, AC =be AB = ¢, entdo as areas
desses quadrados valem a2, b% e ¢?, sendo a? a area do quadrado construido
sobre a hipotenusa. Assim, o resultado geométrico do Teorema de Pitdgoras
pode ser escrito algebricamente da seguinte formas:

b+ = d®. (12.1)

E importante notar também que a reciproca do Teorema de Pita-
goras também é valida, ou seja, a identidade (12.1) entre as medidas dos
lados de um triangulo implica que ele é retangulo.

Essa propriedade notavel dos tridngulos retdngulos aparece em escritos
antigos, como nos Sulvasutras (manual hindu para a construgao de altares
e templos), nos Nove Capitulos de Arte Matemdtica (século 11 aC) onde o
Teorema de Pitagoras aparece com o nome de regra guogu, ou seja, regra
base-altura, no tablete de argila babilénico Plimpton 322 (cerca de 1800a.C.),
no qual aparece uma lista de trios pitagdricos: nimeros naturais que sao lados
de tridngulos retangulos.

Um desses trios, o (3,4,5) (32 4+ 42 = 52) era conhecido e amplamente
utilizado em varias partes do mundo antigo. No antigo Egito, por exemplo,
os Estiradores de Cordas (em grego, Harpedonaptae) eram especialistas em
medigbes e conseguiam produzir um tridngulo retangulo da seguinte forma: uma
corda, com 12 nés, situados a distancias iguais uns dos outros, era estendida
de modo a formar um triangulo com lados 3, 4 e 5, como ilustram as figuras a
seguir (note que 3 +4+5 = 12).

O tridngulo de lados 3, 4 e 5 é retdngulo, de acordo com o que afirmamos
na Observacao 12.1.3.

A seguir, colecionamos trés exemplos que trazem aplicagoes imediatas do
Teorema de Pitagoras.

m Exemplo 12.1 Encontre o comprimento da rampa, sabendo que ela foi cons-
truida conforme a ilustracdo abaixo:




5m

12m

Solugao. O comprimento r da rampa é igual ao comprimento da hipotenusa
do tridngulo retangulo da figura. Pelo Teorema de Pitagoras, temos

r? =122 + 5% = 144 + 25 = 169,

logo, r = 13m. |

m Exemplo 12.2 Na figura abaixo, os quadrilateros sdo quadrados e o tridngulo
central é retangulo. Encontre o lado ¢ do quadrado maior.

16m?

O9m

Solugao. Pelo Teorema de Pitagoras, a soma das areas dos dois quadrados
menores ¢ igual a area do quadrado maior. Assim, essa drea é igual a 16 +9 =
25m?. Como a area de um quadrado de lado ¢ é igual a 2, temos 2 = 25m?,
logo, ¢ = 5m. |

m Exemplo 12.3 Uma das estruturas mais utilizadas para dar sustentacéo a
telhados é a trelica, também conhecidas como tesoura. O desenho a seguir mos-
tra uma trelica; nela, os tridangulos que tém um lado horizontal sdo retangulos
(e tém tais lados horizontais por catetos). Calcule o comprimento da travessa
(parte inclinada destacada) da trelica.




1,6m

Solugao. Uma aplicagdo direta do Teorema de Pitagoras fornece:
d>=12241,62=1,44+ 2,56 = 4.

Logo, d = 2m. [ |

@ : 12.2 - Por que o Teorema de Pitagoras é vdlido?

O Teorema de Pitagoras é uma afirmacao sobre tridangulos retdngulos que nao
é Obvia, ou seja, a principio, ndo parece evidente que, em tridngulos retangulos,
o quadrado construido sobre a hipotenusa tenha area igual & soma das areas
dos quadrados construidos sobre os catetos.

Para nos convencermos de que este resultado geométrico vale para um
triangulo retdngulo especifico, podemos medir os catetos e a hipotenusa desse
tridngulo e, em seguida, podemos somar os quadrados desses catetos e verificar
que o valor coincide com o quadrado de sua hipotenusa. Entretanto, esse
procedimento nao justifica o porqué de o resultado ser valido para todos os
tridngulos retangulos; ele trata apenas desse tridngulo e de tridngulos a ele
congruentes.

E claro que ndo é possivel verificar a validade do Teorema de Pitdgoras
tridngulo retdngulo por tridngulo retangulo (pois hd uma infinidade de tridngu-
los retangulos nao congruentes entre si). Assim sendo, para utiliza-lo tendo a
certeza de que é correto, precisamos de um argumento que dependa apenas do
fato de o tridngulo ser retdngulo e que valha para todos os tridngulos retdngulos
de uma vez. Esse argumento geral é chamado de demonstracao.

A figura da préxima pagina aparece no texto chinés Chou Pei Suan Ching,
também conhecido como Zhoubi Suanjing (que pode ser traduzido como “Arit-
mética Classica do Gnoémon”!). Esse é um dos mais antigos tratados sobre
Geometria, tendo sido escrito durante a Dinastia Zhou, que durou de 1046a.C.
a 256a.C.

No tabuleiro da figura, de lado 7 unidades, encontra-se destacado um
quadrado grande (marcado com uma linha preta mais espessa que as demais),
o qual é composto por quatro tridngulos retdngulos congruentes (igualmente
destacados), juntamente com um quadradinho central.

Para descobrir o comprimento do lado do quadrado destacado maior, vamos
calcular sua drea. Ela é a soma das dreas (iguais) dos quatro tridngulos

! Gnémon é um antigo nome para angulo reto. E também a parte de um relégio de sol
que projeta sua sombra e permite a medicdo das horas.




retdngulos destacados com a area do quadradinho central. Claramente, os
quatro triangulos retangulos destacados podem ser reposicionados de modo a
formarem dois retangulos de area 3 - 4. O quadradinho central, por sua vez,
tem lado 4 — 3 = 1, logo, tem &rea igual a (4 — 3)% = 1.
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A 4rea do quadrado maior é, portanto, igual a
2-3-44+(4-3)%=2-3-4+4%2-2-3-44+3%=4>43%

E 6bvio que 42 432 = 16 + 9 = 25 = 52, e isso implica que o lado do quadrado
maior é igual a 5. No entanto, ao escrever essa area como 42 4+ 32, mostramos
que ela é igual a soma das areas dos quadrados construidos sobre os catetos.
(Esses quadrados ndo aparecem na figural)

Veja que o argumento acima, embora tenha sido exibido para o tridngulo
particular de lados 3, 4 e 5, pode ser repetido para qualquer outro tridngulo
retdngulo. Realmente, suponhamos que as medidas dos catetos do tridngulo
retdngulo sejam b e ¢, e qua a medida de sua hipotenusa seja a. Supondo, sem
perda de generalidade, que b > ¢, a mesma construcio da figura anterior pode
ser feita, bastando posicionarmos quatro tridngulos retangulos de catetos b e ¢
ao redor de um quadradinho central de lado b — ¢:
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Evidentemente, o quadrildtero que formamos desse modo é um quadrado,
pois todos os seus lados sao iguais a a e cada um de seus angulos internos
¢é igual a soma dos dngulos agudos de um dos tridngulos retangulos, que ja
observamos que vale 90°.

Cada tridangulo retdngulo tem &area %. A soma das areas dos quatro
triangulos é, portanto, 4 - % = 2bc. A drea do quadradinho central é (b — c)? =
b2 — 2bc + ¢?. Como a soma das areas dos quatro tridngulos e do quadradinho

central é igual & 4rea a® do quadrado maior, obtemos a igualdade a seguir:
a? = 2bc + (b? — 2bc 4+ ) = b? + 2.

Veja que o argumento é o mesmo que usamos anteriormente, mas agora o
empregamos em um tridngulo retdngulo qualquer, usando letras para indicar
os comprimentos dos lados. Quando essas letras sdo substituidas por nimeros
de modo que o tridangulo seja retangulo, a construcao funciona e o teorema é
véalido. Entao, obtiveoms uma demonstracdo de que o Teorema de Pitdgoras é
valido para qualquer tridngulo retangulo.

m Exemplo 12.4 As duas figuras abaixo sdo formadas pelos mesmos tridngulos
retangulos e por um ou dois quadrados.

Use estas duas figuras para obter outra demonstracao do Teorema de Pitdgoras.

Solucgao. Na figura da esquerda, os quatro tridngulos retdngulos, junto com
o quadrado construido sobre suas hipotenusas, formam um quadrado maior.
Na figura da direita, o mesmo quadrado maior é formado pelos mesmos qua-
tro tridangulos retdngulos, dispostos de modo diferente, juntamente com dois
quadrados menores, construidos sobre catetos dos tridngulos. Retirando-se
os tridngulos das duas figuras, vemos que o quadrado que sobra na figura da
esquerda tem area igual a soma das areas dos quadrados que sobram na figura
da direita. [ |

m Exemplo 12.5 Utilize as figuras a seguir para encontrar mais uma demonstra-
¢ao do Teorema de Pitagoras.
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Solucgao. Esta é a demonstracdo que aparece nos Flementos de Euclides
(Proposicao 47 do Livro I). Trata-se de mais uma comparacao entre areas.

Nos quatro diagramas que aparecem a esquerda, o quadrado ABED e o
triangulo C BE tém mesma base e mesma altura, logo, a area do tridngulo é
metade da area do quadrado. O tridangulo CBE, por sua vez, é congruente
ao tridngulo ABF' (veja o primeiro tridngulo da segunda linha); portanto,
esses dois tridngulos tém a mesma area. Essa congruéncia se dé pelo caso
de congruéncia lado-angulo-lado. Enfim, o tridngulo ABF tem base BF, a
mesma do retdngulo BF PQ. Além disso, sua altura em relagdo a essa base
também ¢ igual a altura de BF P(@) em relagdo & mesma base. Portanto, a area
do retdngulo BF P(Q é o dobro da area do tridngulo ABF e, por isso, igual a
area do quadrado ABDE, construido sobre um dos catetos.

Oa quatro diagramas a direita da figura explicam, de modo totalmente
andlogo, como o quadrado construido sobre o outro cateto (o quadrado ACHI)
tem area igual a do retangulo CGPQ.

Agora, observe que as areas dos dois retangulos, somadas, resultam na
area do quadrado BCGF', construido sobre a hipotenusa. Isso significa que a
soma das areas dos quadrados construidos sobre os catetos é igual a area do
quadrado construido sobre a hipotenusa. |

12.3 - Distancias no Plano Cartesiano

A distancia entre dois pontos distintos A e B é o comprimento do segmento
AB cujas extremidades sdo esses dois pontos. Escrevemos AB para indicar
esse comprimento. Nesta se¢do, vamos aprender a calcular a distancia entre
dois pontos a partir de suas coordenadas, primeiro na reta numérica e depois
no plano cartesiano.

12.3.1 - Distancias entre pontos em uma reta numérica

Recordamos que, uma reta é chamada de eizo ou de reta orientada, ou ainda
de reta numérica, se cada ponto A da reta estiver associado a um namero real
T 4, dito a coordenada de A, da seguinte forma:

1. Inicialmente, associamos um ponto O da reta ao nimero 0 e um ponto
U da reta ao ntimero 1 (de forma que zp =0 e zy = 1).
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2. Em seguida, associamos os pontos da semirreta OZ} (exceto o préprio

O) aos nimeros reais positivos e os pontos da semirreta oposta a O
(novamente, exceto o préprio O) aos ndmeros reais negativos, como
descrito a seguir:

i. Se o ponto V estiver na semirreta (7} , associamos V' ao nimero
real zy de forma que zy = OV.

ii. Se o ponto V estiver na semirreta oposta a (Tl} , associamos V' ao
nimero real zy de forma que zy = —OV.

Observacdo 12.3.1 O valor absoluto, ou médulo, de um ntimero real z,
é o ntmero real |z|, dado por

z, se >0
= ’ - . 12.2
=] { -z, se <0 ( )

O valor absoluto de um ntimero real pode ser interpretado como o “nimero
sem sinal”. Por exemplo: |3| =3, (0| =0, | — 5| =5, [v2| = V2, | — 7| = 7.
Outras maneiras de se escrever o valor absoluto de z sdo |z| = V22, ou
ainda, |z| = max{—=z,z}, onde “max{a,b}” indica o maior dos nimeros a e
b.
Também, se a e b sd@o dois ntmeros reais, entao |a — b| = |b — a|. Por
exemplo, |[7—4|=(3|=3e|4-T7|=|—-3|=3.

Se r é um eixo, A e B sdo dois de seus pontos, e 4 € g sdo as coordenadas
de A e B, respectivamente, a distdncia entre A e B, isto é, o comprimento
do segmento de reta AB, pode ser calculado, em termos de suas coordenadas,
como o valor absoluto da diferenca entre x4 e zpg:

AB = |z — x| (12.3)

m Exemplo 12.6 Calcule a distancia entre os pontos A e B, cujas coordenadas
sdo dadas como em cada item abaixo:

(a) za=1lexp=3;
(b) za=2exp=09;

(c) za=—-lexp=—b;
(d) za=1/2exp=1/3;
(e) za=0ecxzp=—4.
Solugao.
() d(A,B) = |4 —ap = |1 -3 = | — 2 = 2
(b) d(A,B) = |[za —ap| =29/ = [ -7 =T
(¢) d(A,B) = |za—ap|=[—=1—=(=5)=|-1+5|=[4] =4

(d) d(A,B) = |za —ap| = [1/2—1/3| = 3/6 — 2/6| = [352| = |1| = &

(&) d(A,B) = |va —wp] = 10— (=4)| = [0+ 4] = |4] = 4. .

m Exemplo 12.7 A disténcia entre os pontos P e (), pertencentes a reta numérica
r, ¢ igual a 2. Sabendo que a coordenada do ponto @ é xg = 5, descubra os
possiveis valores para a coordenada de P.




Solugao. Pensando geometricamente, temos o real 5 e queremos descobrir os
reais que estdo a distdncia 2 do 5. Como tais reais podem estar “a frente” ou
“atras” do 5, as possibilidades sao 54+2=7Tou b —2 = 3.

Alternativamente, raciocinando de uma maneira mais algébrica, sabemos
que PQ = 2, ou seja, |zp — 2| = 2. Como xg = 5, temos |zp — 5| = 2, logo,
xp—5=2,0ouxp— 5= —2. Isso significa que zp =7 ou zp = 3. |

12.3.2 - Distancia entre dois pontos no plano cartesiano

Como sabemos, a distancia d(A,B) entre dois pontos do quaisquer A e B do
plano tem trés propriedades basicas:

(1) Ela é sempre ndo negativa, e s6 é zero se os pontos forem iguais.
(2) Ela é simétrica, isto é, d(A,B) = d(B,A).
(3) Ela satisfaz a desigualdade triangular: se C é um terceiro ponto, entao

d(A,B) < d(A,C) + d(C,B). (12.4)

com a igualdade ocorrendo somente se o ponto C' estiver sobre o segmento
AB.

d(B.C)

B
d(A,C)

d(A, B)

A figura acima ilustra o significado da desigualdade triangular. Imagine
que é preciso ir do ponto A ao ponto B e, para esse deslocamento, dispoe-
se de dois caminhos: um em linha reta, indo de A para B ao longo do
segmento de reta AB, cujo comprimento é a distdncia d(A,B) entre A
e B, e o outro passando por C, um ponto diferente de A e de B. O
comprimento desse caminho é a soma de distancias d(A,C) + d(C,B). O
caminho mais curto é o que vai diretamente de A até B, e isso significa
que, se C nao estiver sobre o segmento AB, entao d(A,B) é menor do
que a soma d(A,C) + d(C,B).

Exercicio 12.1 Em uma aula de Educacio Fisica, Pedro, Luiz e Miguel
sairam juntos de um canto A da quadra. Pedro correu em diagonal pelo
meio da quadra, até o canto oposto D. Luiz e Miguel correram pelas bordas
da quadra: Luiz foi em linha reta até o ponto B e, de 14, em linha reta até o
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ponto D; Miguel foi em linha reta até o ponto C' e, de 14, em linha reta até
o ponto D. Se os trés chegaram ao ponto D juntos, pode-se afirmar que:

A B

2

(a) Luiz foi mais rapido que Miguel.

(b) Pedro foi mais rapido que Miguel, mas nao foi mais rapido que Luiz.
(¢) Luiz e Miguel foram mais rapidos que Pedro.
(d) Pedro foi mais rdpido que Luiz.
(e) Miguel foi mais rapido que Luiz.

Solugao. Como os trés sairam ao mesmo tempo do ponto A e chegaram ao
mesmo ao ponto D, eles levaram o mesmo intervalo de tempo para percorrer
seus caminhos. Aquele que percorre a distancia maior em um mesmo intervalo
de tempo, o faz a uma velocidade maior. Assim, serd mais rapido aquele que
tiver percorrido a maior distancia.

Dos trés, Pedro foi o que percorreu a menor distancia, pois d(A,D) <
d(A,B) 4+ d(B,D) e d(A,D) < d(A,C) + d(C,D), pela desigualdade triangular.
Como d(A,B) = d(C,D) e d(A,C) = d(B,D), temos que d(A,C) + d(C,D) =
d(A,B)+d(B,D). Assim, as distancias percorridas por Jodo e Miguel sdo iguais.
Podemos, entao, concluir que as velocidades médias de Jodao e Miguel sao iguais
e a velocidade média de Pedro é menor do que as outras duas velocidades.

Dessa forma, o tnico item correto é o (c). [ ]

Para relacionar distdncias com coordenadas, suponhamos que foi escolhido
e fixado um sistema cartesiano de eixos em um plano. Lembramos que, essenci-
almente, isso corresponde a escolha de duas retas numéricas perpendiculares em
um ponto O, o qual esta associado ao niimero 0 em cada uma delas. Lembramos
ainda que, assim sendo, dois pontos quaisquer A e B do plano passam a ser
identificados por suas coordenadas: A = (x4,y4) € B = (zp,yp). A seguir,
vamos aprender como calcular a distancia entre os pontos A e B a partir de
TA, YA, TB, YB-

A situacdo mais geral possivel, em que x4 # g € ya # yB, é representada
na figura a seguir. Neste caso, o segmento AB é a hipotenusa de um tridngulo
retdngulo, cujos catetos sdo segmentos com medidas |[xp — x4| e |yp — yal.
Aplicando o Teorema de Pitdgoras a esse tridngulo de hipotenusa AB, vemos
que

— 2
AB” = |zp —xal* 4+ lyp —yal® = (x5 — 24)* + (yB — ya)?,

logo,

d(A,B) = AB = \/(wp — 24) + (ys — ya)* (12.5)
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Esta é a formula que permite o calculo da distancia entre dois pontos
do plano a partir de suas coordenadas. Vejamos como aplicd-la em alguns
exemplos simples.

m Exemplo 12.8 Calcule a distancia entre os pontos A = (3,2) e B = (—1,5).

Solugao. Aplicando (12.5) diretamente, obtemos

AB =3 (-1 + (2-5)?

= /(B + 1)+ (-3)2
— V2P =619

=25 =25.

m Exemplo 12.9 Na figura a seguir sdo dadas as coordenadas dos seguintes
pontos: O1 = (3,2), Oy = (7,4) e P = (3,4).

)
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(a) Encontre os raios dos dois circulos.
(b) Calcule a distancia entre os centros O e Oa.
(c) E possivel concluir que o triangulo PO;03 é retangulo? Por qué?

Solugao. (a) Os raios r; e 1o dos dois circulos sdo as distancias 1, = PO e
ro = POs. Podemos calcular essas distancias usando a férumla (12.5):

PO;=/(3-32+(4-22=V2=2

POy = /(372 + (442 = /(-4)2 = 4.

(b) A distdncia O103 entre os centros também pode ser calculada com a mesma
féormula:

0,05 = \/(3 —T)24+(2—4)2 = \/(—4)2 +(=2)2 = V16 + 4 = V20 = 2V/5.

(c) Os trés lados do tridngulo PO;0; verificam a identidade do Teorema de
Pitagoras:

PO> + POy = 4416 =20 = 0,0,

Portanto, de acordo com o 1ltimo paragravo da Observacao 12.1.3, isso implica
que o tridngulo PO104 é retangulo em P. [ |

No Exemplo 12.9, os pontos P e O tém a mesma abscissa e os pontos P
e Oy tém a mesma ordenada. Nestes casos, a férmula da distdncia pode ser
escrita de um modo mais simples: se A = (x4,y4) e B = (xp,yp), temos duas
situacoes:

(1) Quando x4 = x g, ou seja, quando os pontos A e B tém a mesma abscissa,
temos

AB = \/(CCA —zB)%+ (ya —yB)* = \/(yA —yB)* = |ya — yal.

(2) Quando y4 = yg, ou seja, quando A e B tém a mesma ordenada, temos

AB = \Jwa—25) + (wa —up)? = \J(wa — 25)? = |4 — 2]

Observe que, no caso (1) (resp. (2)), a expressio para AB = d(A,B) concorda
com (12.3), quando vemos a reta vertical (resp. horizontal) passando por A e
B como uma reta numérica.

12.4 - Exercicios

Exercicio 12.2 Em um tridngulo retdngulo, os catetos medem 5cm e 12cm.
Calcule a medida da hipotenusa desse tridngulo.

Exercicio 12.3 Em um tridngulo retdngulo, um dos catetos mede 48m e a
hipotenusa mede 50m. Calcule a medida do outro cateto.
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Exercicio 12.4 Nesta questdo, considere que v/3 vale, aproximadamente,
1,73. Um dos catetos de um tridngulo retangulo mede 100cm e a hipotenusa
desse mesmo triangulo mede 200cm. Encontre o valor aproximado da medida
do outro cateto.

Exercicio 12.5 Em cada item abaixo, calcule a distancia entre os pares de
pontos dados:

Exercicio 12.6 Dados dois vértices consecutivos A = (1,3) e B = (5,4) de
um quadrado, encontre sua area.

Exercicio 12.7 Dados dois vértices opostos A = (3,5) e C' = (1, — 3) de um
quadrado, calcule sua area.

tridngulo equilatero. Encontre a area desse triangulo.

XeI’CICIO 12 9 O tridngulo ABC| cujos vértices sao A = (1,1), B=(2,3) e
, é retangulo? Por qué?

Exercicio 12.10 Qual dos pontos a seguir é o mais préximo da origem?

Exercicio 12.11 Dentre as alternativas a seguir, assinale aquela em que os
pares de pontos dados estdo mais préximos um do outro:

I Exercicio 12.8 Os pontos A = (—3,2) e B = (1,6) sdo vértices de um
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Exercicio 12.12 Um fio de 85 metros de comprimento é estendido do topo
de uma torre vertical ao solo e é preso, a uma distancia de 36 metros da

base da torre, de modo que o fio permaneca totalmente esticado.

85m

36m

Calcule a altura da torre.

Exercicio 12.13 Um pedreiro deseja fazer um “esquadro”, ou seja, um angulo
reto. Ele tem uma régua que mede 1 metro. Com a ajuda dessa régua, ele
corta duas ripas de madeira, uma medindo 60cm e e a outra medindo 80cm.
Entéao, ele junta as duas ripas e a régua, de modo a formar um tridngulo.
Explique como esse procedimento pode ajudar o pedreiro a construir um
esquadro.

Exercicio 12.14 A distancia entre duas das paredes opostas de uma piscina
retangular é exatamente 8 metros. Se a diagonal do piso dessa piscina mede
10 metros, assinale a alternativa que traz a distancia entre o outro par de
paredes opostas:

(a) 6 metros.
(b) 8 metros.
(¢) 10 metros.
(d) 12 metros.

)

(e) 20 metros.

Exercicio 12.15 Em um tridngulo retangulo, a hipotenusa é o dobro de um
dos catetos. Encontre a razdo entre as medidas do maior cateto e do menor
cateto, nessa ordem.

Exercicio 12.16 Calcule os dngulos internos do tridngulo ABC, onde A =
(5,0), B=(0,1) e C = (3,3).




Exercicio 12.17 Em cada item a seguir, sdo dadas as coordenadas dos trés
vértices de um triangulo. Pede-se a classificacdo de cada tridngulo quanto
aos lados: se escaleno, isésceles ou equilatero:

B=(4,-1),C=(52).
), B=(-3,-3), C = (-3/3,3v2).
B =( )

Exercicio 12.18 Sao dados os pontos B = (2,2) e C' = (5, — 2). Encontre
um ponto A sobre o eixo das abscissas tal que o angulo ZBAC seja reto.

Exercicio 12.19 A disténcia entre o ponto P e a origem O = (0,0) é igual a
2. A soma das coordenadas de P também é igual a 2. Calcule as possiveis
coordenadas de P.

Exercicio 12.20 — UFJF - 2016. Considere os pontos A = (2,0), B = (—1,/3)
e C = (=1, — v/3) em um plano cartesiano. Calcule a medida do angulo
ZABC.

N|veI 3

resolveu construir uma cerca dentro de seu curral retangular. Essa cerca
deve ser construida na diagonal do retangulo, de modo a dividir o curral
em dois tridngulos congruentes. Sabe-se que o curral tem comprimento
60 metros e largura 45 metros. Se a nova cerca deve ter 5 fios de arame,
quantos metros de arame serdo necessarios para sua construcao?

Exercicio 12.22 (UERJ- adaptada) Millor Fernandes, em uma bela home-
nagem & Matematica, escreveu um poema do qual extraimos o fragmento
abaixo:

As folhas tantas de um livro de Matemética,
um Quociente apaixonou-se um dia doidamente
por uma Incégnita.

Olhou-a com seu olhar inumeravel

e viu-a do 4pice a base: uma figura fmpar;
olhos rombdides, boca trapezoide,

‘ Exercicio 12.21 Para separar animais maiores dos menores, um fazendeiro
‘ corpo retangular, seios esferdides.
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Fez da sua uma vida paralela a dela,

até que se encontraram no Infinito.

“Quem és tu?” — indagou ele em ansia radical.
“Sou a soma dos quadrados dos catetos.

Mas pode me chamar de hipotenusa.”

(Millér Fernandes. Trinta Anos de Mim Mesmo.)

A Incognita se enganou ao dizer quem era. Para atender ao Teorema de
Pitagoras, deveria dizer qual das frases a seguir?

(a) “Sou o quadrado da soma dos catetos. Mas pode me chamar de
quadrado da hipotenusa.”

(b) “Sou a soma dos catetos. Mas pode me chamar de hipotenusa.”

(¢) “Sou o quadrado da soma dos catetos. Mas pode me chamar de
hipotenusa.”

(d) “Sou a soma dos quadrados dos catetos. Mas pode me chamar de
quadrado da hipotenusa.”

(e) “Sou a diferenca entre os quadrados dos catetos, ou hipotenusa.”

um tridngulo retangulo obteremos como resultado o nimero 450. Quanto é
a medida da hipotenusa desse tridngulo?

a

b

e
N

e ¢

VY
oA
SN N N N
N = = = ©
ot

—~
(¢]
2

Exercicio 12.24 Considere os nimeros reais a e b, com b < a. Os catetos
oA A 2_ 12 .
de um tridngulo retdngulo medem %g e 322%;. Calcule a medida da

hipotenusa desse triangulo.

Exercicio 12.25 Sao dados os pontos A = (3,—6), B = (—2,4) e C = (1,—2).
Verifique que d(A,B) = d(A,C) + d(C,B). O que podemos concluir sobre a
posicao relativa dos pontos A, B e C'?

Exercicio 12.26 — FGV - 2012. Em um paralelogramo, as coordenadas de
trés vértices consecutivos sao, respectivamente, (1,4), (—2,6) e (0,8). A

soma das coordenadas do quarto vértice é:
(a) 8.
(b) 9.
(c)
(d)

)

—

d
(e

— = = O
(@n]

S

| Exercicio 12.23 Se somarmos os quadrados da hipotenusa e dos catetos de
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Exercicio 12.27 Considere os pontos A = (0,0), B=(0,—4) e C = (3, — 4).

Os pontos D, no quarto quadrante, e F, no primeiro quadrante, sdo tais
que os triangulos ABD e ACE sao equilateros.

(a) Encontre a distancia entre D e E.
(b) O tridngulo ADE é retangulo? Justifique sua resposta.

Exercicio 12.28 — UFRN. Um objeto desloca-se 10m no sentido Oeste-Leste
sobre um plano, a partir de uma posicao inicial. Em seguida, percorre mais
20m no sentido Sul-Norte, 30m no sentido Leste-Oeste, 40m no sentido
Norte-Sul, 50m no sentido Oeste-Leste e 50m no sentido Sul-Norte. A
distancia entre a posigdo inicial e a posicao final é:

Exercicio 12.29 — ENEM - 2017. Para decorar uma mesa de festa infantil, um
chefe de cozinha usara um meldo esférico com didmetro medindo 10cm, o
qual servira de suporte para espetar diversos doces. Ele ird retirar uma calota
esférica do melao, conforme ilustra a figura, e, para garantir a estabilidade
deste suporte, dificultando que o meldo role sobre a mesa, o chefe fard o
corte de modo que o raio r da secao circular de corte seja de pelo menos
3cm. Por outro lado, o chefe desejara dispor da maior drea possivel da
regiao em que serao afixados os doces.




Regido onde seréo
afixados os doces

A parte hachurada

< sera apoiada
B  namesa

< —Calota a ser cortada
e eliminada

Para atingir todos os seus objetivos, o chefe devera cortar a calota do
meldo numa altura h, em centimetros, igual a:

(a) 5— Y2,
(b) 10 — \/91.
(G

(d) 4.

(e) 5.

Exercicio 12.30 — IFSP-2015 adaptado. O transporte alternativo é uma
maneira de se locomover usando um meio diferente dos mais tradicionais. A
bicicleta é um exemplo disso. Em alguns lugares, como no interior do Brasil
e em pafses como a India e China, ela é usada porque é mais barata. Outras
pessoas escolhem andar de bicicleta por uma questao ideoldgica, porque
elas ndo agridem o meio ambiente e ndo causam tantos transtornos quanto
os carros. Usando uma bicicleta, uma pessoa sai do ponto A e se dirige ao
ponto B. O percurso, dado em km, representado pelos segmentos AC, CD
e DB esta esbogado no gréafico abaixo.

10 20 30 40 50

Considerando /2 2 1,4, assinale a alternativa que traz a melhor aproximacao
para a distancia percorrida pela pessoa do ponto A ao ponto B.

(a) 56km.
(b) 21km.




Exercicio 12.31 — IFSC - 2015. Para acessar o topo de uma plataforma de
saltos a 4m de altura, um atleta deve subir uma escadaria que possui 8
degraus no primeiro lance e 6 degraus no segundo lance, conforme mostra
a figura a seguir. Sabendo que cada degrau possui 30cm de profundidade,
é correto afirmar que o comprimento da haste metalica AB utilizada para
dar sustentacao a plataforma é igual a:

30cm
A Tt
400 cm
! 1
i | LY
------------------------- s
c D

B

5
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o

o~
A o
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=N Ot s W
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Exercicio 12.32 — Unioeste - 2012. Dado o ponto A = (—2,4), assinale a
opc¢ao que traz as coordenadas dos pontos P e (), respectivamente situados
sobre as retas y = 3x e y = —x de tal modo que A seja o ponto médio do
segmento PQ:

(a) P=(1,3) e Q= (=5,5)
(b) P:(276)6Q:(4a_4)
(C) P:(0,0)GQ:(—5,5)
(d) P=(13)eQ=(4,-4)
(e) P=(2,6)e@=(0,0).

Exercicio 12.33 Um bairro de uma cidade foi planejado em uma regiao
plana, com ruas paralelas e perpendiculares, delimitando quadras de mesmo
tamanho. No plano de coordenadas cartesianas seguinte, esse bairro localiza-
se no segundo quadrante, e as distancias nos eixos sao dadas em quilometros.
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A reta de equacdo y = x + 4 representa o planejamento do percurso da linha
do metr6 subterrdneo que atravessard o bairro e outras regides da cidade.
No ponto P = (—5,5), localiza-se um hospital piblico. A comunidade
solicitou ao comité de planejamento que fosse prevista uma estacao do
metrd de modo que sua distancia ao hospital, medida em linha reta, nao
fosse maior que 5km. Atendendo ao pedido da comunidade, o comité
argumentou corretamente que isso seria automaticamente satisfeito, pois ja
estava prevista a construcao de uma estagdao no ponto:

(a) (=5,0).
(b) (=3,1).
(c) (=2,1).
(d) (0,4

) (

).
2,6).

—~

e

Exercicio 12.34 Os pontos A = (1,2) e B = (5,5) sdo vértices consecutivos
de um quadrado. Se um dos outros dois vértices é C' = (a,b), calcule os
possiveis valores de 8a + 6b.

Exercicio 12.35 Seja ABC'D um retangulo e P um ponto no mesmo plano
do retangulo, como na figura a seguir. Mostre que

PA’ + PC* = PB® + PD°.
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(Sugestao: escolha o sistema de coordenadas de forma que A = (0,0),
B = (a,0), D = (0,b). Em seguida, encontre as coordenadas de C' em termos

de a e b, escreva P = (z,y) e calcule PA” + PC" e = PB- + PD".)
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